Fiche de TD #4

APPLICATIONS

(corrigés)

Exercice 1

1. * Ona f(]0,1]) = { sin(rz) |2 €]0,1]} = [0, 1].
* De plus :

fH{0}) ={z e R| f(z) =0} = {z € R| sin(nz) = 0}
=7
* Et :
S7H0,1]) = {z e R| f(x) € [0,1]} = {z € R| 0 < sin(rz) < 1}

= |J[2kn, (2k + 1)7]
kez
2. Soit z € R. On a :
r€g (] —-20]) < g(z)€]-2,0] &= —2<2>-32<0
= x2—3x+2>0etx2—3x<0
< 1z €]-00,1[U]2,+00[ et z € [0, 3]
On en déduit que :
971 (1-2,0) = [0,1[U]2,3]

3. Le domaine de définition de la fonction h est &, =]-00, —3] UR,. Soit = € Z},. On
a:

reh [-1,2]) <= h(z)€[-1,2] —= —1< Va2 +3x<2

(car Va2 + 3z > 0)

= Vz24+3x<2
— 224+ 3zx<4

car la fonction carré est strictement croissante sur Ry et car va? + 3z,2 € R,.
Ainsi :

reh N([-1,2]) = 2?+32-4<0 < z€[-4,]]

Finalement :

hH[-1,2]) = 2, N [-4,1] = [-4,-3] U [0,1]

4.

(a) La fonction k est dérivable sur R (comme quotient de fonctions qui le sont, le
dénominateur ne s’annulant pas) et :

b 1+a? =22 (1—a)(1+a)
vz € R, kK (x) = (I+22)2 ~ (1+4a2)?

On en déduit le tableau de variations de k£ suivant sur R :

x -0 —1 1 +00

K (x) - 0 + 0 -

k 0\1/;\

On en déduit que :

o[

(b) Sur lintervalle [—1, 1], 'application k est strictement croissante car :
(Ve €] — 1,1, ¥'(z) >0) et  k(£1)=0

donc :

|1’applicati0n k est strictement croissante sur [—1, 1] |

11
Notons j 'application k|;_; ). Soit y € {—2, 2} . On résout ’équation y = j(z)

d’inconnue x € [—-1,1] :

jl@)=y < =y <= z=yz’+vy

_r
241
= yr’—2+y=0
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Fiche de TD #4

Si y = 0, alors cette équation admet pour solution z = 0. Supposons maintenant
que = # 0. L’équation du second degré obtenue a pour discriminant 1 —4y? > 0
(car |y| < 3). Celle-ci admet donc pour racines :

1—/1— 42

r_=————— et Ty =
2y +

1+ /1 —4y?

2y

Ces deux racines sont confondues dans le cas ou y = * —. Supposons que

1
11 ’
y € ]—2,2[\{0}. On a alors 1 + /1 —4y? > 1 et |2y| < 1 donc |x4| > 1.

Ainsi, x4 ¢ [—1,1]. Par ailleurs (d’apreés les relations coefficients/racines) :

1
lz_|=+— <1

r_xy =1 donc
|2 |

Ainsi, z_ € [—1,1]. La solution de I'é¢quation y = j(z) d’inconnue = € [—1,1]
est donc x_. Finalement, 'application j est bijective et :

11
-= = — R
o)
R 0 siy=20
— 1—+/1—4y2
Y —YVo— sinon
Y

11
(¢) L’application j est bijective de [—1, 1] sur [2, 2} et est strictement croissante.

1

11
L’application 77" est donc strictement croissante sur {—2, 2}. On en déduit

G0

que :

Exercice 2

1. On suppose que A C B. Montrons que f(A) C f(B). Soit y € f(A). Il existe alors
a € A tel que y = f(a). Or A C B, donc a € B. Ainsi, y = f(a) et a € B donc,
par définition de I'image directe d’un ensemble, on a y € f(B). On a bien montré
I'inclusion f(A) C f(B). Ainsi :

[(Ac B)= (f(4) C f(B))|

2. Montrons que f(AN B) C f(A) N f(B). Comme ANB C Aet ANB C B, on
a les inclusion f(AN B) C f(A) et f(AN B) C f(B) d’aprés la question 1. Par
conséquent :

|f(AnB)C f(A)n f(B)|

Remarque : en général, la réciproque est fausse. Considérons par exemple 'applica-
tion :

I R — R
o — 2?

et les ensembles A =R_ et B=R,. Alors f(A) = f(B) = R4 donc f(A)N f(B) =
R, . Par contre :

(AN B) = f({0}) = {0} # f(A) N f(B)
3. Montrons que f(AU B) = f(A) U f(B) en raisonnant par double inclusion.

* Montrons que f(AU B) C f(4) U f(B).
Soit y € f(AU B). Alors il existe x € AU B tel que y = f(x). On distingue
alors deux cas.
— Siz € A, alors y = f(x) € f(A) et, comme f(A) C f(A)U f(B), on a
y e f(A)Uf(B).

— Le cas x € B est analogue.

Dans les deux cas, on a bien y € f(A) U f(B). On a donc démontré I'inclusion
f(AuB) C f(A)U f(B).
* Montrons que f(A)U f(B) C f(AU B).
Ona AC AUB et BC AU B. D’aprés la question 1., on a les inclusions :
F(A)CfAUB) et f(B)C f(AUB)

Par conséquent, f(A)U f(B) C f(AU B).

Finalement, on a 1’égalité :

|F(AUB) = f(A) U f(B)|

Exercice 3

1. Soit A € Z(E). Montrons que A C f~!(f(A)). Soit a € A. Alors f(a) € f(A) et
donc, par définition de I"image réciproque d’un ensemble, on a bien a € f~(f(A)).
Par conséquent :

Ac [T (f(A))
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Fiche de TD #4

2. Soit B € Z(F). Montrons que f(f~1(B)) C B. Soit y € f(f~!(B)). Il existe alors
x € f~Y(B) tel que y = f(z). Comme x € f~1(B), on a f(x) € B par définition de
I'image réciproque d’un ensemble, c’est-a-dire y € B. On a bien démontré 'inclusion :

f(f7'(B)) c B

3. On raisonne par double implication.

* On suppose que f est injective. Montrons alors que :

FHf(A)) = A

Soit A € Z(E). On sait que A C f~1(f(A)) d’aprés la question 1. Montrons
maintenant que f~1(f(A)) C A. Soit x € f~1(f(A)). Par définition de 'image
réciproque d’un ensemble, on a f(z) € f(A), ce qui signifie qu’il existe a € A
tel que f(x) = f(a). Comme f est injective, cela implique que z = a. Ainsi,
x € A. Ceci démontré l'inclusion annoncée. Finalement, on a bien 1’égalité

A= fH(f(A)).

* Réciproquement, supposons que :

VA e 2(E),

VAe 2(E),  [TH(f(A)=4

et montrons que f est injective. Soit z,y € E tel que f(z) = f(y) et montrons
que x = y. Considérons la partie A = {z} de E. Par hypothése, on sait que :

FHf{a)) = {x}
Or, par définition de I'image réciproque d’un ensemble, on a :
FHEep) = {z € B[ f(2) € f({z})}
et on a f({z}) = {f(x)} donc :
7)) ={z € B[ f(2) = f(2)}

Par définition de y, on a y € f~1(f({z})) et donc y € {x}, ce qui signifie que
y = x. Ainsi, f est injective.

Finalement :

f est injective <= (VA € Z(E), f~'(f(A)) = A)

4. Soit B, B' € 2(F).

* Soit x € E. Alors, par définition de I'image réciproque d’un ensemble, on a :
r€ fY(BUB) < f(x) € BUB +<= f(x)€ Bou f(z)€ B
— zef Y B)ouxec fH(B)
= ze fUB)UfY(B)

Ainsi, on a bien I’égalité :

fU(BUB)=f(B)Uf (B

* On peut démontrer la deuxiéme égalité de la méme maniére.

Exercice 4 On raisonne par double implication.

* Supposons que f soit injective. Montrons que :
VA, A e Z(E),  f(ANA)=f(A)nf(A)
Soit A, A’ € Z(F). On raisonne par double inclusion.
— On sait déja (cf. exercice 2) que f(ANA") C f(A)N f(A).
— Montrons maintenant que f(A4) N f(A") C f(ANA"). Soit y € f(A) N f(A).
Alors y € f(A) et y € f(A’). Par définition de I'image directe d’un ensemble
par une application, il existe a,a’ € A tels que :

y=fla) et y=f(a)
En particulier, f(a) = f(a’) et, comme f est injective, on a 1’égalité a = d’.
Ainsi, a € AN A’ et comme y = f(a), on peut conclure que y € f(AN A’). On
a donc l'inclusion f(A)N f(A4") C f(ANA).
Finalement, on a bien I’¢galité f(AN A") = f(A4) N f(A").
* On suppose que :

VA, A" e 2(E), FANA) = f(A) N f(A)

Montrons que f est injective. Soit z,2’ € E tel que f(z) = f(«’). Montrons que
x = a’. Considérons les parties A = {2} et A’ = {2’} de E. D’aprés notre hypothése,
on a :
FAN A = f(A) N F(A),
c’est-a-dire :
f{zrn{a"}) = f{zh) N f({a'})
soit encore :
fla} n{a'}) = {f(@)} n{f @)} = {f(2)}

car, par hypothése sur x et 2/, on a f(z) = f(2'). Or, si & # 2/, alors :

{z}n{at =2 et f({a}n{a'}) =f(2) =2,

ce qui est absurde. Donc z = 2’. On peut donc conclure que f est injective.
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Fiche de TD #4

Finalement :

[ est injective <= (VA, A" € Z(E), f(ANA") = f(A)N f(A"))

Exercice 5

1. En choisissant m = n = 0 dans I’équation fonctionnelle vérifiée par f, on obtient :

F(£(0)) = f(£(0)) + £(0)

donc :

f(0)=0

2. Le choix n = 0 dans I’équation fonctionnelle nous donne (puisque f(0) =0) :

vmeN,  f(m)=f(f(m))

Autrement dit :

3. On raisonne par double inclusion.

* Soit z € f(N). Il existe n € N tel que z = f(n). D’aprés la question précédente,
on a:

fn)=(fof)n) e w=f(f(n))=[f(x)
Ainsi, z € Fix(f). Ceci démontre 'inclusion f(N) C Fix(f).
* Soit n € Fix(f). Alors n = f(n) € f(N) (par définition de f(N)). On a donc
I'inclusion Fix(f) C f(N).
On peut donc conclure que :

f(N) = Fix(f)

4. Soit n € Fix(f). Le choix m = 1 dans I’équation fonctionnelle vérifiée par f nous
donne :

fA+f(n) = f(f(1) + f(n)

Or on sait que 1,n € Fix(f) donc cette égalité se réécrit f(n+1) = n+1. Autrement
dit, n + 1 € Fix(f). Finalement :

[¥n €N, n+1eFix(f)]

5. On sait que :
* 0 € Fix(f);

* pour tout n € N, si n € Fix(f), alors n + 1 € Fix(f) (d’aprés la question
précédente).

Par principe de récurrence simple, on peut conclure que :
Vn € N, n € Fix(f)
Autrement dit :
Fix(f) =N
On a donc :
Vn € N, f(n) =mn,

i.€. :
J=1Idy

Exercice 6

1.

* Pour tout z € R, on a f(x) > 0. Ainsi, f(R) C Ry et donc f(R) # R. L’appli-
cation f n’est donc pas surjective (elle n’est donc pas bijective non plus).

* On remarque que f(0) = f(—2) = 1. Comme —2 # 1, 'application f n’est pas
injective.

* On peut vérifier que pour tout z € R, on a —1 < g(z) < 1 donc g(R) C [-1,1].
Par conséquent, g(R) # R et donc g n’est pas surjective (elle n’est donc pas
bijective non plus).

* On peut vérifier que % admet deux antécédents distincts par I’application g
dans R donc g n’est pas injective.

* On peut vérifier que la fonction h est strictement décroissante sur Ry donc
I’application h est injective.

1
* De plus, on a h(Ry) = ] 3 3] # R donc h n’est pas surjective (elle n’est donc

pas bijective non plus).
. La fonction k est continue et strictement croissante sur R, elle réalise donc une bijec-
tion de R sur k(R) = R. L’application k est donc bijective (et injective, surjective).
* On a ¢((0,0)) = ¢((—3,2)) et (0,0) # (—3,2) donc ¢ n’est pas injective (ni
bijective).
*x Pour toutt e R,onat=¢ ((;, O)) donc <;, O) € R? est un antécédent de

t par lapplication ¢ dans R2. Ainsi, ¢ est surjective.

* Soient m,n € Z. Si ¢(m) = ¢(n), alors 2m + 5 = 2n + 5, d’ou l'on tire que
m = n. L’application ¢ est donc injective.

* Pour montrer que ¢ n’est pas surjective (ni bijective), il suffit par exemple de
montrer que 0 € Z n’admet pas d’antécédent par 'application ¢ dans Z. P ar

)
Pabsurde, s’il existe n € Z tel que 0 = 9(n), alors 2n+5 =0, i.e. n = ~3 Ceci

est absurde car fg ¢ 7.
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Exercice 7

On note f l'application proposée. Soient (a,b), (a’,b') € Z2. On suppose qu’on a I'égalité
f((a7 b)) = f((a’, b’)). Montrons que (a,b) = (a’,b") (c’est-a-dire que a = o’ et b =V’). Par
hypothése, on a a + bv/2 = a/ + b'/2, ce qui implique que :

a—a = —bV2

Par Pabsurde, supposons que b # b'. Alors :

/
a—a
2=——
V2 b —b
est le quotient de deux entiers relatifs donc /2 est un rationnel, ce qui est absurde. On
en déduit que b = b’ et donc @ — @’ = 0 puis a = a’. Finalement, (a,b) = (a/,b"). On peut
donc conclure que :

I’application f est injectivel

Exercice 8
On suppose que f est surjective et que g1 o f = g2 o f. Montrons que g; = g2. On veut
donc montrer que :

Vy € F, g1(y) = 92(y)

Soit y € F. Comme f est une surjection de E sur F' et puisque y € F, il existe x € E tel
que y = f(z). On a donc :

g1(y) = g1(f(x)) =(grof)(x) et  ga(y) = g2(f(x)) = (920 f)(x)

Or g1 0 f =go0 f donc ¢1(y) = g2(y), ce qu’il fallait démontrer. Finalement :

|0n a bien I'égalité g1 = go |

Exercice 9

1. On suppose que f et g sont injectives. Montrons que go f € G¥ est injective, i.e.
que :
Ve,ye B, (gof)(x)=(90f)y) = ==y

Soient x,y € E. On suppose que (g o f)(z) = (go f)(y), i.e. g(f(x)) = 9(f(y))-
Montrons que = = y.

* L’application g est injective et on a g(f(x)) = g(f(y)) donc f(z) = f(y).
* L’application f est injective et on a f(x) = f(y) donc x = y.

Finalement :

|1’application go f est injectivel

2. On suppose que f et g sont surjectives. Montrons que go f € GF est surjective, i.e.

que :
VzeG, 3z €E, z=(go f)(x)
Soit z € G.
* L’application g € G est surjective et z € G donc il existe y € F tel que

z=g(y).
* L’application f € F¥ est surjective et y € F donc il existe z € E tel que
y=f(z).

Ainsi :

Finalement :

|1’app1ication go f est surjectivel

. On suppose que g o f est injective et que f est surjective. Montrons que g € G est

injective, .e. que :
Vy,z€eF,  g(y)=g(z) = y==z

Soient y, z € G. On suppose que g(y) = g(2).
* On sait que y, 2z € F et que f € FF est surjective. Il existe donc a,b € E tels
que y = f(a) et z = f(b).
* L’égalité g(y) = g(z) se réécrit donc g(f(a)) = g(f(b)), soit encore (go f)(a) =
(g o f)(b). Or lapplication g o f est injective donc a = b. Il s’ensuit alors que
f(a) = f(b), i.e. que y = z.

Finalement :

I’application g est injective.

. On suppose que g o f est surjective et que g est injective. Montrons que f € F¥ est

surjective, i.e. que :
VYyeF, dz € E, y= f(x)
Soit y € F.
*x On a g(y) € G et Papplication g o f € G¥ est surjective. Il existe donc x € F
tel que g(y) = (g o f)(2), i.e. g(y) = g(f(2)).
* L’application g est injective et on a I'égalité g(y) = g(f(x)) donc y = f(x).

Finalement :

|1’application g est surjectivel

MPSI

Année 2025-2026



Fiche de TD #4

Exercice 10 On raisonne par double implication.

* On suppose que l'application T est injective. Montrons que f est injective, i.e. que :

Ve,ye B, f(x)=fly) = x=y

Soient x,y € E. On suppose que f(z) = f(y). Considérons les applications :

J G — E ¢ J G — FE
Prrl b — 2 Ty

Par hypothése, on a :

Vte G, T(ea)(t) = fea(t) = f(z) = f(y) = Tr(py)(t)

Ainsi, Ty (pz) = Tf(py). Or I'application T est injective donc ¢, = ¢,. En consi-
dérant un élément (quelconque) t de G, on a @, (t) = ¢, (t), i.e. x = y. Finalement,
Papplication f est injective.
* On suppose que f est injective. Montrons que T’ est injective, i.e. que :
Vo, €GP, Tr(p) =Tr(v) = ¢ =1

Soient ¢, 1 € GE. On suppose que Ty(¢) = Ty(¢)). Pour tout ¢t € G, on a :
Ty(p)(t) =Tr(¥)(t) dce. flo(t)) = f(¥(1)) p(t) = (1)

car f est injective. Ainsi, ¢ = 1. Finalement, ’application T est injective.

soit encore

Ainsi :

|l’applicati0n f est injective si et seulement si T est injectivel

Exercice 11 Soit f : N — N telle que, pour tout n € N, on ait f(n) < n.
Montrons que f = Idy, i.e. que :

VYn € N, f(n) =TIdn(n) =n

On utilise une récurrence forte.
* On sait que f(0) € N et que f(0) < 0. Ceci entraine que f(0) = 0.
* Soit n € N. On suppose que :

Vkelo,n], f(k)=k

Montrons que f(n+ 1) = n+ 1. Par hypothése, on sait que f(n+1) < n+1, donc :
f(n+1) €[0,n+1]

11 existe donc j € [0,n + 1] tel que f(n 4+ 1) = j. Par Pabsurde, supposons que
j € [0,n]. Alors on a f(n + 1) = j et, par hypothése de récurrence, on a aussi
f(7) =j. Legalité f(n+ 1) = f(j) et U'injectivité de f entrainent que j =n+ 1, ce
qui contredit la définition de j. Ainsi, j =n+ 1 et donc f(n+1) =n+ 1.

On a bien montré par récurrence que :

pour tout n € N, f(n) =n, ce qui signifie que f = Idy |

Exercice 12

1. On suppose que fo f = f et que f est injective ou surjective. Montrons que f = Idg.
On distingue deux cas.

* Premier cas : f est injective

On veut montrer que f =1Idg, i.e. que :

Ve € E, flz)==z

Soit ¢ € E. Comme fo f= f,ona (fof)(z)=f(x),ie f(f(x)) = f(z).Or

f est injective donc f(z) = x. Finalement, f = Idg.

* Deuxiéme cas : f est surjective

Soit y € E. Comme f € EF est surjective, il existe x € E tel que y = f(z). On
a (puisque f o f = f)

fy) = f(f(x)) = (foflx) = flx) =y
Ainsi, f =1dg.

Finalement :

[on a 'égalité f=1Tdp |

2. On suppose que fo fo f = f. Montrons que f est injective si et seulement si f est
surjective en raisonnant par double implication.

* On suppose que f est injective. Montrons que f est surjective.
Soit y€ E.Ona fofof=fdonc:

(fofofy)=fly) e

Or f est injective donc f(f(y)) = y. Donc f(y) € E est un antécédent de y par
I’application f dans E. L’application f est donc surjective.
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* On suppose que f est surjective. Montrons que f est injective.

Soient z,y € E tels que f(x) = f(y). Montrons que x = y. Comme f est
surjective, il existe a,b € E tels que z = f(a) et y = f(b). On a :

z=fla) = (fofof)la)=f(f(f(a))=f(f(z))=[f(f(y))

= f(f(f(a)))
= f(a)
=Y
Exercice 13
1. C’est faux en général : par exemple, 'application f : { IS : :IER; est injective

sur Ry, injective sur R_ (puisque f est strictement monotone sur chacun de ces
deux intervalles), mais elle n’est pas injective sur la réunion R_ UR; = R. En effet,
lélément 1 € R (par exemple) admet deux antécédents par f dans R, a savoir —1 et
1.

2. On suppose que, pour tout entier naturel n, I'application f|4, est injective. Mon-
trons que f : E — F est injective. Soit x,y € E. On suppose que f(x) = f(y).

Montrons que x = y. Comme F = U A, il existe deux entiers naturels n, et n,

neN
tels que x € A,,, et y € A, . Posons N = max(n,,n,). Comme la suite (A)een est

croissante pour 'inclusion, on a les inclusions :
Anx C An et Any C An

On en déduit que = € Ay et y € Ay. Or f|a, est injective donc x = y (puisque
xz,y € Ax et flay (@) = flay(y)). Donc :

|1’application f: E — F est injective

Exercice 14

1. Considérons X; = & et Xy = {1}. Alors X; et X5 sont deux parties distinctes (i.e.
X; # X3) de N et, on a clairement :

p(X1) = p(Xy) = &

On en déduit que :

|1’application © n’est pas injective

2. Pour tout X € Z(N), on a :

e(X)=XN2N C 2N (%)

La partie {1} de N n’est pas incluse dans 2N donc elle n’admet pas d’antécédent par
¢ dans & (N). On en déduit que :

I’application ¢ n’est pas surjective

Montrons que :

p(Z(N)) = Z(2N)

en raisonnant par double inclusion.

* Montrons que ¢(Z#(N)) C Z(2N).

Soit Y € p(Z(N)). Alors il existe X € N tel que Y = ¢(X). D’aprés
(%), on a Y C 2N, cest-a-dire Y € Z(2N). On a donc bien linclusion
e(Z(N)) C Z(2N).

* Montrons que Z(2N) C p(£(N)). Soit X € Z(2N). Alors X C 2N donc
X N2N = X. Comme 2N C N, on a aussi X € Z(N) donc la derniere
égalité se réécrit p(X) = X. On a ainsi X € ¢(Z(N)), d’on l'inclusion
Z(2N) C p(Z(N)).

Finalement, on a 1’égalité :

lo(2(N) = 2(2N) |
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Exercice 15
1. On distingue deux cas.
* Premier cas : A=9
Alors 1) = Id »(g) et donc ¥ est injective (en tant qu’application identité).
* Deuxiéme cas : A # O

On remarque que ¥ (@) = (A) = A donc, comme A # &, Papplication 1) n’est
pas injective.

Ainsi :

|’(/J est injective si et seulement si A = & |

2. On distingue a nouveau deux cas.

A=0o
Alors ¢ = Id (g et donc ¥ est surjective (en tant qu’application identité).

* Deuxiéme cas : A # &

Pour tout X € H(E), on a A C ¢¥(X) (par définition de ¥ (X)) et, comme
A # @, on ne peut pas avoir I'égalité (X) = &. En effet, supposons par
Pabsurde que (X) = @. Alors :

*x Premier cas :

FCACYX)=2,

ce qui implique que A = &, ce qui est absurde. On en déduit que @ n’admet
pas d’antécédent par ¢ dans & (E) et donc que 1 n’est pas surjective.

On en déduit que :

|w est surjective si et seulement si A = & |

Dans tous les cas, montrons que :
Y(P(E)={Y e Z(E)|ACY}

Remarque : dans le cas ou A = @, on retrouve bien entendu le fait que :

— Soit Y € Y(L(F)). 1l existe alors X € Z(E) tel que :
Y =4(X)=XUA

Comme AC XUA,onabien ACY.

— Soit Y € #(F) tel que A C Y. On remarque que :
$(Y)=YUA=Y
puisque A C Y. On en déduit que Y € (P (F)).

Finalement :

W(P(E)={Y e PE)|AcCY}

Exercice 16

1.

(a) Comme NA=0NB=g,ona:
f(2) =(2,2)

(b) D’aprés la formule de De Morgan, on sait que AU B = AN B donc (par asso-
ciativité et commutativité de l'intersection) :

(AUB)NA=(ANA)NB=2oNB=g

et, de la méme maniére, on a aussi (AU B) N B = @. Ainsi :

f(AUB) = (2,2)

(¢) On raisonne pas double implication.
* Supposons que AUB # E. Alors AUB # @ (car si AUB = &, alors
AUB =g, i.e. AUB = E). D’aprés les questions 1.(a) et 1.(b), on a :

f(@)=f(AUB)=(2,0) e ©@#AUB

L’application f n’est donc pas injective.

* Supposons maintenant que A U B = E et montrons que f est injective.
Soient X,Y € Z(E) tels que f(X) = f(Y). Montrons que X =Y. Comme
AUB=FE,ona:

X=XNE=XN(AUB)=(XNA)U(XNB)

par distributivité de 'intersection par rapport & la réunion. Or on sait que

f(X) = f(Y) donc :
(XNA,XNB)=(YNAYNB)

i.e. :
XNA=YNAet XNB=YNAB

Ainsi :
X=YnAUYnNB)=YNAUB)=YNE=Y

L’application f est donc injective.
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On peut donc conclure que :

|1’application f est injective si et seulement si AUB = F

2. (a) On raisonne par analyse-synthése.

* Analyse : supposons que le couple (&, B) admette un antécédente X €
P (F) par lapplication f. Alors on a :

f(X)=(2,B) ie (XNAXNB)=(2,B)

) XNA=go
7.€. XﬂB:B
i e XcA
o BcCcX

Ceci implique que B C A.

* Synthése : supposons que B C A. On a :

f(B) = (AN B,BNB) = (2, B)
En effet, comme B C A, on a :
ANBCANA=9g donc ANB=9g

Ainsi, B € Z(FE) est un antécédent du couple (&, B) par 'application f
dans Z(E).

On peut donc conclure que :

le couple (@, B) a un antécédent par f dans Z(E) si et seulement si B C A

(b) Montrons que f est surjective si et seulement si B C A en raisonnant par double
implication.
x Si B n’est pas inclus dans A, alors le couple (@, B) € #(A) x Z(B) n’ad-
met pas d’antécédent par Papplication f dans & (F). L’application f n’est
donc pas surjective.

% Supposons que B C A et montrons que f est surjective. Soit (U,V) €
P(A) x P(B). Posons X =UUV € Z(E).On a:

XNA=(UUV)NA=(UnNA)U( NA)

OrU Cc AdomcUNA=UetV C BC Adonc VNA= 2. Ainsi
X NA=U. De la méme maniére, on a X N B = V. Par conséquent, on a
Pégalité f(X) = (U,V). Autrement dit, X est un antécédent de (U, V') par
Papplication f dans & (FE). On peut donc conclure que f est surjective.

Finalement :

l’application f est surjective si et seulement si B C A

Exercice 17 On commence par montrer que ’application ¢ est nécessairement
injective. Soient m,n € N* tels que p(m) = p(n). Alors :

e(p(m)) = ¢(p(n))  puis
Ainsi :
e(m) +(p(m)) + p(p(e(m))) = o(n) + e(e(n)) + v(e(e(n))),
i.e. 3m = 3n, soit encore m = n. Ainsi, ¢ est injective.

Montrons que ¢ = Idy«. Pour cela, montrons a 1’aide d’une récurrence forte que pour tout
n € N* on a ¢(n) =n.
* On a ¢(1) + o(e(1)) + p(p(ep(1))) = 3 et on sait que ¢ est a valeurs dans N* donc

©(1),(e(1)), 0(e(p(1))) € N*. Ces trois entiers sont nécessairement égaux a 1. En
particulier, p(1) = 1. L’égalité est donc vérifiée au rang 1.

* Soit n € N*. On suppose que pour tout k € [1,n], on a p(k) = k. Montrons que
pn+1)=n+1.0na:

p(n+1)+e(pn+1) +e(plpn+1)) =3n+3

On sait que @ est injective donc, par hypothése de récurrence, on a ¢(n+1) ¢ [1,n],
i.e. p(n +1) = n + 1. Par injectivité, on a aussi p(p(n + 1)) = n + 1 et
o(p(e(n+1))) = n+ 1. On en déduit que :

n+1<pn+1)=3n+3-p(pn+1)—plplpn+1) <n+1

Par conséquent, ¢(n + 1) = n + 1 et 'égalité est vraie au rang n + 1.

Par principe de récurrence forte, on peut conclure que :

Exercice 18
* Pour tout n € N, on a f(n) =n+1 & N* donc :
(go f)(n) =g(f(n)) =g(n+1)=(n+1)—1=n=Idx(n)
Ainsi :
go f=1Idy

* Pour tout n € Nyon a f(n) =n+1 > 1 donc 0 € N n’admet pas d’antécédent par
f dans N. Ainsi, f n’est pas surjective. En particulier :
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|f n’est pas une bijection de N sur Nl

* On a g(0) =g(1) =0 (et 0 # 1) donc g n’est pas injective. En particulier :

|g n’est pas une bijection de N sur Nl

Cet exercice montre que si E et I sont des ensembles non vides et si f € F¥ et
g € EF sont des applications, alors le fait que g o f = Idg ne garantit pas la bijecti-
vité de f et de g. Si on a de plus fog = Idp (ce qui n’est pas le cas dans 'exercice),
alors on sait d’aprés le cours que f et g sont bijectives et réciproques I’'une de 'autre.

Exercice 19 Considérons 'application :
N — Z
- si n est pair
I . 2 P
n n+1

si n est impair

Montrons que f est une application bijective.
* Montrons que f est injective. Soient m,n € N tels que m # n. Montrons que
f(m) # f(n) en distinguant deux cas.
— Premier cas : m et n sont de parités différentes
Dans ce cas, les entiers f(m) et f(n) sont de signes distincts (I'un des deux
étant non nul) donc f(m) # f(n).

— Deuxiéme cas : m et n sont pairs
Comme m # n, on a % # %, i.e. f(m) # f(n).
— Troisiéme cas : m et n sont impairs
On a a nouveau f(m) # f(n).
L’application f est donc injective.
* Montrons que f est surjective. Soit m € Z. On distingue deux cas.
— Premier cas : m est positif
L’entier 2m est positif et est pair donc :
f@2m)=—=m
2
Ainsi, 2m est un antécédent de m par 'application f dans N.
— Deuxiéme cas : m est strictement négatif
L’entier —2m — 1 est positif et est impair donc :

f(=2m—-1)= _% =m

Ainsi, —2m — 1 est un antécédent de m par I'application f dans N.

Finalement, f est surjective.

On a démontré que :

|1’application f est une bijection (explicite) de N sur Z

Exercice 20 Montrons que :

V(X,Y) e R?, 3l (z,y) € R?, (X,Y) =9 ((z,y))

Soit (X,Y) € R% On résout 'équation ¥ ((x,y)) = (X,Y) d’inconnue (z,y) € R? :

U((z,y) = (X)Y) <= (22 +3y,2 —y) = (X.Y)
— 2r  + = X Iy
= Y L
—5y = —-X+4+2Y L2<—2L2—L1
_ X ¥
5 )
)

)
X 3y X 2Y
= (z,y) = 5T 505 5

Ainsi, (z,y) admet un unique antécédent par Dapplication 7 dans R2,

X 3y X 2v
5 + =5 5 ) On peut donc conclure que :

a4 savoir

I’application 1 est bijective et sa bijection réciproque est I’application :

R R?
-1
: X Y X 2Y
R (NS S R (L S
) 55 5
Exercice 21 cf. Exercice 1 question 4. et Exercice 6 question 2.

Exercice 22
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1. On sait que th(R) =] — 1, 1. Montrons que 1’application :

R — ]—1,1]
th: e?r _1
— th(z) = ——
T (x) o1

est bijective. Soit y €] — 1, 1[. On résout I’équation y = th(x) d’inconnue x € R :

eQ:c

— - 2 _ 2
—e¥(1-y)=1+y
1
= eh:ld‘_iy (car y # —1)

1 1+y
:—1 R —
= o=z (1Y)

> 0 car y €] — 1,1[. Ainsi, y admet un unique antécédent par

1
En effet, on a 1+y

I’application th dans R. Par conséquent :

]-1,1] — R
N . . .s . -1, 1 1
I’application th est bijective et th™ " : y ) In (1 + y)
-y

2. On sait que sh(R) = R. Montrons que ’application :

R — R
h: z
° x > sh(x) ¢

—X

—e
2

est bijective. Soit y € R. On résout I’équation y = sh(z) d’inconnue z € R :

sh(z) =y < e"—e =2
= (ew)2—2ye‘”—1:0
— X?-2yX —1=0  (en posant X =e")
= X:y—\/ﬁouX:y—i—m
Or y? + 1 > y? sont \/ﬁ> ly|, d’ou lon tire que :

y—Vy*+1<0 y+Vyr+1>0

(en multipliant par e® # 0)

et
Ainsi :
shz) =y <= e =y+ V2 +1 = x:ln(y—f—\/yQ—i—l)

Par conséquent, y admet un unique antécédent par I’application sh dans R et on
peut conclure que :

—

R
'application sh est bijective et sh™' : {
y

R
I (y+ 2 +1)

Exercice 23
bijective.

On suppose que f o go f est bijective. Montrons que f et g sont

* Montrons que f est injective. Soient x,y € E tels que f(z) = f(y). Alors :

(fog)(f(x) = (fog)(fly)) ie  (fegof)(@)=(fogof)(y)

Or Plapplication f o g o f est injective (car elle est bijective) donc x = y. Ainsi,
I’application f est injective.

* Montrons que f est surjective. Soit yy € F. L’application fogo f € FF est surjective
(car elle est bijective) donc il existe x € F tel que y = (f o g o f)(z). On a donc

y = f(g(f(x))). Ainsi, g(f(z)) € E est un antécédent de y par 'application f dans
E. L’application f est donc surjective.

A ce stade, nous venons de démontrer que :

|1’application f est bijectivel

* Comme f est bijective, on peut écrire que (en utilisant I’associativité de la compo-
sition et les égalités f~lo f =Idg et fo f~! =1dp) :

g=flo(fogof)of !

Les application f~! et fogo f sont bijectives et la composée d’applications bijectives
est une application bijective donc :

|1’application g est bijective

Exercice 24 Montrons que f est bijective.

x Dire que f est surjective signifie que :
Va € N*, 3(m,n) € N a=2"(2n+1)

Ceci est I'objet de l'exercice 20 de la fiche de TD#2.
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*x Montrons maintenant que f est injective. Soient (my,n;),(ma,n2) € N? tels
que f((ml,nl)) = f((mg,ng)). Montrons que (mi,n1) = (ma,nz2). L'égalité
f((ml,nl)) = f((mg,ng)) se réécrit :

21 (2ny 4+ 1) = 272 (2ny + 1)

Supposons que m; # mso. Sans perte de généralité, on peut supposer que m; < ma.
L’égalité précédente se réécrit :

2ny +1=2"2""1(2ny + 1)
Comme mg—my > 1, entier 2m27"1(2n5+ 1) est pair, ce qui est absurde car 2n; +1

est impair. On en déduit que m; = mo. Il reste donc 2n; +1 = 2ns + 1, d’ou 'on tire
que n1 = ny. Finalement, (m1,n1) = (msg, ns). L’application f est donc injective.

Finalement :

|1’application f est bijectivel

Exercice 25

1. On suppose que f est injective. Montrons que f et g sont bijectives.

* Montrons que g est injective. Soient x,y € E tels que g(x) = g(y). En compo-
sant avec ’application go f, on a :

(gofog)(x)=(gofog)ly) de  flz)=f(y)

car go fog= f. Or f est injective donc = = y. Ainsi, g est injective.

* Ona fogo fofog= f.Pour tout y € E, on a alors :
flgofofog)y)=r(y)

et comme f est injective, on a :

y=(gofofog)y) e  y=g(f(f(9(¥)))
Donc f(f(g(y))) est un antécédent de y par g dans E donc g est surjective.

* L’application g = f o g o f est surjective donc f est surjective (¢f. exercice 8).

Finalement :

|1es applications f et g sont bijectivesl

2. On suppose que g est surjective. Montrons que f et g sont bijectives.

* Comme g = fogo f est surjective, 'application f est surjective (cf. exercice
8).

* Soient x,y € F tels que g(z) = g(y). Comme f est surjective, il existe a,b € F
tels que x = f(a) et y = f(b). Ainsi :

(9o f)la) =(go f)(b)  puis  (fogof)la)=(fogo[f)(b),
i.e. g(a) = g(b). En composant par go f, on a :
(gofog)la)=(gofog)(b)  puis  fla)=f(b),

i.e. x = y. Donc g est injective.
* Enfin, comme g = f o go f est injective, [ est injective (cf. exercice 8).

Finalement :

|les applications f et g sont bijectivesl
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