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Raz6es trigonomeétricas
no triangulo retangulo

I. Triangulo retangulo: conceito, elementos,
teorema de Pitagoras

17. Sabemos que um triangulo é retangulo quando um de seus angulos internos
é reto.

B A

18. Como é habitual, vamos utilizar a notacdo seguinte para os elementos de um
triangulo ABC:

lados: E, @, AC

angulos internos: BAC, ABC, ACB

medidas a = medida de BC medidas A = medida de BAC
dos lados: b = medida de AC dos angulos: B = medida de ABC
¢ = medida de AB C = medida de ACB
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19. Semprequetratarmos de umtridngulo ABC retangulo, daqui por diante estaremos
pensando que o angulo interno A mede 90°.

Sabemos que o lado BC oposto ao angulo reto, € chamado hipotenusa e os lados
AB e AC, adjacentes ao angulo reto, sao chamados catetos do triangulo ABC.

Para simplificar nossa linguagem, diremos que o triangulo ABC tem hipotenusa

a e catetos b e ¢, isto €, vamos atribuira BC, AC, AB suas respectiva§ rpedigas a,bec.
Analogamente, diremos que os angulos internos do triangulo sao A, B e C.

20. Teorema de Pitagoras

0 quadrado da hipotenusa € igual a soma dos quadrados dos catetos.

(a2=b2+c2)

II. Triangulo retangulo: razdes trigonomeétricas

21. Dado um angulo agudo E“S, vamos marcar sobre um de lados os pontos A,
A,, A, ... € vamos conduzir, por eles, as perpendiculares A1 C AC,, (conforme
figura abaixo).

Os triangulos BA;C,, BA,C,, BA;C5 ... sdo todos semelhantes entre si. Entao decor-
rem as seguintes relacoes:

12) AlCl — A2C2 — A303 = .. (fixado é, o cateto oposto a Bea hipotenusa sao direta-
BC, BC, BC, mente proporcionais)

2?) BAl - BA2 — BA3 = ... (fixado B, o cateto adjacente a Bea hipotenusa sao direta-
BC1 BC2 BC3 mente proporcionais)
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3% AlCl — A2C2 _ A3C3 — (fixado B, os catetos oposto e adjacente a B s3o diretamente
BA, BA, BA, """ proporcionais)
43) BA - BA, - BA3 = ___(fixado B, os catetos adjacente e oposto a B sdo diretamente

AC, N A,C, B AsC5 " proporcionais)

em que A,C, = medida de A,C,
BC, = medida de BC,
A,C, = medida de A,C, e assim por diante.

Verificamos que as relagcdes anteriores nao dependem do tamanho dosAtrién-
gulos ABA,C,, ABA,C,, ABA,C,, ..., mas dependem apenas do valor do angulo B.

22. Considere o triangulo retangulo a seguir:

C
a
b
B p A
Fixando um angulo agudo B, temos as relagoes
a seguir:
)
1?%) Seno de um angulo agudo € a razao entre o cate- 5— b
to oposto ao angulo e a hipotenusa. Sen b = a
-
A P ~ )
2%) Cosseno de um angulo agudo € a razao entre o R c
cateto adjacente ao angulo e a hipotenusa. cos B = >
~—_———o—
3?%) Tangente de um angulo agudo € a razao entre o )
cateto oposto ao angulo e o cateto adjacente ao tg B = b
angulo. c
~ P ~ )
4%) Cotangente de um angulo agudo é a razao entre R c
o cateto adjacente ao angulo e o cateto oposto ao cotg B = 5y
angulo. -
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1. Dado o triangulo ABC, retangulo em A, calcule:

a) sen B e) sen C <
b) cos B f) cos C 5
c) tgB g) tg C 2
d) cotg B h) cotg c
A 12 8
2. Dado o triangulo retangulo CDE, reto em C, calcule:
a) sen D e) sen E D
b) cos D f) cos E
c) tgD g) tg E 2
d) cotg D h) cotg E -
E 7 C

3. Calcule as razdes trigonométricas seno, cosseno, tangente e cotangente dos
angulos agudos do triangulo retangulo em que um dos catetos mede 3 e a hipo-
tenusa 2V3.

4. Numtriangulo ABC retoem A, determine as medidas dos catetos, sabendo que a

hipotenusa vale 50 e sen B = %

5. Na figura ao lado, a hipotenusa B
mede 2V17 e cos B = 21—\/?
217
Calcule os catetos.
AL C

6. Seja ABC um triangulo retangulo em A. Sao dados tg B= %e hipotenusa a = 6.
Calcule os catetos b e c.
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ITI. Relagoes entre seno, cosseno, tangente e
cotangente
23. Relacao fundamental

De um triangulo ABC, retangulo em A, sabemos:
C

~ b ~ c -
sen B = —; cos B = —, entao:
a a
b a

b=a-senB;c=a-cosB
A

B
C

De acordo com o teorema de Pitagoras, temos b2 + ¢2 = a2. Entdo:
(@ -senB)? + (a- cos B)? = a2

a2 -sen?B + a2 - cos?B = a2

Portanto, vem a relacdo fundamental: ( sen2B + cos?2B = 1 )

. . _senB
24. Consideremos a razao

cos B
. b
senB _a _b.a_Db_ip
cosB ¢ @
a

25. Consideremos a razao 225 B

sen B
. £
cos B a c a c -~
*:_:_'_:_:COtB
sen B b a b b g
a
Istoé:[cotgl:D::COS?’J
sen B

26. Verifica-se, facilmente, que [COtg e tglé J
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IV. Seno, cosseno, tangente e cotangente de
angulos complementares

Consideremos os angulos A, B e C de um triangulo retangulo.

B

I+

C = 180° B+ C=090°
90°

A+B
{ A ) = B eC sdo complementares)

Como B e C sao complementares, decorrem as seguintes relagoes:

1%) sen B=

> ( enB—cosC)
cosC—
2%) senC=2S%
a = =
>=>( senC=cosB)
cosB=2SC
a
39) ths:%
- - ol
:>(tB=co C)ou te B = —
“_£> g tg e8= ¢
c

4% tgC =

c
b . .
=>( tg C = cotg B )ou tgé:i
cotgB = < (EE
b

3 | Fundamentos de Matematica Elementar




RAZOES TRIGONOMETRICAS NO TRIANGULO RETANGULO

7. Calcule cosseno, tangente e cotangente do angulo B, quando:
a) sen B = 5 c) sen B=0,57
b) sen B = % d) sen B = 0,95
8. Calcule sen B, tg B e cotg B, sendo dado:
a) cos B = % c) cos B = 0,96
b) cos B = % d) cos B = 0,17
9. Sabendo que BeC sdo complementares, calcule sen C, g Ce cotg C, quando:
a) sen B = 0,34 c) senB = %
b) sené=% d) senB:O,9
10. Sabendo que B e C sdo complementares, calcule cos C, tg C e cotg C, quando:
a) cos B = 0,57 Cc) cos B= %
b) cosl§=% d) cosB=0,7
V. Razoes trigonométricas especiais
271. Do angulo de 45°
Consideremos um triangulo retangulo isésceles ABC com catetos de medida
1 (um).
C
A = 90° (angulo reto)
b a B=C=45
b=c=1
Pelo teorema de Pitagoras, vem: a = V2.
A B
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Ent&o:
senl§=%:>sen45°=%:_
005322200545":%:
tgB-2=tgas° =1 -1
cotgl§=%: cotg45°=%=1

28. Do angulo de 30°

Consideremos um triangulo equilatero ABC de lado € = 2 (dois).

EntaoA = B = C = 60°.
Seja CM a mediana relativa ao lado AB.

Da geometria plana sabemos que, no tri-
angulo equilatero, CM é mediana, altura e bis-
setriz do angulo ACB.

Portanto, no AMBC, temos:
M = 90° (CM é altura)
C =30° (CM é bissetriz)

V2
2

V2

2

A H
c=§=1(mé mediana)
2=p2+c2=22=p2+12=p =13
Entao:

sen(A3=i:>sen3O°=i
¢ 2
- b ., 3
cosC—T:cosso =5
Ao C o_ 1 _173
tgC = b = tg 30 —\/é— 3
cotgé=%:cotg30°=$=\@
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29. Do angulo de 60°

Consideremos que, no triangulo MBC, B = 60° e C = 30° sdo angulos comple-
mentares.

Entao:
senl§=cosé=£:>sen60°—ﬁ
4 2

B = c - C o_ 1
cosB—senC—€:>cos6O =5

51 \3
tgeB=—x=— tg 60° —:\/:_-3
€8~ %0 =€ 1

5 1 c 1 V3
cotg B = ~ == cotg 60° = — = —

& cotg C b g V3 3

Essasrazoes trigonométricas especiais podem ser colocadas numa tabela de du-
pla entrada:

angulo o o o
e 30 45 60
seno 1 N2 N3
2 2 2
cosseno N3 N2 1
2 2 2
tangente g 1 V3
cotangente V3 1 N3
3
N J
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11.

12,

13.

RAZOES TRIGONOMETRICAS NO TRIANGULO RETANGULO

Usando a tabela de razoes trigonométricas (pagina 309), dé a forma decimal de:

a) cos 30° e) cos 45°
b) sen 45° f) tg 30°

c) tg 60° g) sen 75°
d) sen 15° h) cos 89°

Usando a tabela de razoes trigonométricas, dé o valor dos angulos:

a) sen A= 0,51504 €e) cos E =0,57358
b) cos B = 0,76604 f) tgF = 0,17633

c) tgC = 4,33148 g) senG = 0,01745
d) sen D = 0,86603 h) cos H = 0,08716

Consultando a tabela de razoes trigonométricas, verificamos que sen 35° =
= 0,57358 e sen 36° = 0,58779, cos 45° = 0,70711 e cos 46° = 0,69466.
Qual é o valor de:

a) sen 35°30'? b) cos 45°20'?

Solucao
a) Avariacao de 1°, de 35° para 36°, corresponde para 0 Seno a uma varia-
¢ao de 0,01421 (0,58779 — 0,57358).
Assim: 1° =60' —= 0,01421
30' —=x
x = 0,00711
Portanto: 0,57358 + 0,00711 = 0,58069.
Entao, sen 35°30' = 0,58069.
b) A variacao de 1°, de 45° para 46°, corresponde para 0 COSSeENo a uma
variacao de —0,01245 (0,69466 — 0,70711).
Assim: 1° =60' —= —0,01245
20' —=y
y = —0,00415
Portanto: 0,70711 + (—0,00415) = 0,70296.

Entdo, cos 45°20' = 0,70296.
(O processo realizado nos itens a e b € chamado interpolacao.)
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14. Calcule consultando a tabela de razoes trigonométricas:

a) sen 20°15' d) sen 50°12'
b) cos 15°30' e) cos 70°27'
c) tg 12°40' f) tg 80°35'

15. No AABC retangulo em A, B=35°ec=4cm. Quais sao os valores de a e b?

C

16. Calcule a medida dos lados de um triangulo retangulo, sabendo que a altura re-
lativa a hipotenusa é h = 4 e um angulo agudo é B = 30°.

17. Calcule a medida dos lados de um triangulo retangulo, sabendo que a altura rela-
tiva a hipotenusa mede 4 e forma um angulo de 15° com o cateto b.
V2 + 6 V6 — 2

i e cos 75° = ———.

Dados: sen 75° = 7

18. Considerando o AABC retangulo em A, conforme figura abaixo, qual € a relacao
entre x e y?

e e = >

19. Uma escada de bombeiro pode ser estendida até um comprimento maximo de
25 m, formando um angulo de 70° com a base, que esta apoiada sobre um cami-
nhao, a 2 m do solo. Qual € a altura maxima que a escada atinge em relagao ao
solo?
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20. Um observador vé um prédio, construido em terreno plano, sob um angulo
de 60°. Afastando-se do edificio mais 30 m, passa a ver o edificio sob angulo de
45°, Qual é a altura do prédio?

Solucao

No triangulo BXY, temos:
h h Y

tg60° =—=¢=— (1 ==

g : = W

No triangulo AXY, temos:

o___h _
1€ 45° = 535 =N =(+30(2)

Substituindo (1) em (2):
h= 4 300n=_3003 i Ao [
V3 V3-1 AT 30mB T X —
30v3
V3 -1

HEEEEEN

Resposta:

21. Calcule a distancia h entre os parapeitos de duas janelas de um arranha-céu,
conhecendo o0s angulos (a e B) sob 0s quais sao observados de um ponto O do
solo, a distancia d do prédio.

22. Para obter a altura H de uma chaminé, um engenheiro, com um aparelho espe-
cial, estabeleceu a horizontal AB e mediu os angulos a € B tendo a seguir medido
BC = h. Determine a altura da chaminé.
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23.

24,

25.

26.

Um observador encontra-se na Via Anhanguera em trecho retilineo, horizontal e
situado no mesmo plano horizontal que contém uma torre de TV, localizada no pico
do Jaragua. De duas posicoes A e B desse trecho retilineo e distantes 60 m uma
daoutra,oobservadorvé a extremidade superior datorre, respectivamente, sob os
angulos de 30° e 31°53". 0 aparelho utilizado para medir os angulos foi colocado
1,50 m acima da pista de concreto que esta 721,50 m acima do nivel do mar. De-
termine a altura da torre em relagao ao nivel do mar.

Dado: tg 31°53' = 0,62.

Um aviao esta a 7000 m de altura e inicia a aterrissagem (aeroporto ao nivel do
mar) em linha reta sob um angulo de 6° com o solo. A que distancia o aviao esta
da cabeceira da pista? Qual distancia o avido vai percorrer?

Uma empresa de engenharia deve construir uma ponte unindo duas montanhas,
para dar continuidade a uma estrada. O engenheiro tomou como referéncia uma
arvore, conforme figura abaixo. Qual sera o comprimento da ponte?

CONCEITOGRAF

Um pedreiro dispde de uma escada de 3 m de comprimento e precisa, com ela,
acessar o telhado de uma casa. Sabendo que o telhado se apoia sobre uma pa-
rede de 4 m de altura e que 0 menor angulo entre a escada e a parede para a
escada nao cair é 20°, a que altura do chao ele deve apoiar a escada?

Fundamentos de Matematica Elementar | 3






Arcos e
angulos

I. Arcos de circunferéncia

30. Definigao

Consideremos uma circunferéncia de
centro O e um angulo central AOB, sendo A
e B pontos que pertencem aos lados do an-
gulo e a circunferéncia.

A circunferéncia fica dividida em duas partes, cada uma das quais € um arco
de circunferéncia:

arco de circunferéncia AXB e
arco de circunferéncia AYB
A e B sao as extremidades do arco.

31. SeAe B saoextremidades de um dia-
metro, temos dois arcos, cada um dos quais
€ chamado semicircunferéncia.

AXB e AYB sao semicircunferéncias.

Y
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32. Em particular, se os pontos A e B coin-

cidem, eles determinam dois arcos: um de-

les € um ponto (denominado arco nulo) € o

outro € a circunferéncia (denominado arco A=B
de uma volta).

33. Senaohouverdivida quanto ao arco a que nos referimos, podemos escrever ape-
nas AB ao invés de AXB ou AYB.

II. Medidas de arcos

34. Se queremos comparar os compri-
mentos de dois arcos AB e 6[3, somos hatu-
ralmente levados a estabelecer um método
que permita saber qual deles é o maior ou
se sao iguais. Esse problema é resolvido A
estabelecendo-se o seguinte método para

medir arcos. D

35. Medida de um arco AB em relacéo a B
um arco unitario u (u nao nulo e de mesmo

raio que AB) é o niimero real que exprime

quantas vezes o arco u "cabe" no arco AB.

Assim, na figura ao lado, o arco u cabe 6

vezes no arco AB, entdo a medida do arco

AB é 6, isto &, arco AB = 6 - arco u.

36. Unidades

Para evitar as confusdes que ocorreriam se cada um escolhesse uma unidade u
para medir o mesmo arco AB, limitamos as unidades de arco a apenas duas: o grau e o
radiano.
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31.
Grau (simbolo °) € um arco unitario igual a % da circunferéncia que

contém o arco a ser medido.

38. Considerando a figura abaixo, verificamos que AOB é um angulo central (porque
tem o vértice O no centro da circunferéncia) e AB € o arco correspondente ao angulo
central AOB.

AOB angulo central .
AB arco subtendido por AOB

39. Tomando-se para unidade de arco (arco unitario) o arco definido por um angulo
central unitario (unidade de angulo), temos:

"A medida (em graus) de um arco de circunferéncia € igual a medida do angulo
central correspondente”.

40. Amedida(em graus) de um arco nao depende do raio da circunferéncia, como se
pode observar nas figuras abaixo:

— —_

mAB = mA'B' = mA/‘_'B\“ = 45° mCD = m(/:B' = mC"D" = 60°
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4]1.
Radiano (simbolo rad) € um arco
unitario cujo comprimento é igual
ao raio r da circunferéncia que con-

tém o arco a ser medido.

mAB = 1 rad

42. E evidente que uma circunferéncia mede 360°, porém j& nao é tao facil dizer
quantos radianos mede uma circunferéncia.

Podemos chegar a uma nocao intuitiva do valor dessa medida, considerando a
seguinte construcao:

1°) Em uma circunferéncia de centro c —_B
O eraio rinscrevemos um hexagono regular
ABCDEF. Cada lado do hexagono tem com- 5 A

primento r:
AB=BC=CD=DE=EF=FA=r \ /

2°9) A circunferéncia fica dividida em 6
arcos de medidas iguais

AB=BC=CD=DE=EF=FR
e, sendo o comprimento do arco sempre
maior que o comprimento da corda corres-

das da circunferéncia), todos esses arcos
sao maiores que 1 rad.

39) Em cada um dos citados arcos "cabe" 1 rad:
AB' - BC' = CD' — DE' = EF = FA' = 1 rad
e ainda sobra uma fracao de radiano.

42) O radiano "cabe" 6 vezes na circunferéncia e mais a soma dessas "sobras".
Mais precisamente demonstra-se que a circunferéncia mede 6,283184... rad (ndmero
batizado com o0 nome de 2).

Tendoemyvistaessas consideracoes, podemos estabeleceraseguinte correspon-
déncia para conversao de unidades:

360° —= 27 rad
180° —= wrrad
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>
\/

27.

28.

29.

30.

31.

Exprima 225° em radianos.

Solucao
Estabelecemos a seguinte regra de trés simples:

180° — = = rad _225-7 _ Br
0050 oy = X~ 7180 4

Exprima em radianos.
a) 210° c) 270° e) 315°
b) 240° d) 300° f) 330°

Exprima HTF" rad em graus.

Solucao
Temos a seguinte regra de trés simples:

11w

T rad —= 180° —— - 180
= X = 5 = 330°
11_11- rad —= X mw
6

Exprima em graus:

™ ™ 3
a) grad c) ?rad e) Trad

™ 2T 51
b) Trad d) ?rad f) ?rad

Um arco de circunferéncia ABmede 30 cm e
o raio R da circunferéncia mede 10 cm. Cal-
cule a medida do arco em radianos.
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32.

33.

ARCOS E ANGULOS

Solucao
[medida de AB em rad] = compnmento do arcq AB = 30 em = 3 rad
comprimento do raio 10 cm
B
Sobre uma circunferéncia de raio 10 cm \
marca-se um arco AB tal que a corda AB A
mede 10 cm. Calcule a medida do arco
em radianos.
Solucao
(0] segmentoﬁé lado do hexagono regularinscrito nacircunferéncia, logo, o
menor arco AB é % da circunferéncia, isto €, mede:
%x 2 rad =%rad

Um grau se divide em 60' (60 minutos) e um minuto se divide em 60" (60 segun-

dos). Por exemplo, um arco de medida 30' é um arco de 0,5°. Converta em radia-
nos os seguintes arcos:

a) 22°30' b) 31°15'45"

Solucao

a) 22°30' =22 X 60' + 30' = 1350’
w rad = 180° = 180 X 60' = 10800’

entao:
10800'— mrrad 1350 - 7 _
1350 ~x X~ 10oso0 & "

b) 31°15'45" = 31 X 3600" + 15 X 60" + 45" = 112545"
 rad = 180° = 180 X 3600" = 648000"
entao:

648000" ——= mrrad
112545" —= x
_ 112545 - @ 112545 - 3,1416

648000 648000 S Ui
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34. Converta em graus o arco 1 rad.

Solucao

3,1416 rad —— 180°
1rad —= x

« = _180° 60° or7agn
3.1416 571744

1800000 | 31416

229200 57°17'44"
09288 ]
X 60
557 280
243120
23208
X 60
1392480 © r
135840
10176

35. Exprima em radianos as medidas dos arcosae btaisquea —b =15°ea+b =

7
=72 rad.

36. Exprima em graus as medidas dos arcos a, b e ctaisquea + b + ¢ = 13°,
m T
a+b+2c= 12radea+2b+c— 5 rad.

III.Medidas de angulos

43. Consideremos as circunferéncias concéntricas (de mesmo centro) de raio r.re
r;. Seja o 0 angulo central aOb, tal que « = 60°, determinando sobre as circunferén-
cias arcos ¢,,€, e €, respectivamente.

a
Determinemos esses comprimentos:

< ¢, 360° —= 2, f b
T e
60° —= (, 3 n
b

(NE]
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360°—~ 217r2

co° > €, = “_r2 Ll _me analogamente X3 b _m

v
r, 3 ry 3
Istoé,ﬁzﬁzﬁzﬂ.
R, r, rg 3

Entao, % € a medida em radianos do angulo a = 60°.

44. Portanto, quando queremos medirem ra-

dianos um angulo aOb, devemos construir uma a
circunferéncia de centro O e raio r e verificar
quantos radianos mede o arco AB, isto €, calcu-
lar o quociente entre o comprimento € do arco 14
AB e o raio r da circunferéncia:

[ a = % (e em radianos) J

Por exemplo, se o angulo central aOb é tal que determina numa circunferéncia

de raio r = 5 cm um arco AB de medida ¢ = 8 cm, entao a medida de aOb é:

a=£=§=1,6rad

37. Calcule, em graus, a medida do angulo a0b da figura.

Solucao a
_t_3
«="=75 rad.
Convertendo em graus: o 3cm
0
2
b
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o 3
mrad — 180 = o
e X180 = s = 17°11'19"
3 = X= - ~ 31416
—rad —= X
10

38. Calcule o comprimento ¢ do arco AB definido numa circunferéncia de raio
r = 10 cm, por um angulo central de 60°.
Solucao

Convertido em radianos, o angulo central aOb

tem medida a = % rad. A
Entao:
o
r 3
Portanto: r\
B

31,416
-7 3

4 = 10,472 cm.

39. Calcule a medida do angulo central a0b que determina em uma circunferéncia de

raio r um arco de comprimento %

40. Calcule o comprimento € do arco AB definido em uma circunferéncia de raio 7 cm
por um angulo central de 4,5 rad.

41. Calcule o menor dos angulos formados pelos ponteiros de um relégio que esta
assinalando:

a) 1h b) 1h15min ¢) 1h40min

Solucao

a) Notemos que os nimeros do mostrador de um
relégio estao colocados em pontos que dividem
acircunferénciaem 12 partesiguais,cadauma
das quais mede 30°. Assim, a 1 h os ponteiros
do relégio formam um angulo convexo de 30°.
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b) Sabemos que em 60 minutos o pon-
teiro pequeno percorre um angulo de
30°, entao em 15 minutos ele percor-
re um angulo « tal que:

o _30°

15 = 60
Portanto o = 7,5° = 7°30".
Assim, temos:

0 =60° — a =60° — 7°30' = § = 52°30'

c¢) Notemos que em 40 minutos o pon-
teiro pequeno percorre o angulo B tal
que:

B _30
40 60
Portanto B = 20°.

Assim, temos:

¢ = 150° + B = 150° + 20° = ¢ = 170°

ou ainda:

¢ = 180° — y = 180° — 10° = ¢ = 170°.

ARCOS E ANGULOS

42. Calcule o menor dos angulos formados pelos ponteiros de um relégio que marca:

a) 2h40min; b) 5h55min; c¢) 6h30min;

IV. Ciclo trigonométrico

45. Definicao

Tomemos sobre um plano um sistema cartesia-
no ortogonal uOv. Consideremos a circunferéncia A de
centro O e raio r = 1. Notemos que o comprimento
dessa circunferéncia é 2, pois r = 1.

Vamos agora associar a cada ndmero real x,
com 0 < x < 21, um Unico ponto P da circunferéncia
A\ do seguinte modo:

3 | Fundamentos de Matematica Elementar

d) 10h15min.
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ARCOS E ANGULOS

1°) se x = 0, entao P coincide com A;

A A=P ;
\
2¢) se x > 0, entao realizamos a partir de
A um percurso de comprimento x, no sentido P
anti-horario, e marcamos P como ponto final do X
percurso. =
A' Ay

LI

46. A circunferéncia N anteriormente definida, com origem em A, é chamada
ciclo ou circunferéncia trigonométrica.

47. Seoponto P estéd associado ao nimero x, dizemos que P é a imagem de x na cir-
cunferéncia. Assim, por exemplo, temos:

VA VA
B B
Al A _ A A
6 u 0 u
B' Vi B'
T B . A
a imagem de ?éB aimagemde wé A
A A
o u
aima emde3—ﬂéB'
B 9 2
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ARC

0S E ANGULOS

43. Divide-se o ciclo em 12 partes iguais, utilizando-se A como um dos pontos diviso-
res. Determine o conjunto dos x (x € [0, 21[) cujas imagens sao os pontos divisores.

Solucao

i

1
Notando que cada parte mede 17 27 = 3

e que P é a imagem de x quando AP = X, pO-
demos construir a seguinte tabela:

Vi
P,
P,
A
Pk‘
Ps

A

B_p,
N‘I
’/
5 P

cy

A

8

-
ﬁmagemdex AP [P, | B|P,|P, |A [P, |P;|B |P,|Pg
X o | ™ |X| & |27 5 Jw|Am 3w | Sw 1lw

6|1 3|2|3|6|"| 6| 3| 2|3 6

44. Divide-se o ciclo em 8 partes iguais, utilizando-se A como um dos pontos divisores.
Determine o conjunto dos x (x € [0, 2m() cujas imagens sao os pontos divisores.

45,
ndmeros:
a) 3_,“- C) 5_TI'
4 6
51 ™
b) - d) 5
Solucao
3m 3
a) T ) 21
Marcamos, a partir de A, um percurso
AP igual a % do ciclo, no sentido anti-
horario.
A imagem de %TF" éPr
3 | Fundamentos de Matematica Elementar

e)

f) —

Desenhe e indique no ciclo trigonométrico a imagem de cada um dos seguintes

N

cy

™,
¥




5\‘ /\w\‘/ .
y &

P
a

4

AQ® -
y %

Raz6es trigonomeétricas
na circunferéncia

I.

Nocodes gerais

48. Consideremos um ciclo trigonométrico de origem A e raio OA, em que OA = 1.
Para o estudo das razdes trigonométricas na circunferéncia, vamos associar ao
ciclo quatro eixos:

19)

29)

3°)

42)

eixo dos cossenos (u)
direcao: OA
sentido positivo: 0 — A

eixo dos senos (v)

direcao: perpendicular a u, por O
sentido positivo: O — B

™

sendo B tal que AB = >

w <

eixo das tangentes (c)
direcao: paralelo a v por A
sentido positivo: 0 mesmo de v

eixo das cotangentes (d)
direcao: paralelo a u por B
sentido positivo: 0 mesmo de u
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RAZOES TRIGONOMETRICAS NA CIRCUNFERENCIA

49. Oseixos u e vdividem a circunferéncia em quatro arcos: AB, BA', A'B' e B'A. Dado
um ndmero real x, usamos a seguinte linguagem para efeito de localizar aimagem P de
X no ciclo:

x esta no 1° quadrante < P &€ AB

X esta no 2° quadrante & P & BA
x esta no 3¢ quadrante < P &€ A'B'
x esta no 4° quadrante < P € B'A

II. Seno

vi
50. Definicdo : \
D N
Dado um numero real x € [0, 2], seja P \
A

sua imagem no ciclo.

Denominamos seno de x (e indicamos © A u
sen x) a ordenada OP, do ponto P em relagao

ao sistema uOwv.

B
51. Para cada nimero real x € [0, 2] existe uma Unica imagem P e cada ima-
gem P tem um unico valor para sen x (OP, = sen x).

cy

\
N .
A u
P,
Y= 2m
4
\
A u

3
\y
. o
A u
[ p
= 3@ ~ 13w
X76 X = 7
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RAZOES TRIGONOMETRICAS NA CIRCUNFERENCIA

52. Propriedades

1%) Se x € do primeiro ou do segundo quadrante, entao sen x é positivo.
De fato, neste caso o ponto P esta acima do eixo u e sua ordenada € positiva.

VA VA

< OP, =

1
x<1

Al

OP, =

1
ssenx=1

[N

0
0

0
0

= se

=

2%) Se x € do terceiro ou do quarto quadrante, entdo sen x € negativo.

De fato, neste caso o ponto P esta abaixo do eixo u e sua ordenada é negativa.

VA VA

PY ..

OP, =

0
senx<0 -

I

OP, =

1 0
1<senx=<0

-1=<
1=

Portanto, para todo x € [0, 27], temos —1 < sen x < 1. Entdo —1 é o valor
minimo e 1 é o valor maximo de sen x.
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RAZOES TRIGONOMETRICAS NA CIRCUNFERENCIA

3%) Se x percorre 0 primeiro ou o quarto quadrante, entao sen x é cres-
cente.

o
>
cy

P

Os arcos AB, AC e AD sao todos do 1° quadrante.

mAB < mAC < mAD

Em correspondéncia, verificamos que: 0B, < 0C, < 0D,, ou seja, sen x cresce
quando x percorre o0 1° quadrante.

(]
< V>

Os arcos Z\E, AF e AG sdo todos do 42 quadrante.

MAE < mAF < mAG

Em correspondéncia, verificamos que OE, < OF, < OG,, ou seja, sen x cresce
quando x percorre o 4° quadrante.
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RAZOES TRIGONOMETRICAS NA CIRCUNFERENCIA

4%) Se x percorre o segundo ou o terceiro quadrante, entdao sen x €

decrescente.

A

>

\y
B
/‘ o
!

Os arcos Ké, AC e AD sdo todos do 2° quadrante.

mAB < mAC < mAD

u

OB, > 0C, > 0D, ou seja, sen x decresce quando x percorre o 2° quadrante.

VA

\y

\y

Os arcos KE, AF e AG sao todos do 3° quadrante.

\
N;
Au
G,

OE, > OF, > 0G,, ou seja, sen x decresce quando x percorre o 3° quadrante.

53. Emsintese, verificamos que, fazendo x percorrer o intervalo [0, 2], a imagem de
X (ponto P) da uma volta completa no ciclo, no sentido anti-horario, e a ordenada de P

varia segundo a tabela:

1y 3
X 0 — —_— 21
L sen X 0 cresce 1 |decresce decresce| —1 | cresce 0 J
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RAZOES TRIGONOMETRICAS NA CIRCUNFERENCIA

54. 0 sinal de sen x também pode ser assim sintetizado:

VA

cy

R £ :
(4
" } VOV N

46. Localize os arcos —— Sm 5m e7—ﬂ. Em seguida, dé o sinal do seno de cada um

47474 4
deles.
Solucao
Vi
i - T >0: 5 g
4 4 sen T ; sen T
-~ 3w . 7
5 > senT>O,senT<0
el Im
4 4
47. Localize os arcos % %" %”e%. Em seguida, dé o sinal do seno de cada um
deles.
48. Localize os arcos — 2w Am e 5—Tr. Qual é o sinal do seno de cada um desses

3373 3
arcos?
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49.

50.

51.

52.

53.

RAZOES TRIGONOMETRICAS NA CIRCUNFERENCIA

Vocé pode observar no exercicio 46 que % e %Tw sao simétricos em relacao ao
€ixo v, assim como Sm e s Sabendo que sen = Q e sen Sm_ _—\/—2 déo
v 7 ¢4 q 22 7 T2

valor de sen 3m e sen Im
4 4"
. . . ™ 1 . 57 7w
Utilizando simetria e sabendo que sen 5" dé o valor do seno de 56
11
e <
T V3 2m 4w 5m
Sabendo que sen 3" dé o valor do seno de 33 e 3
Calcule as expressoes:
™ ™
a) sen 3 + sen -~ sen 2m
1 1 V&
b) 2sen€ +7senT
1 51 1
c) 3sen?—2senT+?senfrr
d) —isena—wJrisen“r)—qT —EsenY—qT
3 2 5 3 7 6

Localize os arcos no ciclo trigonométrico e coloque em ordem crescente 0s nime-
ros sen 60°, sen 150°, sen 240° e sen 330°.

III. Cosseno

55.

sua imagem no ciclo. Denominamos cosseno
de x (indicamos cos x) a abscissa OP, do ponto
P em relacao ao sistema uOwv.

Definigao vi

Dado um numero real x € [0, 2], seja P
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RAZOES TRIGONOMETRICAS NA CIRCUNFERENCIA

56. Para cada nimero real x € [0, 2] existe uma Unica imagem P e cada ima-
gem P tem um unico valor para cos x (OP, = cos x).

A
JA TJ
x =20
3
A
\

51. Propriedades
1%) Se x € do primeiro ou do quarto quadrante, entao cos x é positivo.

Neste caso, o ponto P esta a direita do eixo v e sua abscissa € sempre positiva.

VA v

A‘ o

(6] Pz G u
O0<OP,<1 O0<O0P,<1
O<cosx=1 O<cosx=<1
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RAZOES TRIGONOMETRICAS NA CIRCUNFERENCIA

2%) Se x € do segundo ou do terceiro quadrante, entao cos x € negativo.

Neste caso, o ponto P esta a esquerda do eixo v e sua abscissa é sempre
negativa.

VA VA

-1<O0P,<0 -1
—1=<cosx=0 —1=<cosx=0

Portanto, para todo x € [0, 27], temos —1 <cosx =<1, istoé, —1 e +1 sao
os valores, respectivamente, minimo e maximo da abscissa OP,, ou seja, do
cosseno.

3%) Se x percorre o primeiro ou o segundo quadrante, entao cos x é decres-
cente.

e

Os arcos AB, AC e AD sao todos do 1° quadrante.

mAB < mAC < mAD

OB, > OC, > OD,, ou seja, cos x decresce quando x percorre o 1° quadrante.
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RAZOES TRIGONOMETRICAS NA CIRCUNFERENCIA

VA VA

Os arcos AE, AF e AG sao todos do 2° quadrante.

MAE < mAF < mAG

OE, > OF, > 0G,, ou seja, cos x decresce quando x percorre o 2° quadrante.

4?) Se x percorre o terceiro ou o0 quarto quadrante, entao cos x € crescente.

>
cV
>
c

ARV
N

,@, ,&E e AD sao todos do 3° quadrante.

mAB < mAC < mAD
0B, < 0C, < 0D, ou seja, cos x cresce quando x percorre o 3° quadrante.

\y

AE, AF e AG sao todos do 4° quadrante.

OE, < OF, < 0G,, ou seja, cos x cresce quando x percorre o 4° quadrante.
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RAZOES TRIGONOMETRICAS NA CIRCUNFERENCIA

58. Emsintese, verificamos que, fazendo x percorrer o intervalo [0, 2], a imagem de
X (ponto P) da uma volta completa no ciclo, no sentido anti-horario, e a abscissa de P
varia segundo a tabela:

s 3w
L COS X 1 |decresce| O |decresce| —1 | cresce 0 cresce 1 J

59. 0 sinal de cos x também pode ser assim sintetizado:

9
54. Localize osarcos % %‘T%‘T e %r Em seguida, dé o sinal do cosseno de cada um
deles.
Solugao
VA =
3w ud aa . o
7 7 cos4>0,cos4<0
. cos 2™ < 0: cos L= > 0
o o 4 4
el Im
4 4
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RAZOES TRIGONOMETRICAS NA CIRCUNFERENCIA

55.

56.

57.

58.

59.

60.

61.

Localize os arcos % %” %" e MTW Em seguida, dé o sinal do cosseno de cada
um deles.

Qual € o sinal do cosseno de cada arco abaixo?

a)% e)%
b)%qT ) %“
o) g 1T
6 5T ) 2T

R .. L - .
Vocé pdde observar no exercicio 54 que vy e x sao simétricos em relagao ao eixo u,
kK \2 3m -2

3w

. 5 _ _ "
assim como 7 e - Sabendo que cos 1" 5 € cos Z -5 dé ovalorde
cos Im e cos Sm
4 4
Utilizando simetria e sabendo que cos % = % dé o valor do cosseno de %‘T
7w e 11
6 6
™ 1 21 41 51
L 5 il _— =2
Sabendo que cos 3 5 qual é o valor de cos 3 cos 3 e cos 3
Calcule as expressoes:
™ m
a) cos 3 + cosT — CO0S 2T
™ 1 T
b) 2 cosg + 70057
™ 51 1
c) 3cos?— ZCOST +?COS1T
d) —gcos?’—ﬂﬂticosfs—Tr —ECOSY—W
3 2 5 3 7 6

Localize os arcos no ciclo trigonométrico e coloque em ordem crescente 0s ndme-
ros cos 60°, cos 150°, cos 240° e cos 330°.

Fundamentos de Matematica Elementar | 3



62.

63.

RAZOES TRIGONOMETRICAS NA CIRCUNFERENCIA

Determine o sinal da expressaoy = sen 107° + cos 107°.

Solucao

Examinando o ciclo, notamos que:
|sen 135°| = |cos 135°|

e

90° < x < 135° = |sen x| > |cos x|
Como sen 107° > 0, cos 107° < 0O
e [sen 107°| > |cos 107°|, decorre:
sen 107° + cos 107° > 0

Qual é o sinal de cada uma das seguintes expressdes?

a) y, = sen 45° + cos 45° ) y; = sen %ﬂ + cos %T

b) y, = sen 225° + cos 225° d) y, = sen 300° + cos 300°

IV. Tangente

60.

X # %e X # 37“ seja P sua imagem no ciclo. B

Consideremosareta E)_Ise sejaTsuaintersecao
com o eixo das tangentes. Denominamos tan-
gente de x (e indicamos tg x) a medida algébri- >
ca do segmento AT.

Definig¢ao

Dado um numero real x € [0, 2], va 4

I

> PestaemB e, parax = STTF P esta em B', entao

Notemos que, para x =

areta OP fica paralela ao eixo das tangentes. Como neste caso nao existe o ponto T, a
tg x nao esta definida.
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61. Propriedades

RAZOES TRIGONOMETRICAS NA CIRCUNFERENCIA

1%) Se x é do primeiro ou do terceiro quadrante, entao tg x € positiva.

De fato, neste caso o ponto T esta acima de A e AT é positiva.

CA

AT >0

cy

VA

&y

AT >0

2%) Se x € do segundo ou do quarto quadrante, entao tg x é negativa.

De fato, neste caso o ponto T esta abaixo de A e AT € negativa.

VA

CA

AT <O

cy

V4

cy

AT <O
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RAZOES TRIGONOMETRICAS NA CIRCUNFERENCIA

3?) Se x percorre qualquer um dos quatro quadrantes, entao tg x € crescente.

Consideremos estas figuras:

VA ch

s fe Z I

T A u
X\ - X
SRS

1° quadrante 4° quadrante
Dados x, e x,, comx, <X,, temos o, <a, €, por propriedade da Geometria Plana,

vem AT, < AT, isto &, tg x;, < tg x,.

62. Em sintese, verificamos que, fazendo x percorrer o intervalo [0, 2], aimagem de
x (ponto P) déa uma volta completa no ciclo, no sentido anti-horario, e a medida algébrica
de AT varia segundo a tabela:
3w
2 21T
0

( X 0
cresce 0 cresce # cresce J

™ | N|a
3

k g x 0 cresce

63. O sinal de tg x também pode ser assim esquematizado:
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RAZOES TRIGONOMETRICAS NA CIRCUNFERENCIA

EXERCICIOS

m 3w 5w 7w

64. Localize os arcos A eT. Em seguida, dé o sinal datangente de cada
um deles.
Solucao
VA CA
™ g™ >0t 2" >0
3Tfr 7 4 =4
37 T
— <0 tg—<
tg 7 0; tg 7 0
A u
5m
4 I
4

65. Dé o sinal de cada um dos seguintes nimeros:

0y 11w
a) tg 3 d) tg =
27 4
ey s
T 5
0 eg hes
66. Sabendo que tg% =letg %Tﬂ = —1 e verificando que % e %ﬁ sao simétricos

em relagao ao eixo u, assim como %Tﬂ e %" dé o valor de tg %‘T etg %‘T

67. Usando simetria e sabendo que tg % = g dé o valor da tangente de 5% %‘T
11w
e %
) p 2w 4w 5w
68. Sabendo que tg 3= \'3, qual é o valor da tangente de 33 e ??
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69.

70.

71.

V.

64.

RAZOES TRIGONOMETRICAS NA CIRCUNFERENCIA

Calcule as expressoes:

a) tg%+tg%—tg2w
b) 2tg%+%tg%ﬁ
0 23+ Liga - LyST

Localize os arcos no ciclo trigonométrico e coloque em ordem crescente 0s nimeros
tg 60°, tg 120°, tg 210° e tg 330°.

Qual € o sinal de cada uma das seguintes expressoes?
a) y, = tg 269° + sen 178°

b) vy, ztgﬂ%-(sen%+coszf—2ﬂ>

Cotangente

Definig¢ao

. VA
Dado um nudmero real x € [0, 2],

x & {0, m, 27}, seja P sua imagem no ciclo. B D

Consideremos a reta OP e seja D sua interse- P

¢ao com o eixo das cotangentes. Denominamos

cotangente de x (e indicamos cotg x) a medida A’ A

algébrica do segmento BD.

Notemos que, parax = 0,x = moux = 2m,Pestaem AouA' e, entao, areta

OP fica paralela ao eixo das cotangentes. Como neste caso nao existe o ponto D,
a cotg x nao esta definida.
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RAZOES TRIGONOMETRICAS NA CIRCUNFERENCIA

65. Propriedades

1%) Se x € do primeiro ou do terceiro quadrante, entao cotg x € positiva.
2?%) Se x é do segundo ou do quarto quadrante, entao cotg x € negativa.
3%) Se x percorre qualquer um dos quatro quadrantes, entao cotg x é decres-

cente.
(A verificacao dessas propriedades fica como exercicio para o leitor.)

“//,,/ 7
72. Localize os arcos % %Tﬂ %ﬂ e %‘T Em seguida, dé o sinal da cotangente de
cada um deles.
Solucao
v
B 3 51
> d — > 0; == >
32 7 cotg 7 0; cotg 7 0
4 4 3 -
T m
— <0 —<
i cotg 7 0; cotg 7 0
5 Im
4 4

73. Dé o sinal dos seguintes nimeros:

a) cotg% d) cotg ﬂTﬂ
b) cotg%"r e) cotg 4%
c) cotg%"r f) cotg 5%

74. Sabendo que cotg% =1le cotg::iTﬁ‘T = —1 e verificando que % e %ﬂ sa0 simétricos

~ . . 37 5w . T S5
em relacéo ao eixo u, assim como a e oz dé o valor de cotg T e cotg >z
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RAZOES TRIGONOMETRICAS NA CIRCUNFERENCIA

75. Usando simetria e sabendo que cotg% =3, déovalorda cotangente de %T,
13(311ﬂ
6 6

&l

76. Sabendo que cotg % =3

77. Calcule as expressoes:

a) cotg% + cotg % + cotg %

, qual é o valor da cotangente de

27 47 5ﬂ7
— e ="
3’3 3

27 1 5t
b) 2cotg? ?cotgf
c) sen1+cosl—tg2—w~|—cotg7—1T
3 4 3 6
3 S5 6 T 2 3w 4 51
gz oty Ty sy ty sy

78. Localize os arcos no ciclo trigonométrico e coloque em ordem crescente os nimeros

cotg 60°, cotg 120°, cotg 210° e cotg 330°.

79. Qual é o sinal das seguintes expressoes?

a) y, = cotg 269° + sen 178°

VI. Secante

66. Definicao

Dado um numero real x € [0, 2],
X & {1 3_“} seja P sua imagem no ciclo.
2 2
Consideremos a reta s tangente ao ciclo em P
e seja S sua intersecao com o eixo dos cosse-
nos. Denominamos secante de x (e indicamos
sec x) a abscissa OS do ponto S.

b) y, = cotg7

sen —— + cos

12w‘ 57 237
11 12

3 p ~ )
Notemos que, para x = % oux = == P esta em B ou B', entdo a reta s fica

2 ’

paralela ao eixo dos cossenos. Como neste caso nao existe o ponto S, a sec x nao

esta definida.
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RAZOES TRIGONOMETRICAS NA CIRCUNFERENCIA

671. Propriedades

R AN
K

80.

81.

82.

83.

84.

1%) Se x € do 1° ou do 4° quadrante, entao sec x € positiva.

2%) Se x é do 2° ou do 3° quadrante, entao sec x € negativa.

3%) Se x percorre 0 1° ou 0 2° quadrante, entao sec x € crescente.
4%) Se x percorre o0 32 ou 0 4° quadrante, entao sec x € decrescente.
(A verificacao dessas propriedades fica como exercicio para o leitor.)

Localize os arcos relacionados abaixo e, em seguida, dé o sinal da secante de
cada um deles.

a) % e) %”

b) %“ f) %“

o) 2% g =T

6 °F ) 2T

Sabendo que sec % = 23& localizando os arcos e utilizando simetria, dé o valor
da secante de %‘T %T e MTTr

Quais sao os valores da secante de %‘T g—ﬂ e %ﬁ sabendo que sec % = 27

Localize os arcos no ciclo trigonométrico e coloque em ordem crescente 0s nimeros
sec 60°, sec 120°, sec 210° e sec 330°.

Qual é o sinal das seguintes expressoes?

127 5 237
o o — .
a) y, = sec 269° + sec 178 b) y, = sec —— (sen 11 + cos =V )

Fundamentos de Matematica Elementar | 3
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VII. Cossecante

68. Definicao

Dado um numero real x € [0, 2],
x & {0, m, 2w}, seja P sua imagem no ciclo.
Consideremos a reta s tangente ao ciclo em P
e seja C sua intersecao com o eixo dos senos.
Denominamos cossecante de x (e indicamos ,
cossec x) a ordenada OC do ponto C. S

m/f
N

cy

B'

Notemos que, para x = 0, x = mm ou x = 2, P esta em A ou A' e, entao
a reta s fica paralela ao eixo dos senos. Como neste caso nao existe o ponto C, a
cossec x hao esta definida.

69. Propriedades

1%) Se x € do 1° ou do 2° quadrante, entao cossec x € positiva.

2%) Se x é do 3° ou do 4° quadrante, entao cossec x € negativa.

3%) Se x percorre o 2° ou 0 3° quadrante, entao cossec x é crescente.
4%) Se x percorre 0 1° ou 0 4° quadrante, entao cossec x € decrescente.
(A verificacao dessas propriedades fica como exercicio para o leitor.)

85. Localize os arcos relacionados abaixo e, em seguida, dé o sinal da cossecante
de cada um deles.

™ 51 B 11
a) 3 c) Z e) 3 g) 5
21 51 7 7
- 9% Ky "
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86.

87.

88.

89.

90.

m . . . . ~
Sabendo que cossec B~ 2, localizando os arcos e utilizando simetria, dé o

57 T 11

| 200 e ==

valor da cossecante de 5 6 e 5

Quais sao os valores da cossecante de—2§7,—lgr e—5;,sabendo que a cossecante
m™ . 2V3
— la —="7

de 3 € igual a 3

Localize os arcos no ciclo trigonomeétrico e coloque em ordem crescente 0s nimeros
cossec 60°, cossec 150°, cossec 240° e cossec 300°.

Qual € o sinal das seguintes expressoes?
a) y, = cos 91° + cossec 91°
b) y, = sen 107° + sec 107°

O 7T )
C) Y3 = sec 5 (tg 5 + cotg 7)

ual é o valor de | cossec = + sen 1) (sen T — sec l)?
Q ( 6 6 4 3
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Relacoes
fundamentais

I. Introducao

Definimos senx, cos x, tg X, cotg x, sec x e cossec x no ciclo trigonométrico, ou seja,
para x pertencente ao intervalo [0, 2].

Vamos mostrar agora que esses seis nimeros guardam entre si relagcdes deno-
minadas relacoes fundamentais. Mais ainda, mostraremos que a partir de um deles

sempre € possivel calcular os outros cinco.

II. Relagdes fundamentais

70. Teorema

Para todo x real, x € [0, 2], vale a relagao:

( sen?x + cos?2x =1 J
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Demonstracao:

a) No caso especial em que x € 10, % T, 37“ 2w}, podemos verificar
diretamente:

a X senx | cos x | sen?x + cos? x\
0 0 1 1
= 1
) 1 0
Ly 0 -1 1
3m 1
2 -1 0
K2'1T 0 1 1 /

b) Se x & {0, % , 37“ 217}, a imagem

\%
de x é distinta de A, B, A' e B' e, entdo, existe o “B
triangulo OP,P retangulo. P
Portanto:
A a1l A
2 2 — 2 & T
|OP,|? + |P,P[?> = |OP| o) P, u
ou seja:
cos?2x +sen?x =1
B

71. Teorema

Para todo x real, x € [0, 2w] e X & {% 371 vale a relaggo:

2
_senx
[tgx— COS X J
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RELACOES FUNDANMENTAIS

Demonstracao: vi c n/
B
a) Se x & {0, w, 2w}, aimagem de x é distinta P AT
de A, B, A’ e B', entao temos:
AOAT ~ AOP,P o aba
AT _ [P, A )
|OAl 0P|
sen x
ltg x| = | | (1) B’
|cos x|
Utilizando o quadro de sinais ao lado, /~ \
observemos que o sinal de tg x é igual ao do Q | sinal de tg x | sinal de X
. sen x COS X
quociente . (2)
COS X
10 + +
De (1) e (2) decorre a tese.
2° - -

b) Se x € {0, m, 2w}, temos:
sen X 30 + +

COS X
Nl -

tgx=0=

72. Teorema

Para todo x real, x € [0, 27] e x & {0, , 27}, vale a relagao:

[ Cotgxzw}
sen X

Demonstracao:
vi
a) Sex%{%,%},aimagem de x é B[ D/ .
; d
distinta de A, B, A’ e B', entao temos: P N
AOBD ~ AOP4P o
BD| _ |P4P| A AU
|OB|  |OPy]
|cos x|
|cotg x| = B
|sen x|
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Utilizando o quadro de sinais ao lado, f _ \
observemos que o sinal de cotg x & igual a0 | q sinalde | . 4o COSX
] COS X cotg x sen x
do quociente . (2)
sen x
1e + +
De (1) e (2) decorre a tese.
2° - -
30 + +
& B ~
. w _ 3m . COSX
b) Se x = 5 OUX =— ,temos cotgx = 0 = sen x

73. Teorema

Para todo x real, x € [0, 2w] e x & {% 3m ] vale a relagao:

2
sec x = S
"~ coSs X 7

a) Se x € {0, w, 2w}, a imagem de x é
distinta de A, B, A' e B', entao temos:

Demonstracao:

A -
AOPS ~ AOP,P A o NN
S
jos| _ lop|
|OP|  |OPy|
B
|sec x| = 1 (1) e
|cos x| . _ \
Q |[sinal de sec x| sinal de sen x

Utilizando o quadro de sinais ao lado,

observemos que o sinal de sec x € igual ao

10 +

sinal de cos x. (2)
De (1) e (2) decorre a tese. 28 -
S -

\4° +

M
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b) Se x € {0, m, 2m},temos:

secx=1= 1 »(x =0o0ux=2m)
COoS X

secx =—1= 1 » (X = )
COS X

74. Teorema

Para todo x real, x € [0, 27] e x & {0, w, 27}, vale a relagao:

1
COSSeC X =
[ sen x

Demonstracao: vi
C
a) Sex ¢ [1 3_“} a imagem de x é
2 2 B
distinta de A, B, A’ e B', entao temos: b p
|
AOPC ~ AOP,P
loc| _ lopl A o A m
loP|  [OP] s
|cossec x| = (1)
|sen x| B'
Utilizando o quadro de sinais ao lado, f sinal de
observemos que o sinal de cossec x € igual Q sinal de sen x
. COSSec X
ao sinal de sen x. (2)
De (1) e (2) decorre a tese. 10 + +
2¢ + +
3¢ - -
b) Se x € {1, 3_w},temos:
2 2

Nl -

1 1T
cossecx =1 = »|x =-—=]oucossecx=—-1= X =——
sen X 2
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75. Corolario

Para todo x real, x € [0, 2w] e X & {O, % M, 37“ QTF}, valem as relacdes:

( \

1%) cotg x = e x

28) tg2 x + 1 = sec? x

3%) 1 + cotg? x = cossec? x

4%) cos? x = 1+;tg2x
| 52) sen? x = Jf;tgzx |
Demonstracao:
17) cotg x = ggii - sejr_}x - tg:’Lx
oS X
2 tg?x+1= %2;( 1= SenQS(O;iOSQ - = co;L2 ' sec? x
3% 1 +cotg?x =1+ ggf‘zi = senzg(e;—z(;os2 X = ser%z = cossec? x
4%) cos? x = se<::L2 x 1 Jrltg2 X
52) sen? x = cos? X - iggj: = 0052x-tg2x=1+tg2x-tg2x :1%;'[;:2)(

R AN
4K
>

<

91. Sabendo que senx = % e % < x < 1r, obtenha as demais razoes trigonomé-

tricas de x.
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Solucao

Notando que % < x < m = cos x <0, temos:

RELACOES FUNDANMENTAIS

/ 16 [ 9 3

= —\1 — 2y = — =2 — = = =

COS X sen 1 55 55 5
4

_senx__5 __4
g COS X 3 3
5
_3
COS X 5 3
cotg x = senx 4 4
5
Sec x = S S
© cosXx 3 -3
5
1 5
cossec X = =—=—
sen x 4 4
5
25 3 . ~
92. Sabendo que cossec x = Yy em<x< -5 obtenha as demais razbes
trigonométricas de x.
12 3w . - . .
93. Sabendo que tg x = Fem <x< -5 obtenha as demais razoes trigonométricas
de x.
Solucao
_1_1_5
cotg x = tgx 12 12
5
3
Notando que ™ < x < -5 = sec x < 0, temos:
144 169 13
= — 2 = — — T — — T —
Sec X 1+ tg<x \/1+ 55 55 5
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COS X = & L 9
~ secx 13 13
5
senx = tgx - cosx = (1—2)<—i)— —1—2
- % G 13) - " 13
COSSEC X = S )
~senx 12 12
13
94. Calcule cos x, sabendo que cotg x = mz%_ﬁl comm > 1.
95. Calcule sec x, sabendo que sen x zaz%bbz' coma>b >0.

96. Sabendo que sec x = 3, calcule o valor da express@oy = sen? x + 2 - tg2 x.

Solucao
COS X = -1

Sec x 3l
sen2x=1—0052x=1—%:%
tg2x =sec?x—1=9-1=8
entao
y=sen2x+2'tg2x=%+16=%

97. Sendo sen x = % e <x< s calcule o valor de

2 ’
. 1 n 1
Y= Cossecx + cotg x  cossec x — cotg x’
24 3w ~
98. Sabendo que cotg x = = em<x< -5 calcule o valor da expressao
_ tg x - cos X
y (1 +cosx)(1 —cosx)’
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Solucao 1

Calculamos tg x, cos x e finalmente y:

tgx=—1 =l
cotgx 24
cos2 x = 1 = 1 = XA = COS X = —ﬁ(pois cos x < 0)
1+ tg2x 1+£ 625 25 ’
576
(%) =
tg X - COS X B 24)\ 25 _ 25 _ 25

1-%55)\1*25) @25

“ @+ cosx(L—cosx 24 24\ 49
25 25

Solugao 2
Simplificamos y e depois calculamos o valor da expressao:

sen x

- COS X
_ _CosXx _ senx _ 1 — COSSEC X —
y 1 — cos? x sen?x senx
25
=1+ Tx=—[1+28 - _2
cotg 1 79 7
99. Dado que cos x = = e 3% < x < 2, obtenha o valor de

y = (1+tg2x)? + (1 — tg2 x)°

100. Calcule sen x e cos x, sabendo que 3 - cos x + sen x = —1.

Solucao

Vamos resolver o sistema:
3-cosx+senx=—-1 (1)
cos?x + sen?x =1 (2)

De (1) vem: senx = —1 — 3 - cos x (3)
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Substituindo (3) em (2), resulta:
cos?2x+ (-1 —3-cosx)2=1=
=c0s2x +1+6-cosx+9-cos?2x=1=

0

= 10 - cos? x + 6 - cos x

= 3
entdo: cos x = 0 ou cos x = —5-

Substituindo cada uma dessas alternativas em (3), encontramos:

. 41_3.0=_ __1_3(_3\_4
senx=-1—-3:-0=—-1ousenx=—1 3( 5)—5.

Assim, temos duas solucoes:

1®)cosx =0esenx = —1
ou

. __3 _4
2%) cos x = 5 esenx = 5

101. Calcule sen x e cos x, sabendo que 5 - sec x — 3 - tg2 x = 1.

102. Obtenha tg x, sabendo que sen?x — 5 - sen x * cos X + cos? x = 3.

103. Calcule m de modo a obter sen x = 2m + 1 ecos x = 4m + 1.
Solucao

Como sen? x + cos? x = 1, resulta:
2m+ 12+ @m+12=1=@4m2+4m + 1) + (16m2 + 8m + 1) = 1

=20m2+12m+1=0=m = _12i4%44_80=
=128 1 1
T 40 < MTopoum=—9g

104. Calcule m de modo a obtertg x = m — 2 e cotg x = %

a+1
e cossec X =

105. Determine a de modo a obter cos x = .
a+1 a+2
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106. Determine uma relacao entre x e y, independente de t, sabendo que:
Xx=3-sentey=4-cost

Solugao

Como sen?t + cos?t = 1, resulta:

X \2 y\2 X2y > 5
(3) +<4> —1:>9 +16—1:> 16x< + 9y = 144

107. Determine uma relacao entre x e y, independente de t, sabendo que:
x=5-tgtey =3 -cossect

Solucao

Como cossec2t=cotg2t+1ecotgt=tgit, resulta:
YV _(5Y ¥ _25 202 2
<3) —<X> +1= 9 "2 + 1= xy° =225+ 9x* =

= x2%y2 — 9x2 = 225

108.Se senx + cosx = ae senx-cos x =b, obtenha uma relacao entre a e b, in-
dependente de x.

109. Dado que sen x - cos x = m, calcule o valor de y = sen* x + cos* x e
z = sen® x + cos® x.

Solucao

Como a2 + b2 = (a + b)2 — 2ab, temos:

y = (sen? x)2 + (cos? x)2 = (sen?x + cos?2x)2 — 2 - sen? x - cos2 x =

=12 — 2 -(senx - cos x)2 =1 — 2m?

Como a3 + b3 = (a + b)(@2 — ab + b2?), temos:

z = (sen?x)3 + (cos?x)3 = (sen?x + cos?x)(sen*x — sen?x - cos2x + cos*x) =
= sen? x + cos?* x — sen?x - cos2x =y — (sen x - cos x)2 =
=1-2m? —m? =1 — 3m?

110. Sabendo que sen x + cos x = a (a dado), calcule y = sen® x + cos® x.
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