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Teorema de Tales

I. Teorema de Tales

174. Definicoes

Feixe de retas paralelas € um conjunto de retas coplanares paralelas
entre si.

Transversal do feixe de retas paralelas Transversais
€ uma reta do plano do feixe que concorre / \
com todas as retas do feixe. A/ \A,

Pontos correspondentes de duas trans- B / \B_
versais sao pontos destas transversais que
estdao numa mesma reta do feixe. / \

feixe de paralelas

Segmentos correspondentes de duas / \
transversais sdo segmentos cujas extremi- D/ \D'
dades sao os respectivos pontos correspon- / \
dentes.

AeA',BeB',CeC', DeD'sao pontos correspondentes.

B e A'B', CD e C'D' sdo segmentos correspondentes.
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175. Propriedade

( )

Se duas retas sao transversais de um feixe de retas paralelas distintas e um
segmento de uma delas € divido em p partes congruentes entre si e pelos pontos
de divisao sao conduzidas retas do feixe, entdao o segmento correspondente da
outra transversal:

1°) também € dividido em p partes;
2°) e essas partes também sao congruentes entre si.

Demonstracao:

12 parte: AB e A'B' sdo segmentos correspondentes e AB é dividido em p par-
tes por retas do feixe.

Se A'B' ficasse dividido em menos partes (ou mais partes), pelo menos duas
retas do feixe encontrar-se-iam em pontos de AB (ou de A'B'), o que é absurdo, pois
as retas do feixe sao paralelas.

A A

o o
o 2z £
= 1 ©
s 8 =
o —
N |
Q | o
o

22 parte: AB é dividido em partes congruentes a x.

Pelos pontos de divisdo de A'B', conduzindo paralelas a AB, obtemos um trian-
gulo para cada divisao. Todos os triangulos sao congruentes pelo caso ALA (basta
notar os paralelogramos e 0s angulos de lados respectivamente paralelos que sao
obtidos).

Al \A Al \A
X/ paralelo- X ,')\ XA X ,')\
gramo ! 1'\\
X/ paralelo- X /\ XA X /\
gramo H 'N
X paralelo- N ¢ x N ¢
gramo B "N
B/ \B' B/ \B'

Com isso, A'B' é dividido em partes congruentes pelos pontos de divisao.

congruentes
congruentes
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176. Teorema de Tales

Se duas retas sao transversais de um feixe de retas paralelas, entao a razao
entre dois segmentos quaisquer de uma delas € igual a razao entre os respectivos
segmentos correspondentes da outra.

Hipotese Tese

AB e CD sao dois segmentos de uma _ __

transversal, e A'B' e C'D' sao os respecti- _, E _AB
VoS correspondentes da outra. CD ‘D!
Demonstracao:

12 caso: AB e CD sdo comensuraveis.

A/ N
X

P X ] p
B/~ T B'
C / c
X ]
: / / ............... :

Existe um segmento x que é submdiltiplo de AB e de CD.

E - pX - E p
CD=qx} - o q (1)

Conduzindo retas do feixe pelos pontos de divisao de ABe CD (vide figura acima)
e aplicando a propriedade anterior, vem:

AIBI — pxl - ﬁ p

CD' = qx'} = oD o (2)

Comparando (1) e (2), temos: i = i
Ch C'D
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29 caso: AB e CD s30 incomensuraveis

Nao existe segmento submdiltiplo co-

mum de AB e CD.
__Tomamos um segmento y submdiltiplo
de CD (y cabe um certo nimero inteiro n de

vezes em CD), isto é:

CD y

CD=n-

Por serem AB e CD incomensuraveis, marcando sucessivamente y em AB, para
um certo nimero inteiro m de vezes acontece que:
m-y<AB<(m+ 1)y

Operando com as relagdes acima, vem

my<i_B<(m+1)y} * m<E<m+1 3)
n " CD n

ny = CD = ny
Conduzindo retas do feixe pelos pontos de divisdo de AB e CD e aplicando a

propriedade anterior, vem:
C'D' = ny'

my' < AB' < (m + 1)y

Operando com as relacdes acima, temos:

AB m-+1
(4)

n ~cD' n

Ora, y € um submdiltiplo de CcD que se pode variar; dividindo y, aumentamos n

formam um par de classes contiguas que definem

m m-+ 1

e nestas condicoes Y e

>

g pela expressao (4).

(@)

L P . AB ~ .
um unico numero real, que é C=D pela expressao (3), e é
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Como esse nimero € Unico, entao:

ol =
Sl&l
I
|2

@

Q
<

Nota
Vale também a igualdade:

AB _ ﬂ, que permite concluir:
AIBI CIDI

A razao entre segmentos correspondentes é constante.

EXERCICIOS

413. Determine o valor de x em cada caso abaixo, sendo r, s e t retas paralelas.

a) / \ c) r

JARY IR

-
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415.Na figura, MN é paralela & base BC do triangulo ABC. Calcule o valor de x.

A
X 30
M N

10 12

o/ c R
416. Na figura, MN // BC. Calcule o valor de AB. /\3

M N
X+6 6
B C
417. Na figura, calcule o valor de x.
18
12
r S
X 16 - A ‘AI > a
_ B

418. Na figura ao lado, os segmentos AB, BC, CD - c \\c >

e DE medem, respectivamente, 8 cm, 10 cm, - > C

12 cm e 15 cm. Calcule as medidas dos seg- D \D.

mentos A'B', B'C', C'D'e D'E', sabendo que - > d

A'E' mede 54 cm, e que as retas a, b, ¢, d, e E \E.

sao paralelas. - . €

, \

419. Na figura ao lado, r // s // t. Determine as
medidas x e y, sabendo que sao proporcio-
nais a 2 e a 3, que o segmento A'C' mede
30 cm e que as retas a e b sdo paralelas.

420.Um feixe de 4 paralelas determina sobre uma transversal trés segmentos que
medem 5 cm, 6 cm e 9 cm, respectivamente. Determine os comprimentos
dos segmentos que esse mesmo feixe determine sobre uma outra transver-
sal, sabendo que o segmento compreendido entre a primeira € a quarta para-
lela mede 60 cm.
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Solugao
X 60
///5 \\\ B - 20 = x=15cm
X A\
20//6 y\\Go %:% = y=18cm

9 20
z=60— 15— 18

= z=27cm

//9 (\\ z _60 .
/ \

421. Um feixe de cinco paralelas determina sobre uma transversal quatro segmentos
que medem, respectivamente, 5 cm, 8 cm, 11 cm e 16 cm. Calcule o comprimento
dos segmentos que esse mesmo feixe determina sobre uma outra transversal,
sabendo que o0 segmento compreendido entre as paralelas extremas mede 60 cm.

422.Um triangulo ABC tem os lados AC e BC medindo 24 c¢cm e 20 cm, respectiva-
mente. Sobre o lado AC, a 6 cm do vértice C, tomamos um ponto M. Determine
a distancia de um ponto N situado sobre o lado BC, até o vértice C, de maneira
que MN seja paralelo a AB.

423. No triangulo ABC, o lado AC mede 32 cm e o lado BC, 36 cm. Por um ponto M
situado sobre AC, a 10 cm do vértice C, tragamos a paralela ao lado AB, a qual
divide BC em dois segmentos, BN e CN. Determine a medida de CN.

424. Na figura abaixo, onde a // b // ¢ // d, temos que: AD + AG + HK + KN = 180 cm;
AE 3 JK 9 KL 27.3R BF & PO o= o
— == — - = = _ = AB, BC e CD sao proporcionais a 2, 3 e 4, res-
AB-2°AB_ 5'AB 10 brop
pectivamente. A K

Calcule as medidas dos segmentos EF, B/\E J/\

Lalcule L
LM e CD. AC/ \F I/ M

~ Yo

425.Trés terrenos tém frente para a rua “A” e
para a rua “B”, como na figura ao lado.
As divisas laterais sao perpendiculares
a rua “A”. Qual a medida de frente para
a rua “B” de cada lote, sabendo que a
frente total para essa rua é 180 m?

Rua “B”

Rua “A”
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426. Determine x e y, sendo r, s e t retas paralelas. /

—]
—
N
x4
~ /
<//
e
//e;/

427. Dados um triangulo ABC e um segmento DE com D em AB e E em AC, prove que,
se AD : DB = AE : EC, entao DE é paralelo a BC.

II. Teorema das bissetrizes

177.Teorema da bissetriz interna

Uma bissetriz interna de um triangulo divide o lado oposto em segmentos
(aditivos) proporcionais aos lados adjacentes.

O enunciado acima deve ser entendido
como segue.

___Sendo ABC o triangulo de lados a, b e
¢, AD uma bissetriz interna (conforme a figu-
ra ao lado), DB = x e DC =y, teremos:

0 lado BC = a é dividido em dois segmentos aditivos, pois DB + DC = BC, ou
seja,x +y = a.
E com esta nomenclatura temos, entao:
Hipotese Tese

AD bissetriz interna do AABC = % =L
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Demonstracao:

HCorlguzimgs por C uma paralela a bissetriz AD, determinando um ponto E na
reta AB (CE / AD). X ) ) i
Fazendo BAD = 1, DAC = 2, AEC = 3, e ACE = 4, temos:

CE/AD = 1=23 (correspondentes)

CE/AD = 2=4 (alternos internos)

Como por hipétese 1 = 2, decorre que 3 = 4.

3=4 = AACEéiséscelesdebase CE = AE=AC = AE=h.

Considgrand&gé e ﬁi como transversais de um feixe de retas paralelas (iden-
tificado por AD // CE) e aplicando o teorema de Tales, vem:

X -2 ouseja, ==L
y_by J,C_b

178.Teorema da bissetriz externa

Se a bissetriz de um angulo externo de um triangulo intercepta a reta que
contém o lado oposto, entao ela divide este lado oposto externamente em segmen-
tos (subtrativos) proporcionais aos lados adjacentes.

O enunciado anterior deve ser entendido como segue:

Sendo ABC o triangulo de lados
a, b, ¢, AD a bissetriz externa com D
nareta B?) (conforme figura), DB = x e
DC =y, teremos:
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0O lado BC = a ¢ dividido externamente em segmentos subtrativos, pois
DB — DC = BC, ou seja,x — y = a.

Com esta nomenclatura, temos:

Hipotese Tese
AD bissetriz externa do AABC = % =L

Demonstracao:

Conduzimos por C uma paralela a bissetriz ﬁ, determinando um ponto E na
reta AB (CE // AD).

Fazendo CAD = 1, DAF = 2, AEC = 3 e ACE = 4, temos:
CE/AD = 2=3 (correspondentes)

CE/AD = 1=4 (alternos internos)
Como por hipétese 1 = 2, decorre que 3 = 4.
3 =4 = AACE é iséceles de base CE = AE = AC =AE = b

Considerando BC e BE como transversais de um feixe de retas paralelas (iden-
tificado por 26 // ((ﬁi) e aplicando o teorema de Tales, vem:

X _C SR
y IO,ouseJa, =
Nota

___ Seotriangulo ABC € isésceles de base
BC, entao a bissetriz do angulo externo em A
€ paralela a base BC e reciprocamente.
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EXERCICIOS

428.Se AS é bissetriz de A, calcule x nos casos:

a) A b) B c) A
/M /X/SGQ %
B 3 S X C C 12 A B 4 S 3 C

429. Se AP é bissetriz do angulo externo em A, determine x.

B 12 C X P P 12 B X C
430. Na figura, AS é bissetriz interna do angu- c
lo A. Calcule o valor de x.
40 8
S
6
A X B

431. NaAfigura, AS é bissetriz interna do angu-
lo A. Calcule x.

432.Na figura, calcule os valores de x e y, c
respectivamente, sendo BS a bissetriz
interna do angulo B. 9 15
y
A 12 B
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433.Na figura, AD é bissetriz externa do an-
gulo A. Calcule x.

434.Determine a medida do lado AB do triangulo ABC:

a) AS & bissetriz e 0 perimetro b) AP é bissetriz do angulo externo em A
do AABC é 75 m e o perimetro do AABC é 23 m

435.No triangulo ABC da figura ao lado, AS
é bissetriz interna do angulo A e AP é
bissetriz externa. Calcule a medida do
segmento SP.

Solucao
. . x 30 —x _
T.b|ss.|nt=>%—T=>x—10
- Yy _30+y —
T.blss.ext=>20 70 =y =230
SP—x+y=SP=10+30=SP =40 30-x X y
30

436.0s lados de um triangulo medem 5 cm, 6 cm e 7 cm. Em quanto é preciso
prolongar o lado menor para que ele encontre a bissetriz do angulo externo
oposto?
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437. Sendo AS e AP bissetrizes dos angulos interno e externo em A, determine o
valor de CP, dados BS = 8 me SC = 6 m.

438. A bissetriz interna do angulo A de um triangulo ABC divide o lado oposto em dois
segmentos que medem 9 cm e 16 cm. Sabendo que AB mede 18 cm, determi-
ne a medida de AC.

439. 0 perimetro de um triangulo ABC & 100 m. A bissetriz interna do angulo A divide
o lado oposto BC em dois segmentos de 16 m e 24 m. Determine os lados
desse triangulo.

440.A bissetriz interna AD de um tridngulo ABC divide o lado oposto em dois seg-
mentos BD e CD de medidas 24 c¢cm e 30 c¢cm, respectivamente. Sendo AB e AC
respectivamente iguais a 2x + 6 e 3x, determine o valor de x e as medidas de
AB e AC.

441. A bissetriz externa AS de um triangulo ABC determina sobre o prolongamento
do lado BC um segmento CS de medida y. Sendo os lados AB e AC, respectiva-
mente, o triplo e o dobro do menor segmento determinado pela bissetriz interna
AP sobre o lado BC que mede 20 cm, determine o valor de y.

442.0s lados de um triangulo medem 8 cm, 10 cm e 12 cm. Em quanto precisamos
prolongar o menor lado para que ele encontre a bissetriz do angulo externo
oposto a esse lado?

443.Considerando as medidas indicadas na figura e sabendo que o circulo esta
inscrito no triangulo, determine x.

3
=S
X
)
;ﬂ/_/

7

444.Consideremos um triangulo ABC de 15 cm de perimetro. A bissetriz externa do
angulo A desse triangulo encontra o prolongamento do lado BC em um ponto S.
Sabendo que a bissetriz interna do angulo A determina sobre BC dois segmen-
tos BP e PC de medidas 3 cm e 2 cm, respectivamente, determine as medidas
dos lados do triangulo e a medida do segmento CS.
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Semelhanca de
triangulos e poténcia
de ponto

I. Semelhanca de triangulos

179. Definig¢ao

Dois triangulos sao semelhantes se, e somente se, possuem os trés angulos
ordenadamente congruentes e os lados homélogos proporcionais.

A

w
Q
N

AABC ~ AAB'C' &

o W b
D
|

O I >
I

~ : semelhante

Dois lados homélogos (homo = mesmo, logos = lugar) sao tais que cada um
deles esta em um dos triangulos e ambos sao opostos a angulos congruentes.
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SEMELHANCA DE TRIANGULOS E POTENCIA DE PONTO

180. Razao de semelhanca

Sendo k a razao entre os lados homélogos,

k é chamado razao de semelhanca dos triangulos.
Se k = 1, os triangulos sao congruentes.

181. Exemplo:

Sendo dado que os triangulos ABC e A'B'C' sao semelhantes, que os lados do
segundo tém medidas A'B' = 3 cm, A'C' = 7 cm e B'C' = 5 cm e que a medida do
lado AB do primeiro € 6 cm, vamos obter a razao de semelhancga dos triangulos e os
outros dois lados do primeiro triangulo.

B
c=6 S ¢ =3 a =5
A b C A b =7 C
'B'C" a_»b_c a_b_6_
AABC ~ AA'B'C' = N 5—7—3—2
A razao de semelhanca € 2.
2 -2 - a=10
a b 5
====2 = b
5 7 2 -2 = b-14

Os outros dois lados do primeiro triangulo medem BC = 10 cm e AC = 14 cm.
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182. Propriedades

Da definicao de triangulos semelhantes decorrem as propriedades:
a) Reflexiva: AABC ~ AABC
b) Simétrica: AABC ~ ARST < ARST ~ AABC

AABC ~ ARST
c) Transitiva: ARST ~ AXYZ [ = AABC ~ AXYZ

183. Teorema fundamental

Se uma reta € paralela a um dos lados de um triangulo e intercepta os ou-
tros dois em pontos distintos, entao o triangulo que ela determina € semelhante
ao primeiro.

Hipotese Tese

DE/BC = AADE ~ AABC

Demonstracgao: A

Para provarmos a semelhanca entre
AADE e AABC, precisamos provar que eles
tém angulos ordenadamente congruentes e
lados homélogos proporcionais:

19) Angulos congruentes B C

DE//BC = (D=BekE =C)(angulos correspondentes)
entao, temos: D = =CeAcomum (1)

29) Lados proporcionais

Pelo teorema de Tales, temos:

AD _ AE
AB = AC D, E

Por E construimos EHF paralela a AHB
com F em BC. B F C
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SEMELHANCA DE TRIANGULOS E POTENCIA DE PONTO

Paralelogramo BDEF = DE = BF

AE  BF AE _ DE
Teorema de Tales = AC — BC = AC T BC

AD AE DE
Logo, 75 =ac “BC @
3¢) Conclusao
(1) e(2) = AADE ~ AABC

184. Exemplo:

Um triangulo ABC tem os lados AB =
=12 cm, AC = 13 cm e BC = 15 cm. A reta
I<D_)E paralela ao lado BC do triangulo determina
um triangulo ADE, em que DE = 5 cm. Vamos
calcular AD = x e AE = .

Basta aplicar o teorema fundamental:

DE // BC - X _Y _5 _ _ 13
/ = AADE~AABC = 5 =53 =75 = x=dey=-—3
Logo,AD=4cmeAE=%cm.

EXERCICIOS

445.0s triangulos ABC e A'B'C' da figura sao semelhantes (AABC ~ AA'B'C').

Se a razao de semelhanca do 12 para o0 2¢ é % determine:

a) a,bec b) a razao entre os seus perimetros

A A
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446.0s triangulos ABC e PQR sao semelhantes. Determine x e y.

A
Q
28 10
X 8
R
B 20 C y P

447.Se o AKLM é semelhante ao AFGH, determine x.

K
F
18 /\
L 42 M G X H

448.0s trés lados de um triangulo ABC medem 8 cm, 18 cm e 16 cm. Determine
os lados de um triangulo A'B'C' semelhante a ABC, sabendo que a razao de
semelhancga do primeiro para o segundo é igual a 3.

449. Se DE é paralelo a BC, determine x nos casos:
b) x = AD

a) A
E
6
C
D E
8 36
3 27
B X C
D 10 B A

450. % um A@Cgbemos que AE= 20m,BC =30 me AC = 25 m. Se D esta em
AB, E em AC, DE € paralelo a BC e DE = 18 m, determine x = DB ey = EC.
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452,

453.

454,

455.

456.

9 |

SEMELHANCA DE TRIANGULOS E POTENCIA DE PONTO

Mostre que, se a razao de semelhancga entre dois triangulos € k, entao a razao
entre seus perimetros é também k.

Solucao

Dados os triangulos semelhantes ABC e A'B'C' e sendo k a razao de
semelhanca, temos:

A
e b
B a C

2p=a+b+c 2p' =a' +b' + ¢
a = ka'

a_ b v o b=k

a b @ .
c = ke

2p a+b+c_ka'+kb'+kc'_k(a'+b'+c')_k
2p' a'+b'+c¢  a +b +c = a+b +c

Dois triangulos ABC e A'B'C' sao semelhantes. Sabendo que o lado AB do
triangulo ABC mede 20 cm e que seu homélogo A'B' do triangulo A'B'C' mede
40 cm, determine o perimetro do triangulo ABC, sabendo que o perimetro do
triangulo A'B'C' é 200 cm.

O perimetro de um triangulo € 60 m e um dos lados tem 25 m. Qual o perimetro
do triangulo semelhante cujo lado homélogo ao lado dado mede 15 m?

Os lados de um triangulo medem 8,4 cm, 15,6 cm e 18 cm. Esse triangulo é
semelhante a um triangulo cujo perimetro mede 35 cm. Calcule o maior lado do
segundo triangulo.

Num triangulo ABC os lados medem AB = 4 cm, BC = 5¢cm e AC = 6 cm. Cal-
cule os lados de um triangulo semelhante a ABC, cujo perimetro mede 20 cm.

Um tridngulo cujos lados medem 12 m, 18 m e 20 m é semelhante a outro cujo
perimetro mede 30 m. Calcule a medida do menor dos lados do triangulo menor.
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457. Na figura, AB = 2(BC) e BE = 14. D
Calcule CD, sabendo que BE // CD. E
AB = 2a,BC = a X
14
BE=14e CD = x
¢ a B 2a A

458.As bases de um trapézio medem 12 m e 18 m e os lados obliquos as bases
medem 5 m e 7 m. Determine os lados do menor triangulo que obtemos ao
prolongar os lados obliquos as bases.

II. Casos ou critérios de semelhanca

185. 1° caso

“Se dois triangulos possuem dois angulos ordenadamente congruentes, en-
tao eles sao semelhantes.”
Hipotese Tese
AABC, AA'B'C'

A=A B=8 } = AABC ~ AA'B'C'

Demonstracgao:

Vamos supor que os tridngulos ndo sdo congruentes e que AB > A'B'.
_Seja D um ponto de AB tal que AD = A'B' e o triangulo ADE comD =B' e Eno
lado AC.
A A

O

m
@
N

| =
@)

" D=8)3 AADE = AAB'C'
= AABC ~ AA'B'C'
} =

5
l
>
5]
O
Il
>
vy}

[wwkd

oo O
L
U)

D = DE // BC = AABC ~ AADE

(ool
i
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186. Esquema e exemplo de aplica¢ao do 1° caso

Esquema:
A A=AL _, AABC ~ AAB'C' =
B =B
</ [p a_»b _c¢c _
= au - bl - CI - k
B C
Isto é:

Se dois triangulos tém dois angulos ordenadamente congruentes, entao eles
sao semelhantes e dai decorre que tém lados homdlogos proporcionais.
(“2 angulos congruentes = triangulos semelhantes = lados proporcionais")

Exemplo:

Na figura ao lado, dado que S = B,
AB = 10 cm, BC = 8 cm, AC = 14 cm e
AS = 5 cm, vamos calcular RS = xe AR =y.

(Note que |<?_)S nao € paralela a <BTE))

A
S
R
C B
Iniciamos por notar que o angulo A é
comum a dois triangulos. A seguir separamos A A
estes triangulos colocando nas figuras os
14
y 10
R
C B B

“dados" e os “pedidos”. 5

X

X
A é comum A N B B 8
14

—
*
=
>
<
o1

Logo,RS=4cmeAR =7 cm.

(*) Nos numeradores colocamos os lados de um dos tridngulos e nos denominadores os homélogos do outro.
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187. 2° caso

“Se dois lados de um triangulo sao proporcionais aos homdélogos de outro
triangulo e os angulos compreendidos sao congruentes, entao os triangulos sao
semelhantes.”

A demonstracao € analoga a do 1¢ caso, usando-se o caso de congruéncia LAL
(em lugar de ALA) e o teorema fundamental.
O esquema deste caso € o0 que segue:

A

_b _
_I_bl_k

AI

P2
i

188. 32 caso

“Se dois triangulos tém os lados homaologos proporcionais, entao eles sao
semelhantes.”

A demonstracao deste caso € analoga a do 1° caso, usando-se 0 caso de con-
gruéncia LLL (em lugar de ALA) e o teorema fundamental.
0O esquema deste caso € o que segue:

A b

B

I
(wold
I

I
o

—.=—=%=k — AABC ~ AAB'C' = (A=A'B
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189. Observacdes:

Com base nos casos de semelhanca, podemos ter os resultados seguintes.

Se a razao de semelhanca de dois triangulos é k, entao:
a razao entre lados homdlogos € k;
a razao entre os perimetros € k;
a razao entre as alturas homélogas € k;
a razao entre as medianas homélogas € k;
a razao entre as bissetrizes internas homoélogas é k;
a razao entre os raios dos circulos inscritos € k;
a razao entre os raios dos circulos circunscritos € k;

a razao entre dois elementos lineares homélogos é k;
e 0s angulos homoélogos sao congruentes.

EXERCICIOS

459. Se angulos com “marcas iguais” sao congruentes, determine as incégnitas nos
casos:

a) b)
10 X « 8
12 6 3 6
8 y 6 y

460.Se o = f3, determine x e y nos casos:
a)
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461.Determine x € y nos casos:
a)

462.Sendo r e s retas paralelas, determine x nos casos:

21

463.Se AB // ED, DE = 4 cm, CD = 2 cm e BC = 6 cm, calcule a medida de AB.
A

464.Na figura abaixo, AB é paralelo a DE.
a) Prove que os triangulos ABC e EDC sao semelhantes.
b) Sendo AB = 5, AC = 6, BC = 7 e DE = 10, calcule CD.

A B

D E
465. Na figura ao lado, determine o valor de x. A
5 //
/
A

[——

8

C
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466. Calcule o valor de x, sabendo que a figura
ao lado € um paralelogramo.

467. Na figura, as medidas sao AB = 8 cm,
BC = 3 cm e AE = A5 cm. ACaIcuIe
x = DE, sabendo que ACE = ADB.

468. Nas figuras, determine x.

a)8/
Vi

469. Dada a figura, determine o valor de x.

470. Na figura ao lado, consideremos os qua-
drados de lados a e b (a > b). Calcule o
valor de x.

471.Na figura ao lado, consideremos os qua-
drados de lados x, 6 e 9. Determine o peri-
metro do quadrado de lado x.

9 | Fundamentos de Matematica Elementar
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472. Determine a medida do lado do quadrado da C
figura. E D
4 -1 []
-
A ; B
6

473. Prolongando-se os lados obliquos as bases de um trapézio, obtemos um ponto
E e os triangulos ECD e EAB. Determine a relacao entre as alturas dos dois
triangulos, relativas aos lados que sao bases do trapézio, sendo 12 cm e 4 cm
as medidas das bases do trapézio.

M

474, As bases de um trapézio ABCD medem 50 cm e

S
z

30 cm e a altura 10 cm. Prolongando-se os lados RN
nao paralelos, eles se interceptam num ponto E. De- I,’ i \\
termine a altura EF do triangulo ABE e a altura EG do c/ 16 _“\p
triangulo CDE (vide figura). / ! \

A : B

-

475. Num triangulo is6sceles de 20 cm de altura e %O cm de base esta inscrito um

retangulo de 8 cm de altura com base na base do tridngulo. Calcule a medida
da base do retangulo.

476. Determine x e y.

4
3 - X
-]
6 y
[T
9
16
477. Na figura, temos: AB = 8, BC = 15,AC =17 e A D
EC = 4. Determine x = DEey = CD.
X
y
E
B C
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478.Na figura ao lado, o quadrado DEFG A
esta inscrito no triangulo ABC. Sendo G .
BD = 8 cm e CE = 2 cm, calcule o pe-
rimetro do quadrado.

B b E C

479. Num retangulo ABCD, os lados AB e BC D C

medem 20 cm e 12 cm, respectivamen-

te. Sabendo que M € o ponto médio do £

lado AB, calcule EF, distancia do ponto

E ao lado AB, sendo E a interse¢ao da

diagonal BD com o segmento CM. A M F B
480. Na figura, determine x.

8 10
10

481.Consideremos um triangulo ABC de lado BC = 10 cm. Seja um segmento CDin-
terno ao triangulo tal que D seja um ponto do lado AB. Sabendo que BD = 4 cm,
e os angulos BAC e BCD sao congruentes, determine a medida de AD.

482.Pelos pontos A e B de uma reta tracam-se perpendiculares a reta. Sobre elas
tomam-se os segmentos AC = 13 cm e BD = 7 cm. No segmento AB = 25 cm
toma-se um ponto P tal que os angulos APC e BPD sejam congruentes. Calcule
a medida de AP.

483. Considere a circunferéncia circunscrita a um triangulo
ABC. Seja AE um diametro dessa circunferéncia e AD
a altura do triangulo. Sendo AB = 6 cm, AC = 10 cm
e AE = 30 cm, calcule a altura AD. D
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484.Calcule R, raio da circunferéncia circunscrita ao trian- A
gulo ABC da figura, sendo AB = 4, AC = 6 e AH = 3.

485.Dois circulos de raios R e r sao tangentes exteriormente no ponto A. Sendo C e
D os pontos de tangéncia de uma reta t externa, com os dois circulos, determi-
ne a altura do triangulo ACD relativa ao lado CD.

486.0 ponto O € a intersecao das diagonais AC e BD de um losango ABCD. Prolonga-se
o lado AD até um ponto F de modo que DF = 4 m. Se OF encontra CD em E e
ED = 2 m, determine o lado do losango.

487.De um triangulo ABC sabemos que o angulo A é o dobro do angulo C, que
AB = 6 m e que AC = 10 m. Determine BC.

488.Na figura, as semirretas PA e PB s3o tangentes
a circunferéncia. Se as distancias entre Q e as
tangentes s@o 4 e 9, ache a distancia entre Q e a
corda AB.

489. As retas t e ¢ sao tangentes as circunferéncias em
A. Determine AB em funcao de a = BC e b = BD.

490.Na figura ao lado, RQ é perpendicular a PQ, PQ
é perpendicular a PT e TS é perpendicular a PR.
Prove que: R
(TS) - (RQ) = (PS) - (PQ)
\ .
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III. Poténcia de ponto

190. vamos estudar a poténcia de um ponto P em relacdo a uma circunferéncia A.

19 caso: P é interior a A 292 caso: P é exterior a A

aERN Y P

S

__ Em casos como os das figuras acima dizemos que RS é uma corda e que RP e
PS sao suas partes; PX € um “segmento secante” e PY é sua parte exterior. Com
isto, vamos a uma:

191. Deducgao (para os dois casos)

Se por P passam duas retas concorrentes que interceptam a circunferéncia
em A, B, C e D, respectivamente, temos:

@
Considerando os triangulos PAD e PCB:
P comum (ou 0.p.v.)
. . BD — APAD ~ APCB = & _PD
A=C= - PC PB

= (PA) - (PB) = (PC) - (PD)
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192. Enunciados

No 1¢° caso: “Se duas cordas de uma mesma circunferéncia se interceptam,
entao o produto das medidas das duas partes de uma € igual ao produto das
medidas das duas partes da outra”.

No 2¢ caso: “Se por um ponto (P) exterior a uma circunferéncia conduzimos
dois ‘segmentos secantes’ (PA e PC), entéo o produto da medida do primeiro (PA)
pela de sua parte exterior (ﬁ) € igual ao produto da medida do segundo (%) pela
de sua parte exterior (PD)".

193. Generalizagao do 1° caso

Consideremos as cordas ﬁ, ﬁ, E_F, @, . MN que se interceptam em P.

Com o resultado anterior e tomando AB para comparacgao, temos:

(PA) X (PB) = (PM) X (PN) ‘

Donde concluimos que, fixados o ponto P e a circunferéncia, (PA) X (PB) é
constante, qualquer que seja a corda AB passando por P. Este produto (PA) X (PB) é
chamado poténcia do ponto P em relacao a circunferéncia.

Logo,

(PA) X (PB) = (PC) X (PD) = (PE) X (PF) = (PG) X (PH) = ...
... = (PM) X (PN) = Poténcia de P em relacao a circunferéncia A (O, r).
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194. Generalizagao do 2° caso

Consideremos o segmento secante PA,
sua parte exterior PB e um segmento PT tangen-
teaA.

Analisando os triangulos PAT e PTB, vem:

P comum
. TB}! = APAT~ APTB =
A=t=—
2
PA  PT
= = =5 = (PN X (PB) = (PT):

Com o resultado anterior, e procedendo de modo analogo ao feito no 1¢ caso,
temos:

(PA) X (PB) = (PC) X (PD) = (PE) X (PF) = ... = (PM) X (PN) = (PT)> =
= Poténcia do ponto P em relagao a circunferéncia A (O, r).

EXERCICIOS

491.Em cada caso, determine a incognita.

a) ’ b) 4 3
S
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o ) N
X
X
2
d) f)
/

492. Determine o valor de x nas figuras abaixo.

b)
b) C
V4l O’
D

494.Na figura, calcule as medidas das cordas BD e CE.

B E
AB = 3x %
AC=4x — 1 V
AD=x+1

AE = x
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Solugao

(AB) X (AD) = (AC) X (AE)
3x(x + 1) = (4x — 1)x

x = 0 (nao serve) oux = 4
BD=3x+x+1=17;
CE=4x—-1+x=19

Determine o valor de x nas figuras abaixo.
b)

a) A
2
C ’ /
/X
B
Determine o raio do circulo nos casos:
a) b) m .
M

Na figura, sendo ED: EC = 2 : 3, AE = 6 e EB = 16, c A
calcule o comprimento de CD.
B D

Determine a medida do segmento DE da figura,
sabendo que AB € o diametro da circunferéncia, B

D
0 ponto de tangéncia do segmento BC a circunfe-
réncia e DE é paralelo a BC.

11
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Solugao
Poténcia de ponto = (BC)?=9:-25 = BC =15

BC AC 15 25

DE_AD — DE_ 10 LE=E

Semelhanca =

499. Calcule a poténcia de um ponto P em relagcao a uma circunferéncia de centro O
e raio r, em funcao da distancia d entre O e P e do raio r.

Solucao

Conforme vimos nos itens 193 e 194, qualquer corda (ou segmento se-
cante) serve para nos dar a poténcia x de P em relacao a circunferéncia.

No 1¢ caso: x=(PA)x (PB) = (d + 1) X (r—d)=r2 — a2
No 2¢ caso: x=/PA)Xx(PB)=(@d+nNx@d—-r=0d—r

Nos dois casos: x = |d? — r?|.

500. Na figura ao lado, calcule pot A + pot B + pot C. A

Observacao:
pot A = poténcia de A em relacdo a A

C

501.Por um ponto P distante 18 cm de uma circunferéncia, traca-se uma secante
que determine na circunferéncia uma corda AB de medida 10 cm. Calcule o
comprimento da tangente a essa circunferéncia tracada do ponto P, sabendo
que AB passa pelo centro da circunferéncia.
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502. Determine o raio do circulo menor inscrito num qua- B
drante do circulo maior, da figura ao lado, sendo 2R o r
diametro do circulo maior.

D,

503. Duas cordas AB e CD interceptam-se num ponto P interno a uma circunferéncia.
Determine a medida do segmento BP, sabendo que os segmentos CP, DP e a
corda AB medem, respectivamente, 1 cm, 6 cm e 5 cm.

504. Num circulo duas cordas se cortam. O produto das medidas dos dois segmentos
da primeira corda é 25 cm?2. Sabe-se que na segunda corda o menor segmento

vale % do maior. Determine a medida do maior segmento dessa segunda corda.

505.AB e Eséo duas cordas de medidas iguais, pertencentes a um circulo. Uma
corda AD intercepta a corda BC num ponto P. Prove que os triangulos ABD e APB
sao semelhantes.
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