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Circunferéencia

I. Definigoes — Elementos

139. circunferéncia é um conjunto dos pon-
tos de um plano cuja distancia a um ponto
dado desse plano € igual a uma distancia (nao
nula) dada. O ponto dado € o centro, e a dis-
tancia dada é o raio da circunferéncia.

e circulo

Dados: um plano «, um ponto O de o € uma distancia r,

)\(O, r) = {P SN | dP,O = r}

onde (O, r) representa a circunferéncia de centro O e raio r.

140. Posigdo de ponto e circunferéncia

Dado um ponto X e uma circunferéncia
NO, 1),

Xéinternoa\ & dyo <r

X pertence a N & dyo =T

X éexternoaN < dxo>r

Na figura, | € interno a A, P pertence a \
e E é externo a A.
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CIRCUNFERENCIA E CIRCULO

141. Interior e exterior
O conjunto dos pontos internos a uma
circunferéncia é seu interior.

O conjunto dos pontos externos a uma
circunferéncia é seu exterior.

Sendo A\(O, r) uma circunferéncia de um
plano a:

interiorde A = {P € a | dpo < 1}
exteriorde N = {P € a | dpo > 1}

142. Corda, diametro e raio

Corda de uma circunferéncia € um seg-
mento cujas extremidades pertencem a cir-
cunferéncia.

AB é uma corda.

Diametro de uma circunferéncia € uma
corda que passa pelo centro.

CD é um diametro.

exterior

interior

Um raio de uma circunferéncia é um segmento com uma extremidade no centro

e a outra num ponto da circunferéncia.
OP é um raio.

143. Arco de circunferéncia e semicircunferéncia

Consideremos uma circunferéncia A de centro O e sejam A e B dois pontos de
N\ que nao sejam extremidades de um diametro. Nessas condicdes, temos:

a) arco menor AB ¢ a reunido dos con-
juntos dos pontos A, B e de todos
0s pontos de N que estdo no inte-
rior do angulo AOB;

b) arco maior AB é a reunido dos con-
juntos dos pontos A, B e de todos
0s pontos de A que estao no exte-
rior do angulo AOB.

Fundamentos de Matematica
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CIRCUNFERENCIA E CIRCULO

Se considerarmos AOB como sendo o setor angular ou o angulo completo,
podemos ter:

arco menor AB = A N AOB

Os pontos A e B sao as extremidades do arco.
Seguindo a figura, indicaremos 0s arcos como segue:

—_

AB = arco menor AB AXB = arco maior AB

Salvo aviso contrério, ao nos referirmos ao arco AB, estamos considerando o
arco menor.

Se A e B sao extremidades de um
diametro de \, semicircunferéncia AB é
a reuniao dos conjuntos dos pontos A, B N
e de todos os pontos de N que estao
num mesmo ie)miplano dos determina- 4 4
dos pela reta AB. A 0 B

Se a é um desses semiplanos, po-
demos ter:

semicircunferéncia AB = A N «

144. Circulo

Circulo (ou disco) € um conjunto
dos pontos de um plano cuja distancia a
um ponto dado desse plano € menor ou
igual a uma distancia (nao nula) dada.

Dados um plano «, um ponto O de
o« € uma distancia r,

circulo de centro O e raio r = ¢(0, 1) = {P € a | dpp < 1}

O circulo é a reuniao da circunferéncia com seu interior.

Centro, raio, corda, diametro e arco de um circulo sao o centro, o raio, a corda,
o diametro e o arco da respectiva circunferéncia.
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CIRCUNFERENCIA E CIRCULO

145. Setor circular, segmento circular e semicirculo

Consideremos um circulo ¢ de centro O e sejam A e B dois pontos da circunfe-
réncia de ¢ que nao sejam extremidades de um diametro.

1¢°) Setor circular

a) Setor circular menor AOB € a reuniao
dos conjuntos dos pontos dos raios OA A
e OB e de todos os pontos do circulo ¢
que estdo no interior do angulo AOB. B

b) Setor circular maior AOB € a reuniao
dos conjuntos dos pontos dos raios OA
e OB e de todos os pontos do circulo ¢
que estdo no exterior do angulo AOB.

Salvo aviso contrario, quando nos referirmos ao setor circular AOB, estaremos
considerando o setor circular menor.

Se considerarmos AOB como sendo o setor angular (4ngulo completo), podere-
mos ter:

setor circular AOB = AOB N ¢

29) Segmento circular

a) Segmento circular menor AB € a inter-
secao do cfrculog): com o semiplano de
origem na reta AB e que nao contém o
centro de c.

Sendo a esse semiplano (vide figura):
Segmento circular menor AB = o > ¢

b) Segmento circular maior AB € a interse-
¢ao do circulo ¢ como semiplano de
origem na reta AB e que contém o cen-
tro de c.

segmento

Quando nos referimos ao segmento circular, salvo aviso em contrario, conside-
ramos o menor.
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3¢) Semicirculo

Se A e B sao extremidades de um
diametro de ¢, semicirculo AB é a inter-
secao do circulo ¢ com um dos semipla-

. <>
nos de origem na reta AB.

Semicirculo AB = « N c.

CIRCUNFERENCIA E CIRCULO

semicirculo

> Q
> Q

A 0 B

II. PosicoOes relativas de reta e circunferéncia

146. Secante — definicao

Uma reta secante a uma circunfe-
réncia € uma reta que intercepta a cir-
cunferéncia em dois pontos distintos.

Dizemos que a reta e a circunfe-
réncia sao secantes.

sN X\ ={A B}

147. Propriedade da secante

Ve

a) Se uma reta s, secante a uma circunfe-

réncia \(O, r), nao passa pelo centro O,
intercepta A nos pontos distintos A e B,
eseMéo p(@;co médio da corda AB,
entdo a reta OM € perpendicular a se-
cante s (ou a corda AB).

Hipotese

Demonstracao:

Tese
. — <—> —
(M € ponto médio da corda AB, M # O) = OM L AB

Pelo caso LLL, os triangulos OAM e OBM sao congruentes.

<> —_— <>
Dai decorre que OM 1L ABe OM L s.
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CIRCUNFERENCIA E CIRCULO

( )
b) Se uma reta s, secante a uma circun-

feréncia \(O, r), nao passa pelo centro <7

O, intercepta N nos pontos distintos 'A B

A e B, entao a perpendicular a s con- s
duzida pelo centro passa pelo ponto
médio da corda AB.

N

Hipotese Tese

OM perpendicular a corda AB = AM = MB

Demonstracao:

Pelo caso especial de congruéncia de triangulos (cateto-hipotenusa), os trian-
gulos OAM e OBM sao congruentes. Dai vem AM = MB, ou seja, M € o ponto médio
da corda AB.

Observacoes

12) Usando o caso de congruéncia LLL, pode-se provar a propriedade: A media-
triz de uma corda passa pelo centro da circunferéncia.

22) Sendo s secante a \(O, 1), entdo dgs < r € reciprocamente.

148. Tangente — definigao

Uma reta tangente a uma circunferén-
cia € uma reta que intercepta a circunferéncia
num unico ponto.

A reta tangente a uma circunferéncia
tem um ponto comum com a circunferéncia, e
os demais pontos da reta sao externos a cir-
cunferéncia.

O ponto comum € o ponto de tangéncia.

Dizemos que a reta e a circunferéncia sao tangentes.
Na figura:
tN N ={T}
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CIRCUNFERENCIA E CIRCULO

149. Propriedade da tangente

a) Toda reta perpendicular a um raio na sua extremidade da circunferéncia € tan-
gente a circunferéncia.

Seja a circunferéncia \(O, r) e T um de
seus pontos.
Hipotese Tese
t L OTemT = tétangente a \

Demonstracgao:

Seja E outro ponto de t, distinto do
ponto T.

(OT L te OE obliquoat) = OE>O0T = OE>r = Eéexternoa .

Logo, a reta t tem um Unico ponto T comum com \, pois 0s demais sao exter-
nos.

Portanto, t é tangente a \.

[b) Toda tangente a uma circunferéncia é perpendicular ao raio no ponto de tan-]
géncia.

Hipotese Tese
ttangentearemT = t L OTemT

Demonstracgao:

Se t nao fosse perpendicular a OT, teriamos o que segue.
Seja M pé da perpendicular a reta t por O. O ponto M seria distinto de T.
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N _
Tomando na semirreta oposta a MT um ponto X tal que MX = MT, teriamos:
OM comum, OM L TX, MX = MT =5 AOMX = AOMT = OX = OT =

= OX=r = XEN.

Portanto, t interceptaria A\ em dois pontos distintos, T e X, o que é absurdo, de
acordo com a hipétese.

Logo, t é perpendicular a OT em T.

Observacao
Se t € tangente a circunferéncia A(O, r), entao do = r € reciprocamente.

150. Exteriox — definicao

Uma reta exterior a uma circun-
feréncia é uma reta que nao intercep-
ta a circunferéncia.

e
\\
Dizemos que a reta e a circunfe-
réncia sao exteriores.
Na figura:
eNN=y¢ Y

151. Posigoes

Considerando uma reta s, uma circunferéncia \(O, r) e sendo d a distancia do
centro O a reta s (d = dg), ha trés possibilidades para s e \:

S
S
s<_A T :
kB
A A N
sN AN ={A B} sNA={T} sNA=U
S e \ secantes s e \ tangentes s e \ externas

1850 Fundamentos de Matematica Elementar | 9



CIRCUNFERENCIA E CIRCULO

II1.PosicoOes relativas de duas circunferéncias

152. Definigoes

Uma circunferéncia € interna a outra se todos os seus pontos sao pontos in-
ternos da outra.

Uma circunferéncia é tangente interna a outra se tém um unico ponto comum,
e 0s demais pontos da primeira sao pontos internos da segunda.

Duas circunferéncias sao secantes se tém em comum somente dois pontos
distintos.

Duas circunferéncias sao tangentes externas se tém um unico ponto comum,
e 0s demais pontos de uma sao externos a outra.

Duas circunferéncias sao externas se os pontos de uma delas sao externos a
outra.

153. Posigoes

Considerando duas circunferéncias \,(0,, r,) € A,(0,, 1,) com r, > r, e sendo d
a distancia entre os centros, prova-se que ha cinco possibilidades para \, e \,:

d<r —r, |d=r1—r2| |r1—r2<d<r1+r2|

N, interna a \; \, tangente interna a ;| A\, € A\, sao secantes

2
A e)\z A ,’@

A, tangente externa a A, A, externa a \,
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IV. Segmentos tangentes —
Quadrilateros circunscritiveis

154. Se de um ponto P conduzirmos os segmentos PA e PB, ambos tangen-
tes a uma circunferéncia, com A e B na circunferéncia, entao PA = PB.
Hipotese Tese

PA e PBtangentes a \; A,BE N = PA=PB

Demonstracao:
Seja 0 o centro de \.
Aplicando o caso especial de congruén- N
cia de triangulos retangulos: P
OA = OB (cateto), OP comum (hipote- ,

nusa) = APAO = APBO = PA=P

Nota

O centro O de \ pertence & bissetriz de APB.

155. Quadrilatero circunscrito — definigcao

Um quadrilatero convexo € circunscrito a uma circunferéncia se, e somente se,
seus quatro lados sao tangentes a circunferéncia.

N

Na figura:

ABCD é circunscrito a A ou \ é inscrita em ABCD.
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CIRCUNFERENCIA E CIRCULO

156. Propriedade

a) Se um quadrilatero convexo € circunscrito a uma circunferéncia, a soma de dois
lados opostos € igual a soma dos outros dois.

Hipotese Tese

ABCD circunscritoa A = AB + CD = AD + BC

Demonstracao:

T D
__Sejam X, Y, Z e T os pontos de tangéncia A
de AB, BC, CD e DA, respectivamente. Z
X
A
B
. . Y C
Aplicando a propriedade dos segmentos
tangentes:
AX = AT
BX=BY | & AX+BX+CZ+DZ=AT+BY+CY+DT
CZ=CY — . N g
DZ =DT AB + CD = AD + BC

b) Se num quadrilatero convexo a soma de dois lados opostos € igual a soma dos
outros dois, entao o quadrilatero é circunscritivel a uma circunferéncia.

Sendo ABCD um quadrilatero convexo,

Hipotese Tese

AB + CD = AD + BC = ABCD é circunscritivel a uma circunferéncia.

Demonstracao:

_____Seja\ acircunferéncia tangente aos lados A D

AB, BC e CD do quadrilatero. X
A

Se ABCD nao é circunscritivel a \, existe
ABCX, com X na reta CD que € circunscrito a \.
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ABCX circunscrito a X = AB + CX = BC + AX (1)

Hipétese = AB + CD =AD + BC = AB+ CX* XD =AD + BC =
= AB + CX = AD + BC = XD (2) cD

De (1) e (2) decorre que AX = AD = XD, o que é absurdo no AADX.
Logo, ABCD é circunscritivel a uma circunferéncia.

|

157. Condicao necessaria e suficiente

Uma condicdao necessaria e suficiente para um quadrilatero convexo ser
circunscritivel a uma circunferéncia € a soma de dois lados opostos ser igual a
soma dos outros dois.

EXERCICIOS

336.Determine o raio do circulo de centro O, da-

B
dos: AB =3x — 3 e OA =x + 3.
A

337. A circunferéncia ao lado tem raio de 16 cm e

o0 ponto P dista 7 cm do centro. Determine a

distancia entre P e a circunferéncia.
338. Determine o valor de x nos casos:

a) s é perpendicular a AB b) PA e PB sao tangentes a circunferéncia

’ S
‘
A
s A 2x + 20

Fundamentos de Matematica Elementar | 9



339.

340.

341.

342.

343.
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CIRCUNFERENCIA E CIRCULO

Determine o valor de x, sendo O o centro da circunferéncia nos casos:
“

As circunferéncias da figura ao lado sao tan-
gentes externamente. Se a distancia entre os
centros é 28 cm e a diferenga entre os raios é
8 cm, determine os raios.

160°

X

>

%

As duas circunferéncias ao lado sao tangentes
internamente e a soma dos raios € 30 cm. Se a
distancia entre os centros € 6 cm, determine os
raios.

Na figura ao lado, as circunferéncias sao tan-
gentes duas a duas, e 0s centros sao 0s Vér-
tices do triangulo ABC. Sendo AB = 7 cm,
AC = 5 cm e BC = 6 cm, determine os raios
das circunferéncias.

As circunferéncias sao tangentes externamente em Q e PA e PB sao tangentes
as circunferéncias. Determine a medida do angulo AQB nos casos:
a) ondet é tangente comum e b) com APB = 100°

APB = 80°
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344.

345.

346.

347.

348.

349.

350.

351.

352.

353.

354.

Diga o numero de retas que passam pelo ponto P e tangenciam a circunferéncia
A NOS casos:
a) P pertence a \ b) P éinteriora c) Péexternoaa

Determine o nimero de retas tangentes comuns que podemos tragar a duas
circunferéncias nos casos abaixo.

a) As circunferéncias sao concéntricas distintas.

b) As circunferéncias sao exteriores.

c) As circunferéncias sao secantes.

d) As circunferéncias sao tangentes exteriormente.
e) As circunferéncias sao tangentes interiormente.

Pode um setor circular coincidir com um segmento circular? Cite o caso.
Em que caso um setor circular € um semicirculo?

0 que podemos dizer da reta que passa pelo ponto de tangéncia de duas cir-
cunferéncias tangentes entre si, sabendo que essa reta € perpendicular a reta
que passa pelos centros dessas circunferéncias?

E possivel obtermos uma corda que passa pelo ponto médio do diametro de
uma circunferéncia?

Dé a posicao de duas circunferéncias de raios r e R, sendo d a distancia entre
seus centros, nos casos abaixo:

a) r=2cm; R=5cm; d=10cm d) r=6cm; R=10cm; d=0cm

b) r=5cm; R=10cm; d=15cm e€) r=6cm; R=8cm; d=10cm
c) r=3cm;R=7cm; d=4cm

A distancia entre os centros de duas circunferéncias tangentes exteriormente é
. A ~ 4
de 33 cm. Determine seus diametros, sabendo que a razao entre seus raios € 7.

A distancia entre os centros de duas circunferéncias tangentes internamente
€ 5 cm. Se a soma dos raios é 11 cm, determine os raios.

Duas circunferéncias sao secantes, sendo 20 cm a distancia entre seus cen-
tros. Sabendo que o raio da menor circunferéncia mede 11 cm, determine o raio
da maior, que € mdltiplo de 6.

Duas circunferéncias de centros A e B sao tangentes externamente e tangenciam
internamente uma circunferéncia de centro C. Sendo AB = 12 m,AC = 17 me
BC = 13 m, determine os raios dessas circunferéncias.
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355.

356.

357.

358.

CIRCUNFERENCIA E CIRCULO

Seja P o ponto de tangéncia da circunferéncia inscrita no triangulo ABC, com o
lado AB. Se AB = 7, BC = 6 e AC = 8, quanto vale AP?

Considere um triangulo ABC de lados AB = ¢, AC = b e BC = a, e sejam P,
Q e R 0s pontos em que os lados BC, AC e AB tangenciam a circunferéncia
inscrita. Calcule os segmentos AR = x,BP =y e CQ = z.

Solucao

Temos:

AR =x = AQ =x

BP=y = BR=y

CQ=z = CP=z2

Dai vem:

Xx+y=c (1)

X+z= (2)

y+z=a (3)

2x + 2y +2z=a+b +c

Fazendoa + b + ¢ = 2p

(em que p € semiperimetro)

2x+ty+2z)=2p => x+ty+z=p (4

4)-@1)=>z=p-c (4 —(2) =>y=p—Db;

4)-@) > x=p-—a

Na figura ao lado, determine a medida do seg- A

mento BD, sabendo que a circunferéncia de cen- ’\

tro O esta inscrita no triangulo ABC, e que os la-

dos AB, BC e AC medem respectivamente 6 cm,
8cme 10 cm.

Na figura ao lado, o circulo de centro O € inscri-
to no triangulo ABC. BD = 4, AF = 3 e EC = 5.
Qual é o perimetro do triangulo ABC?
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359.

360.

361.

362.

363.

364.

Na figura ao lado, sabendo que AB = c, B A
BC = a, AC = b e p o semiperimetro do trian-
gulo, prove que AP é igual ap — a.

=

C
Um circulo é inscrito num triangulo ABC e tangencia os lados BC, AC e AB, res-
pectivamente em P, Q e R. Se AB = ¢, AC = b e BC = a e 0 semiperimetro € p,

calcule AR, BP e CQ. A
R

Na figura ao lado PA = 10 cm. Calcule o peri-
metro do triangulo PRS. P

Na figura ao lado, PA é igual ao triplo do diame- A

tro da circunferéncia. Determine a medida do D
perimetro do triangulo PDE em fungao do raio r w
dessa circunferéncia.

A hipotenusa de um triangulo retangulo mede 10 cm, e o raio do circulo inscrito
mede 1 cm. Calcule o perimetro do triangulo.

Solugao

Note que SATO é quadrado de lado 1 cm.
Indicando: BP = BT = a e CP = CS = b, obtemos:
2p=(@+1)+b+1)+a+b
2p=a+b+2+a+b

2p =10+ 2 + 10

2p = 22 cm

Na figura ao lado, calcule a medida do raio r da
circunferéncia inscrita no triangulo retangulo ABC,
sendo AB = 10 cm, AC = 24 cm e BC = 26 cm.
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365.

366.

367.

368.

369.

370.
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CIRCUNFERENCIA E CIRCULO

Determine a medida do didametro de um circulo inscrito em um triangulo retan-
gulo cujos lados medem 9 cm, 12 cm e 15 cm.

Determine o raio de um circulo inscrito em um triangulo retangulo de catetos b
e ¢ e hipotenusa a.

Na figura, sendo 2p = a + b + c e r o raio do
circulo inscrito, calcule a medida da hipotenu-
saaemfuncaodeper. a
AB =c,AC =b,AB =a

Determine o perimetro do quadrilatero ABCD,
circunscritivel, da figura.

AB =3x + 1, BC = 2x
Ch=x+1 e DA = 3x

3x

3x + 1 B

Solucao
ABCD é circunscrito = AB + CD = BC + AD

Entao:

Bx+1)+x+1)=2x+3x = x=2

perimetro = 2p = (3x + 1) + 2x + (x + 1) + 3x = 2p = 9x + 2
Logo: 2p = 20.

ABCD é um quadrilatero circunscritivel cujos lados medem AD 12 cm,
DC =9cm,BC = x + 7 e AB = 2x + 1. Determine o perimetro desse qua-

drilatero.
10 D

A

Calcule o valor do raio r do circulo inscrito no
trapézio retangulo ao lado.

159
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371.

372.

373.

374.

375.

376.

A diferenca de dois lados opostos de um quadrilatero circunscritivel € igual a
8 cm e a diferenca dos outros dois lados é 4 cm. Determine os lados do quadri-

latero, sendo 56 cm a sua soma.
A

Na figura ao lado, determine o perimetro do triangulo ADE,
sabendo que o perimetro do triangulo ABC vale 10 c¢cm, a
base BC mede 4 cm e que o circulo esta inscrito no quadri-
latero BCDE.

Determine a medida de um dos lados nao paralelos de um trapézio isésceles,
circunscrito a um circulo, sabendo que suas bases medem 30 cm e 10 cm,
respectivamente.

Prove que qualquer paralelogramo circunscrito a uma circunferéncia é losango.
Prove que o diametro € a maior corda de uma circunferéncia.

Prove que, se duas cordas de uma circunferéncia estdo a uma mesma distancia
do centro, entdo elas sao congruentes.
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Angulos na
circunferéncia

I. Congruéncia, adicao e desigualdade de arcos

158. Circunferéncias congruentes

Duas circunferéncias sao congruentes quando tém raios iguais.

159. Axcos congruentes

Dois arcos AB e CD de uma circunferén-
cia de centro O sao congruentes se, e so-
mente se, os angulos AOB e COD sao con-
gruentes.

—_—

B=CD < AOB=cOD

160. Adicao de arcos

Numa circunferéncia de centro O, o
arco AB é a soma dos arcos AC e CB se, e
somente se, o angulo AOB é soma dos angu-
los AOC e COB.

AB=AC + CB < AOB = AOC + COB

9 | Fundamentos de Matematica Elementar
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ANGULOS NA CIRCUNFERENCIA

161. Desigualdade de arcos

Numa circunferéncia de centro O, o
arco AB é maior que o arco CD se, e so- A
mente se, o angulo AOB é maior que o an- C
gulo COD.

—_

B>CD < AOB > COD

162. Notas

12) Para circulos congruentes, setores circulares congruentes ou desiguais
e segmentos circulares congruentes, adaptam-se os conceitos vistos para circun-
feréncia e arcos.

22)0s conceitos sobre arcos que emitimos sao de arcos de uma mesma
circunferéncia, porém eles podem ser estendidos para arcos de circunferéncias
congruentes.

II. Angulo central

163. Defini¢do
R B
Angulo central relativo a uma circun-
feréncia é o angulo que tem o vértice no
centro da circunferéncia.
Se numa circunferéncia de centro O A
um angulo central determina um arco Z\E, S
dizemos que: AOB angulo central
AB é o arco correspondente ao angu- AB arco correspondente

lo central AOB, ou
AB é o arco subentendido por AOB.

164. Medida do angulo central e do arco correspondente

A congruéncia, a adicao e a desigualdade de arcos foram estabelecidas em
correspondéncia com a congruéncia, a adicao e a desigualdade dos angulos

162 Fundamentos de Matematica Elementar | 9



ANGULOS NA CIRCUNFERENCIA

centrais correspondentes. Portanto, para medir um arco tomando outro arco da mes-
ma circunferéncia como unidade (arco unitario) basta utilizar os respectivos angulos
centrais.

Tomando-se para unidade de arco (arco unitario) o arco definido na circunfe-
réncia por um angulo central unitario (unidade de angulo), temos: a medida de um
arco de circunferéncia € igual a medida do angulo central correspondente.

Assim, na circunferéncia de centro O ao lado:

1) se m(AOB) = 60°, entdo
m(AB) = 60° e reciprocamente.
AOB = 60° < AB = 60°

2) se m(COD ) = 150°, entdo
m(CD) = 150° e reciprocamente.
COD = 150° < D = 150°

165. Observagao
Para simplificar a simbologia, na maio-
ria dos casos, vamos confundir um arco AB

com sua medida m(AB), indicando ambos
por AB. <

Na figura ao lado:

B = AB

III. Angulo inscrito

166. Definigao

Angulo inscrito relativo a uma circunferéncia é um angulo que tem o vértice na
circunferéncia e os lados sao secantes a ela.
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Na figura,
AVB é angulo inscrito, A ‘ v
AB € o arco correspondente ao arco su-

bentendido

AOB é o angulo central correspondente
ao angulo inscrito AVB. B

167. Medida do angulo inscrito

Um angulo inscrito € metade do angulo central correspondente ou a
medida de um angulo inscrito € metade da medida do arco correspondente.

Seja AVB o angulo inscrito de medida o
e AOB o angulo central correspondente de
medida 3. Vamos provar que:

_ B __AB
0(—2 ou OL—T

Demonstracao:

Temos trés casos a considerar:

1¢ caso 22 caso 3¢ caso

0 esta num lado do angulo O é interno ao angulo O é externo ao angulo
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No 1¢ caso:

OV = OA (raio) = AOVA isésceles = V=aeA = a

B é angulo externono AOVA = B=A+V = B=a +a=

= B =2«
Logo, a = % e, como B = AB, vem a = %
No 2¢ caso:

A SendoA C ponto»de intersggéo de V% com a circunferéncia e, sendo
AVC = a,, AOC = ,, CVB = «a,, COB = B,, temos o que segue:

1° caso: B, = 2a,
+
LoBtB 20t g,
12 caso: B, = 2a, B a

— AB
Logo, a = % e, como 3 = AB,vem a = -

[ss}

No 3¢ caso:

A SendoAC ponto de interse(;éo de \7) com a circunferéncia e, sendo BVC = a,,
BOC = B,, AVC = «, e AOC = 3,, temos o0 que segue:

1° caso: B, = 2a,

S PR 20 ma) gy

12 caso: B, = 2a, B o

Logo, a = % e, como 3 = AB, vem a = AT

168. Angulo inscrito numa semicircunferéncia

a) Todo angulo reto inscrito subenten- Y
de uma semicircunferéncia.

De fato, A B
(AVB = 90°,AVB inscrito) = AB =180° =

= AB é uma semicircunferéncia.
180°
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b) Um triangulo que tem os vértices numa semicircunferéncia é inscrito nela.

\

Se um triangulo inscrito numa semicircunferéncia tem um lado igual ao diame-
tro, entao ele é triangulo retangulo.

De fato, sendo AVB o triangulo, A e B os extremos da semicircunferéncia,
AB = 180° = AVB = 90° = AAVB é retangulo em V.

c) Em resumo:

Todo angulo reto é inscritivel numa semicircunferéncia e, reciprocamente,
todo angulo inscrito numa semicircunferéncia, com os lados passando pelas extre-
midades, € angulo reto.

169. Quadrilatero inscritivel — propriedade
Um quadrilatero que tem os vértices numa circunferéncia é quadrilatero inscri-
to na circunferéncia.

a) Se um quadrilatero convexo € inscrito numa circunferéncia, entao os angu-
los opostos sao suplementares.

Seja N uma circunferéncia.

Hipotese Tese

o A+C
ABCD inscritoem N = 18 + D = 180°
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Demonstracao:
. ) ~ BCD
Aéinscrito = A= 5 . . BCD +DAB  360°
= A+C= = = 180°
o ~ _ DAB
Céinscrito = C= 5

Como A + B + C + D = 360°, decorre que B + D = 180°.

b) Se um quadrilatero convexo possui 0s angulos opostos suplementares, en-
tao ele é inscritivel.

Seja ABCD o quadrilatero convexo.

Hipotese Tese

A+C=180° e B+ D=180° = ABCD é inscritivel

Demonstracgao:

Se ABCD nao fosse inscritivel, conside-
rando \ a circunferéncia pelos pontos A, B e
C, ela nao passaria por D e teriamos o que
segue.

Sendo E o ponto de intersecao da reta

CD com A\, o quadrilatero ABCE é inscrito.

ABCE inscrito = B + E = 180°
(B+ E=180°B + D =180°) = D =E,oqueé absurdo, de acordo com
o teorema do angulo externo no AADE.

¢) Em resumo:

Uma condicao necessaria e suficiente para um quadrilatero convexo ser ins-
critivel € possuir angulos opostos suplementares.
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IV. Angulo de segmento ou angulo semi-inscrito

170. Definigao

Angulo de segmento ou angulo
semi-inscrito relativo a uma circunferén-
cia é um angulo que tem o vértice na cir-
cunferéncia, um lado secante e o outro
tangente a circunferéncia.

Na figura,

tAB é angulo de segmento

AB é 0 arco correspondente ou subentendido

AOB é o angulo central correspondente ao angulo semi-inscrito tAB.
0O nome angulo de segmento vem do segmento circular AB.

171. Medida do angulo de segmento

Um angulo de segmento é metade do angulo central correspondente.
ou
A medida de um angulo de segmento é metade da medida do arco correspon-
dente.

a:% ou o=

Demonstracao:

1¢ caso: tAB é agudo
No triangulo isgsceles OAB calculemos
a medida do angulo A.

A+B+p=180° = A+A+B =180 =
:>2A=180°—B:>/f\=90°—% (1)
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Sendo t tangente a circunferéncia:
a+A=90° = A=90°—a (2)

De (1) e (2) decorre que o = %
Logo, a = % ecomo 3 = AB decorre que a = A2—B

29 caso: tAB é reto
AB é um didametro e AB = 180°.

3¢ caso: tAB é obtuso
Usando o adjacente suplementar de tAB, recai-se no 1¢ caso.

172. Arxco capaz — segmento (circular) capaz

Consideremos uma circunferéncia \ de
centro O e um angulo de medida a. Seja AOB
um angulo central de medida B = 2a. Os vér-
tices dos angulos inscritos (ou semi-inscritos)
relativos a A que tém os lados passando por
A e B e tém medida o estdo num arco APB.
Este arco é chamado arco capaz de «.

Na figura os angulos AV B, AV,B, AV,B, t AB e t,BA tém medida o =
O arco APB é o arco capaz de «.

173. Angulos excéntricos

a) Angulo excéntrico interior

Se duas cordas se cortam em um pon-
to interior a uma circunferéncia, distinto do
centro, entao qualquer um dos angulos que
elas formam é chamado angulo excéntrico
interior.
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A medida do angulo excéntrico interior, considerando as indicacoes da figura, é
dada por

em que a € b sao as medidas dos arcos.

De fato:

como x é angulo externo do triangulo e como « e B sao angulos inscritos,
obtemos:

_ _a,_b _a.,b _atb
(X—a+B,o¢—2,B— ) = x—2+2 = X = >

b) angulo excéntrico exterior

Se com origem num ponto exterior a uma circunferéncia tragarmos duas
semirretas, ambas secantes a circunferéncia, ou ambas tangentes ou uma secante
e a outra tangente, estas semirretas formam um angulo que é chamado angulo
excéntrico exterior.

A medida do angulo exterior, considerando as indicacoes das figuras, € dada
por

[

De fato: como a e B sdo angulos inscritos ou angulos de segmentos e o é
angulo externo do triangulo, obtemos:

a b b
<01—X+[310L—71[3—7) = ——x+? = X=—F
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EXERCICIOS

377. Determine o valor do angulo x nos casos.

a) c) e) 165°

120°

70°

b) d) f) 1o

100°

50°
150° Q
S\

378. Determine o valor do arco x hos casos:

a) w" b) c)
N
20° ’
f i 570" ‘
120° %

379. Nas figuras, calcule o valor de x.
a) C
A
B
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380. Nas figuras, calcule o valor de a.

e

381..Nas figuras, calcule o valor do arco ABC.

b)

a) A
‘ C
B
‘P
C

382. Nas figuras, calcule x.

a) o~ D b) A c) D
‘\ /.\ 4x
L L

\§
/A\

B

383.Na figura, sendo ABC = 260°, calcule o valor de a. C
P < B
A

384. Calcule o valor de x.
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386. Na circunferéncia, o arco CFD excede o
arco AEB em 50°. Determine suas medi-
das, sabendo que o angulo a mede 70°.

387. Na figura ao lado, o angulo ACD é igual a 70° e o angulo APD
é igual a 110°. Determine a medida do angulo BAC.

388. Calcule x nas figuras:

a) p b) (:b“

230° B

389. Calcule X nas figuras:
’(
D

390.Sey = 75° e AB = 100°, calcule x. A

391.Na figura, qual € o valor de «?

C
A
392. Na figura, 0 arco CMD € igual a 100° e 0o arco ANB
mede 30°. Calcule o valor de x. .
D
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393.

394

395.

396.

397.

398.

. Calcule x nas figuras:

Determine a medida do angulo «, sabendo que,
na figura ao lado, CD = R.

a) b)

Y@
w0 (S5 Vo
)

C

Calcule x nas figuras:
a) b) ABCDE é um pentdgono regular.
D

ZN

N/

A

E

Na figura, o arco BEC mede 60° ¢ OB é perpen-
dicular a AC. Determine a medida do arco AFB
e a medida do angulo ADC.

Determine as medidas dos angulos de um triangulo, obtido pelos pontos de
tangéncia do circulo inscrito com os lados de um triangulo ABC, sendo A = 60°,
B = 40° e C = 80°.

Determine a razao entre os angulos « e B da
figura ao lado, sabendo que a reta r tangencia a
circunferéncia no ponto A e que 0s arcos ﬁ, BC
e AC sdo proporcionais aos nimeros 2,9 e 7.
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399. Na figura, determine a medida do angulo «,
sabendo que o arco AB mede 100° e que a
corda CD mede R, sendo R o raio do circulo.

400. Determine o menor angulo formado por duas retas secantes a uma circunferén-
cia, conduzidas por um ponto P externo, sabendo que essas secantes determi-
nam na circunferéncia dois arcos cujas medidas valem 30° e 90°.

401.Na figura, AB e AC sao tangentes ao circulo
de centro O e Q é um ponto do arco me-
nor BC. PQR é tangente ao circulo, A = 28°.
Ache POR.

402. Na figura, AB é um diametro, a corda AM é o
lado do triangulo equilatero inscrito e BN, o
lado do quadrado inscrito. Calcule o angulo
a, formado pelas tangentes PM e PN.

403.Determine as medidas x e y.

404. Consideremos um triangulo equilatero ABC inscrito em um circulo. Determine o
menor angulo formado pelas retas tangentes a esse circulo nos pontos A e B.

405. Determine o valor de x nos casos:

i TS
1459 X
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406. Mostre que, se @e @séo arcos de medidas iguais de uma circunferéncia,
entao as cordas AB e CD sao congruentes.

Solucao
Hipotese Tese

A m(AB) = m(CD) = AB=CD

———B ~
‘ Demonstracao:
v, Sendo O o centro do circulo, considere os triangulos AOB

[> e COD em que OA = OB = OC = OD = raio e AOB = COD
C (pois AB = CD).

D Entao, pelo caso LAL, os triangulos sao congruentes.
Logo: AB = CD.
Note que vale também a reciproca desta propriedade.

407. Prove que retas paralelas distintas, secantes com uma circunferéncia, determinam
na circunferéncia, entre as paralelas, arcos de mesma medida.

408. Prove que um trapézio inscrito em um circulo é isésceles.

409. Sejam r e R os raios das circunferéncias inscrita e circunscrita em um triangu-
lo retdngulo de catetos a e b. Prove quea + b = 2(R + r).

410. Prove que a soma dos diametros dos circulos inscrito e circunscrito a um trian-
gulo retangulo € igual a soma dos catetos desse triangulo.

411.Se os lados AB e AC de um triangulo sao diametros de duas circunferéncias,
prove que o outro ponto comum as circunferéncias esta em BC.

Solugao

Seja P o outro ponto de intersecao. Como os trian-
gulos APB e APC estao inscritos em semicircunfe-
réncias, eles sao retangulos. Logo APB e APC sao
angulos retos. Entao P_B>_e pC sao semirretas opos-
tas, isto €, P esta em BC.

412.Seja ABC um triangulo acutangulo e H,, H,, H, os pés das alturas. Prove que o
ortocentro H do triangulo ABC € o incentro do triangulo H H_H..
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