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NUmero Imaginario

Chamamos unidade imagindria o
numero complexo i, de modo que:

Poténcia de i

Para n

inteiro e n > 4§,

dividimos n por 4, obtendo um
resto inteiro r, ou seja:

NUmeros
Complexos

Formo Algébrica

Z =0 + b.i

o = Re(z) parte real de z
b = Im(z) parte imagindria de z
(o e b sGo numeros reais)
seb=0 Z R

(n > 4)

Conjugado

Dado o complexo z

chamamos

Z =0 - b.i
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o + bi,

conjugado 0o
complexo z, de modo que:

[ Z
Y4

L Z

+

NI NI

NI

= 2.Re(2)
= 2.Im(2)
Z R



Potencia @fl@ss Comnplexos
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Relacao de inclusao Demonstracoes

Para todo z C, z = a + bi, temos:

@ (1) z + z = 2.Re(2)

@ z+7=(a+bi)+ (a-bi-=2a
(2) z - Z = 2.Im(2).]
z -2 =(a+ bi) - (a - bi) = 2bi
3)z=2z2 =z R

(a + bi = a - bi) b=-b,z R
Todo nuUmero real é, também, um

nUmero complexo.

NUmeros

Complexos »

Importante Consideracoes
(1) O complexo z € um numero real (1) Conjunto dos numeros reais:
se Im(z) = 0. R={a+ib C, b=0)

(2) O complexo z é um imagindrio , T
pUrO se e sé se Re(z) = 0 e Im(z) # O. (2) Conjunto dos imagindrios

(3) O complexo z é nulo se e s6 se puros: '
Re(z) = Im(2) = 0. imagindrios = {a +ib C, a =0}




Definicao Representacao

E o representacdo dos numeros
complexo, z = a + bi, pelos pontos

(P) do plano cartesiano xOy. P(x, y)

[a, parte real (Ox)
z =0 + bi<

Lb’ parte imaginaria (Oy) X

Plano de
*
Gauss
Médulo Importante

Chama-se norma do complexo z = a (1) xOy = plano de *Argand-Gauss

+ bi, o real ndo negativo N(z) = o’ (2) P = afixo de z
+ b’ 0 médulo de z (p) é dado por: (3) Ox = eixo real

p = lzl =- /N(Z - m (4) Oy = eixo imaginario

(5) © é o argumento principal de 2z

p =+/a® + b’ (6) Izl = [zl
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Forma Polar Demonstracao

Todo numero complexo z = a + bi, Para todo z C, z = o + bi, temos:
pode ser escrito sob a forma;

z = p.(coso + i.senp)
chamada forma trigonométrica ou
forma polar de z, onde:

(1) 6 é o argumento principal de z.
(2) p é o modulo de z.

P(x, y)

NUmeros
Complexos

Demonstracao

Do plano de Gauss, podemos escrever: Escreva na forma trigonométrica o

cosB = a/p e sensd = b/p complexo z = -1 + i.
sendo se z = a + bi, temos:

Exemplo

fp:Z

. Z=-1+i<
z = plalp + ib/p) | 6 = 5m/4

z = p(cose + i.senp) ’A z = 2.(cos5m/4 + i.sen5Ti/4)




Geometria Analitica
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Consideracoes

Considere dois eixos x e y
perpendiculares em O, os quais
determinam o plano a. Dado um
ponto P qualquer de a, traca - se
por ele duas retas, de modo que:

X/l xeylly
Temos que:
P, € a intersecao de x com y’
P a intersecao de y com x'

Graficamente

BI ) @
i PZ P. ‘
\
0] P X |

Sistema de eixos cartesianos
ortogonais.

Definicoes

a) abscissa de P € o numero x, = OP,;
b) ordenada de P é o numero y, = OP,;
c) coordenadas de P, X, € Y,;

d) par ordenado (x,, Y,);

e) eixo das abscissas € 0 eixo X;

f) eixo das ordenadas é o eixo y.
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Importante

(1) cada ponto (x,, Y,) € Unico em q;
(2) se a e b sGo nUmeros reais
distintos, entao (a, b) # (b, 0);

(3) "dar um ponto P" significa dar o
par ordenado (X,, Y,);

(4) "pedir um ponto P" significa pedir
suas coordenadas (x,, Y,).



Ponigoed Quadiantes

Os eixos x e y dividem o plano y
cartesiaono em quatro  regioes
chamadas quadrantes, em que dado
um ponto P (x,, y,)temos:

2° quadrante | 1° quadrante

P 1° quadrante  x,20e y,2 0
P 2° quadrante  x,c 0 e y,20
P 3° quadrante Xo¢ 0 ey« 0
P 4° quadrante Xp2 0 € yc 0

3° quadrante | 4° quadrante

(1) Um ponto pertence ao eixo das Um ponto pgrtence o bissetriz dos
abscissas, sua ordenada é nula: quadrantes impares (1°B), se tiver
coordenadas iquais:

ponto sobre Ox = {(a, 0)jJa  R) ponto na 10 B = {(m, m)lm  R)

(2) Um ponto pertence ao eixo das Um ponto pertence a bissetriz dos
ordenadas se sua abscissa é nula:; quadrantes pares (2°B) se tiver
ponto sobre Oy = {(0, b)|b R} coordenadas opostas:

ponto na 2° B = {(n, -n)| n R}



Pefinigao

Dados trés pontos colineares A, M e
B(AzM=zB), choma-se ponto médio
do segmento (AB), o ponto M, o qual
divide (AB) em dois segmentos de
mesma medida.
[ _ Xa + Xg
Xu =
" 2

Ya + Y
| Yn = - .

Mag = (X4 5 Yy) <

Bemondliva g ao

Considerando a congruéncia entre
os triGngulos AMG e MBP, temos:

Xu= Xa= Xg= X,
AQ = MP { 2Xn= Xa+ Xs

Xa + X
XM= /3\2 B
HM- HA: 93_ HM
MQ = BP < ZYn= Ya+ Ys
XM - HA + HB

2

Determine as coordenadas de M,
sendo AM uma mediana do
triGngulo ABC de vértices A(0, 0),
B(3, 7) e C(5, -1).
M estd entre B e C, dai temos:
X,= (X, + X )2 = (3 + 5)/2 =4
y,= (Y+ y )12 = (1 -10/2 =3

M= (4, 3)



Trés pontos A, B e C, estdo alinhados se eles pertencem a uma
mesma reto.

m

>
X

PO P

(9]

A Xp

No esquema acima temos que a = (3, e deste modo podemos afirmar
que pontos A, B, C sdo colineares. Da semelhanca de tridngulos
temos:

(Xg= Xa) _ (Yg- Y,)

(Xc' XB) i (Ye- Ye) (XB- XA)'(HC- HB) = (xc- XB)'(HB- UA)

(Xa= Xa).-(Yc- Ya) - (Xc- X).(Ys- Ya) = O

Se trés pontos A, B e C, estdo alinhados é verdadeira a igualdade:

Xa Yo ]
)(B» E’B 1 - ()
Xe Y 1

AULAS



© que &7

"A toda reta r do plano
cartesiano esta associada ao
menos uma equacao da forma ax
+ by +c=0emaquea, b, c sao
numeros reais, a # 0 ou b # 0, e
P(x, y) representa um ponto
genérico de r.”

rrox + by+c=20

Graficamenta

Pemenstracte

Sejam A(x,, y,) e B(x,, Yp) dois
pontos  distintos do plano
cartesiano, r é Q reta
determinada pelos pontos A e B.
Se P(x, y) é um ponto de r, entdo
X € Yy sdo varidveis. A condicdo
de alinhamento dos pontos é
dada pelo determinante a sequir.

Céleule

Como P, A, B ¢ sao colineares, temos:;
X y 1

Xa Ya 1] =0

Xg Yp 1

(Y- Y)x + (x,- %)y + (x,y,- x,y,) = 0
| R — b J . ~ J
c

(0]
,A rrox + by + c =0




Forma Geral Forma reduzida

Dada uma reta r, podemos Dada a equacao geral da reta
determinar pelo menos uma rrax + by + c =0, se b z 0,
equacao do tipo. temos:

noxebyros0 o weece Rl
Essa equacdo € chamada de R

equacao geral da reta r, a qual
é satisfeita por todos os m = coef. angular

: = mx +
pontos P(x, y) pertencentes a r. Yy n {n - coef. linear

Forma segmentaria Demonstracao
Dada uma reta r, que intercepta Como P(p, 0) e (0, q) temos:
Os eixos cartesianos nhos pontos X 1
P(p, 0), (0, q), distintos, temos: "
) ) s /s ) . 0 q 11 = O qx + Py - Pq = 0
0 1
ISR B P

P q Qx + Py = pq + (Pq)
essa igualdade é denominada X y
equacao segmentadria da reto. P + q =1

AULAS



Entre dois pontos A disténcio d entre os pontos A

e B pode ser calculada pelo

A teorema de Pitdgoras (tridngulo

74 "'2 ABC).
: d d'= d;c"' df\c

| A
| | x

O XA Xp d2= (AX)2+ (AU)Z

Distancias

Entre ponto e reta

A distdncia d entre uma reta r, de
equacao geral ax + by + ¢ = 0, e
um ponto P(x, , y,) € dada por:

d = ax,+ by,+ C
o'+ b’

Substituimos as coordenadas de P
no numerador da equacGo, e
dividir o resultado por +/a’+ b’.

AULAS




Parnte Cammm

O ponto P de intersecao entre
duas retas, r e s, deve satisfazer
as equacoes de ambas as retas.
Entdo o ponto comum P(x,, Y,),
deve ser a solugcdo do sistema
abaixo:

r-ox+by+c=0
s:oX+by+c,=0

\\
—

—_—— ==

/’ - ~
Interseccao

., de retas
=

Exemplo

Obter a interse¢cao das retas:
rx-y+1=0es:2x+y-2=0
Resolvendo o sistema pelo método da
adicao temos:

X-y+1=0 (I
2x +y -2 =0 (II)
3X -1=0

X =1/3

113-y+1=0
y =4/3

r s = (1/3, 4/3)

GEraficamenta

Importante:

Retas paralelas ndo tém
pontos comuns entre si,
portanto o) sistema nao
apresenta solucao.




O que é?

Dados trés pontos colineares A,
B e C (A= B # C), chama-se
razdo entre os segmentos
orientados (A_B)) e (BC), o numero
real r tal que:

rzA__B)z Xa= Xa _ Ya~ Ye
B_C) Xe = Xg 9~ Y
Exemplo

Dados A (5, 3) e B (-1, -3), seja C
a intersecdo da reta AB com o

eixo do_s> o_l)ascissas. Calcule o
razao (AC)/(CB).
A_é Yo~ Yn _ 3-0

r = = = =
_B) HB- HC O-(-B) 1

O

AULAS

Graficamente

Razao de
seccao

Importante

1°) Se AB e BC tém o mesmo
sentido, entdo a razdo r é
positiva, caso contrario razéo r
é negativa.

2°) A roazao entre as areas dos
triGngulos BCE e ABD é r2

3°) Se B é o ponto médio do
segmento AC entado r = 1.
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Dados um ponto C(a,b), pertencente a um plano a, e uma distGncia
r ndo nula, chama-se circunferéncia (t) o conjunto dos pontos
de a que estdo 4 uma distdncia r do ponto C. Um ponto P(x, y)
pertence a T, se a distGncia (PC) for iqual ao raio r.

HA
P(x,y)

b |---

circunferéncio = {P o« | (PC) = 1}

A equacao reduzido da circunferéncio é aquela que é satisfeita
pelos pontos P(x, y) pertencentes a T, de centro C(a,b).

P T (PC)=r
\Jx-or+(y-bp =r

dai, vem a equacgao reduzida da circunferéncio:

(x -a)+(y-bP=r

AAAAA



Problema ye
P(x,y)
Dados um ponto P(x,y) e uma
circunferéncia T de equacgao: b
(x -a) +(y-b)=r
A posicdo de P em relagdo a Té T
dada pela distancia de P até o .
centro C(a, b), em compararmos o ¢
com a medida do raio r.

Neste caso P é exterior a T,

pois PC > r.
o AV
0 UGy alo- ol
Casos possiveis Exemplo
1° caso: P é exterior a 7 (PC > r) GQual é a posicao de P(2, 3) e 7
(x-o)’+(y-b)’-r’>0 X2+92_4X=0?
2° caso: P pertence a v (PC = r) Substituindo as coordenadas de P
temos:
(x - o) +(y-b)f-r=0 22 +32-42=5
3° caso: P é interior a 7 (PC < 1) como 5> 0 P exterior a t

(x-a)+(y-b)y-r<0

ijijijij



Definicao

Dados um ponto F e uma reta d, pertencentes a um plano a, com F

ds

sejo p a distdncia entre F e d. Parabola é o conjunto dos pontos de a

que estdo a mesma distancia de F e de d.

S
@D Parédbola = (P a | PF = Pd)

Elementos Equacao reduzido

Foco Eixo de Simetrio em OX  Eixo de Simetria em Oy
Diretriz y? = 2px x? = 2py

Vértice

F

d

P Parametro (Fd)
V P < O() () p > O
'}

VF = p/2

P<0 )

PP
F Eixo de Simetria > \/ /)



ré

=\

N

0>

S
\ ; Elipse = (P

Definicao
Dados dois pontos distintos F1 e F2, pertencentes a um plano a, seja

2¢ a distdncia entre eles, elipse é o conjunto dos pontos de a cuja
soma das distancias a F1 e F2 é iqual a 2a (sendo 2a > 2c¢).

Elementos

F1 e F2 focos

A1A2
B1B82
2cC
c/a

eixo maior (20)

eixo menor (2b)
distoncia focal (F1F2)
excentricidade

o = b? + ¢?

a | (PF1) + (PF2) = 20}

Equacao reduzida

Vo cF + (k- OF + Vix - cF + (y - OF = 20
desenvolvendo a igualdade teremos:

X2 yz_ y2 xz
54'5—1 ov E-'-E:l

A (eixo maior em 0x)  (eixo maior em 0y)
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Definicao
Dados dois pontos distintos F1 e F2, pertencentes a um plano q, seja 2c

a distdncia entre eles, define-se Hipérbole o conjunto dos pontos de a
cuja diferenca das distdncias o F1 e F2 é igual a 2a (sendo 2a > 2c).

—_

T

Hipérbole = (p

Elementos

Fil e F2 focos

A1A2
B1B82
2cC
c/a

eixo real (20)

eixo imagindrio (2b)
distancia focal (F1F2)
excentricidade

a® = b* + c?

a | (PF1) - (PF2) = +2a}

Equacao reduzida
\ix+ ¢+ (x-0F - \/x-cP+(y-OF = 2a

desenvolvendo a igualdade teremos:

2 2
X X _qou Y X g4
Qaz b2 Qa2 b2

(eixo real em 0x) (eixo real em 0y)



Polindmios
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RPoelindmie

0 que €?

Chamamos  expressao  polinomial ovu
polindmio na variavel complexa x, toda
expressao da forma:

2

n n-1 n- 1
ax+a X""'+a X"+ . +0X+a0,

Onde:
o coeficientes a,a .,,0 ., .. 0,0

n-1

« Os coeficientes sdo numeros complexo
e N € um inteiro nuUmero nao negativo

Grou

O grau do polinbmio é dado pelo maior
expoente de x.

Exemplo: P(x) = 2x*+ 5x° - 3x* + 4

O polindbmio P(x) tem grav igual a 4.

A @
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Polindmie

® Valor Numerico

Atribvindo-se um valor k o variadvel x,
determinamos o valor numérico do
polindmio para x = k, indicamos P(k).

Exemplo: Dado P(x) = 2x*+ 5x°® - 3x* + 4,
determinar P(-1).

P(-1) = 2(-1)*+ 5(-1)* - 3(-1)* + 4
P(-1)=2-5-3+4=-2

Igualdade

Dois polindmios P(x) e Q(x) sado idénticos
se, e somente se, P(K) = Q(K), k C.

Raiz

Choamamos de raiz do P(x) todo numero
complexo k, tal que, P(K) = O.

AULAS



ADICAO

Para adicionar-se dois polindmios Temos que:

P(x) e @G(x), devemos somar oOs R(x) = P(x) + O(x)
coeficientes das partes semelhantes. 3 2
Exemplo: Dados P(x) = 2x++ 5x® - 3x* + P(x) = 2xE+ SX1 - 3x* + 4

4 e Q(x) = 5 + 3x* + x°, determine P + G(x) = X* + 4x* + 5
Q R(x) = 2x*+ 6X° + x> + 9

Solucao: O resultado da adigcao entre
P e Q sera um polindmio R.

o~
5 As regras aplicadas a
P :RA adicdo P + O sG0 as mesas
D aplicadas & subtracdo P -

GRAU DA SOMA gr(P.0) = gr(P) + gr(0)

Se os polinOmios P(x) e Q(x), tem Exemplo:
graus m e n, respectivamente, com m P(x) = 2x*+ 5x° - 3x* + 4

2 n, e P+ G ndo nulo, entao: a(x) = ¥ + 4y + §
gr(P £ G) < m R(x) = 2x*+ 6x* + Xx* + 9
No exemplo ao lodo, m = 4 e n = 3, gr(P + Q) = 4

temos que gr(P + Q) = 4.
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MULTIPLICACAQ

Definimos o produto de P por QG Solucao: P(x).G(x) serd,
como a soma dos produtos de  (2x*+ 5x° - 3x* + 4)(4x® + 3x* - 2)

cada monomio de P por todos = 8x"+ 26X°+ 3x°- 13x*+ 6Xx° + 18x%®
os mondmios de O. + 0X - 8.
Exemplo: Dados P(x) = 2x*+ 5x® - Finalmente, P(x).Q(x) = 8x" + 26x°

Ix* + 4 e Q(x) = 4x® + 3x* - 2, + 3x°- 13x*+ 6X° + 18x* - 8.
calcular P(x).Q(x).

O grau do produto P.G sera:
gr(P.Q) = gr(P) + gr(Q)

DISPOSITIVO PRATICO

o) : . ox: -2 Somando-se os termos nas
N b 3X diagonais destacadas:

4
2x* | X 6x° 0x® -4X Finalmente P(x).G(x) = 8x"+ 26X°
5x* | 20¥ 15%° Ox*  -10x* | + 3x5- 13x*+ 6X° + 18Xx? - 8.

-3x* | -12x*  -9x* 0x3 6X*
Ox Ox* 0x? 0x? 0x
4 16x® 12x? 0x -8
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