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I. Funcdo constante

80. Uma aplicacdo f de R em R recebe o nome
de funcao constante quando a cada elemento
x € R associa sempre o mesmo elemento ¢ € R.

0, 0

>
X

0 grafico da funcao constante € uma reta paralela ao eixo dos x passando pelo

ponto (O, c).
A imagem é o conjunto Im = {c}.

Exemplos:

Construir os graficos das aplicacoes de R em R definidas por:

1) y=3 2)y=-1

(0, 3)
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FUNGCAO CONSTANTE — FUNCAO AFIM

II- Fungao identidade vt 1¢ quadrante

2° quadrante
81. Uma aplicacdo f de R em R recebe o nome |
de funcao identidade quando a cada elemento 1.
x € R associa o préprio x, isto é: . 0o

-1, ]

]
4° quadrante

3¢ quadrante

O grafico da funcao identidade € uma reta que contém as bissetrizes do 1° e
3¢ quadrantes.

A imagem é o conjunto Im = R.

III.Funcado linear

82. Uma aplicacao de R em R recebe o nome
de funcao linear quando a cada elemento x € R
associa o elemento ax € Rem que a # 0 é um
ndmero real dado, isto é:

f(x) = ax (@ # 0)(*)

Demonstra-se que o grafico da funcao li-
near € uma reta que passa pela origem.(**)

A imagem é o conjunto Im = R.

De fato, qualquer que seja oy € R, existe x = % € R, a # 0, tal que:

(*) Observe-se que, se a = 0, teremos a fungao constante y = 0.
(**) Essa demonstracao sera feita para um caso mais geral e se encontra nas paginas 100-101.
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Exemplos:

1°) Construir o grafico da funcao y = 2x. v A
Considerando que dois pontos distintos determi-
nam uma reta e no caso da funcao linear um dos
pontos € a origem, basta atribuir a x um valor nao 2l Q. 2)
nulo e calcular o correspondente y = 2x.

y = 2x

r X
1 2 P (0, 0) -
X

Pelos pontos P(0, 0) e Q(1, 2) tracamos a reta F?) que é precisamente o gréafi-
co da funcao dada.

29) Construir o grafico da fungdoy = —2x. \
Analogamente, temos:

y = —2x

! 0, 0) 1
2] -2 ) e

EXERCICIOS

169. Construa o grafico das funcoes de R em R:
a)y=2 c)y=-3
b) y =2 dy=0
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170. Construa, num mesmo sistema cartesiano, os graficos das fungdes de R em R:

a) y=x b) y=2x c) y=3x d y=—=

171. Construa, num mesmo sistema cartesiano, os graficos das fungdes de R em R:

a) y = —x b) y = —2x c) y=—3x d)y=—?

IV. Funcdo afim
83. Uma aplicacdo de R em R recebe o nome de fun¢ao afim quando a cada x € R

associa sempre o mesmo elemento (ax + b) € R, em que a # 0O e b sao nimeros
reais dados.

f(x) =ax + b (a # 0)

Exemplos

1°) y=3x+ 2 em que a=3 e b =
29) y=-2x+1 em que a= -2 e b =
39) y=x-3 em que a=1 e = -3
49) y = 4x em que a=4 e =0

Notemos que, para b = 0O, a funcao afimy = ax + b se transforma na funcao li-
near y = ax; podemos, entao, dizer que a funcao linear € uma particular funcao afim.

V. Grafico

84. Teorema
“0 grafico cartesiano da funcao f(x) = ax + b (a # 0) é uma reta.”

Demonstracao:

Sejam A, B e C trés pontos quaisquer, distintos dois a dois, do grafico cartesia-
no da funcédoy = ax + b (a # 0) e (Xq, Y1), (X0, ¥Yo) € (X3, Y3), respectivamente, as
coordenadas cartesianas desses pontos.
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Para provarmos que os pontos A,Be C v A
pertencem a mesma reta, mostremos, inicial-
mente, que os triangulos retangulos ABD e

BCE sao semelhantes.
De fato:
X1, y1) €Ef = yp =axg +b (1)
(X2, ¥2) Ef = y, =axy + b (2)
(X3, y3) Ef = yz =axg + b (3)

FUNCGCAO CONSTANTE — FUNCAO AFIM

Subtraindo membro a membro, temos:

Y3 — Yo = a(Xz — Xp)
Yo —¥1 = aXp — Xq)

Ys—Y2 _ Yo-—V1 _ 3
X3 = X2 X2 = Xg

Os triangulos ABD e BCE sao retangulos e tém lados proporcionais, entao sao
semelhantes e, portanto, o« = 3. Segue-se que os pontos A, B e C estao alinhados.

85. Aplicacgoes

12) Construir o grafico da funcao
y=2x + 1.

Considerando que o grafico da fungao afim
€ uma reta, vamos atribuir a x dois valores distin-
tos e calcular os correspondentes valores de y.

fx y=2x+1\
0 1
\1 3 J

0 grafico procurado é a reta que passa pelos pontos (0, 1) e (1, 3).
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22) Construir o grafico da fungao y = —x + 3.

De modo analogo, temos:

(x y=—x+3\

H

EXERCICIOS

172. Construa o grafico cartesiano das funcoes de R em R:

a)yy=2x—-1 e)y=-3x—-4

b) y=x+2 f y=—x+1

c) y=3x+2 g)y=-2x+3
2x — 3 4 — 3x

d y= h) y =

)y > )y 5

173. Resolva analitica e graficamente o sistema de equacoes:
xX—y=-3
2x+3y=4
Solucao analitica

Existem diversos processos analiticos pelos quais podemos resolver um
sistema de equacdes. Vamos apresentar dois deles.

1° processo: Substituicao

Este processo consiste em substituir o valor de uma das incégnitas,
obtido a partir de uma das equacoes, na outra.

yle=] Fundamentos de Matematica Elementar
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Resolvendo, por exemplo, a primeira equacao na incégnita x, temos:
X—y=-3 & x=y—3
e substituimos x por esse valor na segunda equagao:
20— 3)+3y=4 © 2y—-6+3y=4 & y=2
que levamos a primeira equacao, encontrando:
xX—2=-3 © x=-1
A solucao do sistema € o par ordenado (—1, 2).

2¢° processo: Adicao
Este processo baseia-se nas seguintes propriedades:

I. “Num sistema de equacoes, se multiplicamos todos os coeficientes de
uma equacgao por nimero nao nulo, o sistema que obtemos é equivalente
ao anterior (*)”.

ax + by = ¢4 kaix + kbqyy = key  (k # 0)
aoX + b2y = Coy aoX =F b2y = Co

II. “Num sistema de equacodes, se substituimos uma das equacoes pela
sua soma com uma outra equacao do sistema, o novo sistema € equiva-
lente ao anterior”.

ax + bly = Cq (al ar a2)X aF (bl a4 b2)y =Cq4 T Co
asX + be = Co = arX + b2y = Cop

O fundamento do processo da adicao consiste no seguinte: aplicando a
primeira propriedade, multiplicamos cada equacao por nimeros convenien-
tes, de modo que os coeficientes de determinada incégnita sejam opostos
e, aplicando a segunda propriedade, substituimos uma das equacoes pela
soma das duas equacoes.
) . XxX—y=-3

Assim, no sistema 2x + 3y = 4
multiplicamos a primeira equacao por 3

3x —3y=-9

2x + 3y =4

Substituindo a primeira equacao pela soma das duas equacoes, temos:

bx = =5
2x + 3y =4

(*) Sistemas de equacoes sao equivalentes quando apresentam as mesmas solugoes.
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174.

175.

que é equivalente a:

x=-1
2x + 3y =4

Substituindo x = —1 em 2x + 3y = 4, encontramos:
2. (-1)+3y=4=y=2

A solucao do sistema € o par ordenado (—1, 2).

Solucao grafica
O sistema proposto

XxX—y=-3
2x + 3y =4

€ equivalente a

y=x+3
. —2x+ 4
3

Construimos os graficos de

y=x+3 ey=

<y

Px

—2x + 4

3

A solucao do sistema sao as coordenadas do ponto de intersecao das

retas, portanto (—1, 2).

Resolva analitica e graficamente os sistemas de equacgoes.
X+y=5 4x + by = 2
a) x—y=1 d) 6x+ 7y =4
3x—2y=-14 x+2y=1
b) Yox + 3y =8 €) \2x + 4y = 3
2x — b5y =9 ¢ 2x + by =0
) 17x + 4y = 10 ) 13x—2y=0
Resolva os sistemas de equacdes:
1 n 1 3 3 _ 2 _5
a) X—y x+y 4 b) X+y+1 2x—y+3 12
T S 2 3 1
X—y X+y 4 x+y+1 2x—y+3
Sugestao:
Faca = 1 _
X—Yy X+y
Fundamentos de Matematica Elementar | 1
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176. Obtenha a equacao da reta que passa pelos pontos (1, 2) e (3, —2).

Solucao

Sejay = ax + b a equacao procurada. O problema estara resolvido se
determinarmos os valores de a e b.
Considerando que o ponto (1, 2) pertence a reta de equagao y = ax + b,
ao substituirmos x =1 e y =2 em y = ax + b, temos a sentenca
verdadeira:
2=a-1+b, istoé: a+b=2

Analogamente, para o ponto (3, —2), obtemos:

—2=a-3+b, istoé: 3a+b=-2
Resolvendo o sistema

at+thb=2
3a+b=-2
encontramosa = —2 e b = 4.
Assim, a equacao da reta é y = —2x + 4.

177.0btenha a equacao da reta que passa pelos pontos:
a) (2,3)e(3,5) c) (3,-2)e (2, -3)
b) (1, -1)e(-1,2) d (1,2)e(2,2)

178. De uma caixa contendo bolas brancas e pretas, retiraram-se 15 brancas, fican-
do a relacéo de 1 branca para 2 pretas. Em seguida, retiraram-se 10 pretas,
restando, na caixa, bolas na razao de 4 brancas para 3 pretas. Determine quan-
tas bolas havia, inicialmente, na caixa.

179. A funcao f é definida por f(x) = ax + b. Sabe-se que f(—1) = 3 e f(1) = 1. De-
termine o valor de f(3).

VI. Imagem

86. Teorema
O conjunto imagem da fungao afim f: R — R definida por f(x) = ax + b, com
a#0,éR.
De fato, qualquer que sejay € R existe x =

f(X)=f(y;b)=a- y;b

- b
ya € R tal que

+b=y.
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VII. Coeficientes da fungao afim

87. 0 coeficiente a da funcdo y = ax + b é denominado coeficiente angular ou
declividade da reta representada no plano cartesiano.
O coeficiente b da funcao y = ax + b é denominado coeficiente linear.

Exemplo:

Na funcao y = 2x + 1 o coeficiente angular é 2 e o coeficiente linear € 1. Ob-
serve que, se x = 0, temos y = 1. Portanto, o coeficiente linear € a ordenada do
ponto em que a reta corta o eixo y.

EXERCICIOS

180. Obtenha a equacao da reta que passa pelo ponto (1, 3) e tem coeficiente angu-
lar igual a 2.

Solucao

A equacao procurada é da formay = ax + b.

Se o coeficiente angular é 2, entdao a = 2.
Substituindox =1,y =3 e a=2emy = ax + b, vem:

3=2-1+b=Db=1

A equacao procurada é y = 2x + 1.

181. Obtenha a equacao da reta que passa pelo ponto (—2, 4) e tem coeficiente
angular igual a —3.

182. Obtenha a equacao da reta com coeficiente angular igual a L e passando
pelo ponto (—3, 1). 2

183. Obtenha a equacao da reta que passa pelo ponto (—2, 1) e tem coeficiente
linear igual a 4.
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184. Obtenha a equacao da reta com coeficiente linear igual a —3 e que passa pelo
ponto (—3, —2).

185. Dados os graficos das funcoes de R em R, obtenha a lei de correspondéncia
dessas funcoes.

a) c)
y yA

>y

186.0 custo C de producao de x litros de uma certa substancia é dado por uma
funcao linear de x, com x = 0, cujo grafico esta representado abaixo.

C(x) A
(reais)

1
1
1
1
i -
8 x (litros)

Nessas condicdes, o custo de R$ 700,00 corresponde a producdo de quantos
litros?
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187.Considere esta tabela para o calculo do imposto de renda a ser pago pelos

contribuintes em um certo més de 2012.

( X i d )
Renda bruta (R$) Aliquota % | Parcela a deduzir do imposto (R$)
Até 1637,11 isento -

De 1637,12 até 2453,50 7,5 122,78
De 2453,51 até 3271,38 15,0 306,80
De 3271,39 até 4087,65 22,5 552,15
\Acima de 4087,65 27,5 n )

Considerando x como a renda bruta de um contribuinte, o imposto a pagar é
funcao f de x. O contribuinte deve multiplicar a sua renda bruta pelo valor da
aliquota e subtrair do resultado a parcela a deduzir. Além disso, tal fungao deve
ser continua, para nao prejudicar nem beneficiar contribuintes cuja renda se si-
tue em faixas distintas da tabela. Note, por exemplo, que, ao passar da primeira
faixa (isento) para a segunda (aliquota de 7,5%), a parcela a deduzir (122,78)
nao permite saltos no grafico.

a) Utilize os valores i e d da tabela e dé a expressao da fungao “imposto a
pagar” relativa a uma renda x, em cada faixa da tabela.

b) Determine o valor de n da tabela para tornar a funcao obtida no item a con-
tinua.

VIII. Zero da fungao afim

88. Zero de uma funcao é todo nidmero x cuja imagem é nula, isto &, f(x) = O.

( xézerodey = f(x) & f(x) =0 )

Assim, para determinarmos o zero da funcao afim, basta resolver a equacao de

1° grau:

ax + b=0

S ~ b
que apresenta uma unica solugéo x = ——
a

De fato, resolvendo ax + b = 0, a # O, temos:

ax+b=0(:>ax=—b<:>x=—£
a
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Exemplo:

1
O zero da funcao f(x) = 2x — 1 é x = ? pois, fazendo 2x — 1 = O, vem

1
X=—
2

Podemos interpretar o zero da funcao afim como sendo abscissa do ponto

onde o grafico corta o eixo dos x.

podemos notar que a reta intercepta o eixo dos x

1. 1
emx=?, isto €, no ponto |—, 0.

Exemplo: A
Fazendo o grafico da fungaoy = 2x — 1,

2
X il
0 -1
1 1

EXERCICIOS

188. Na hora de fazer seu testamento, uma pessoa tomou a seguinte decisao: divi-
diria sua fortuna entre sua filha, que estava gravida, e a prole resultante dessa
gravidez, dando a cada crianga que fosse nascer o dobro daquilo que caberia a
mae, se fosse do sexo masculino, e o triplo daquilo que caberia a mae, se fosse
do sexo feminino. Nasceram trigémeos, sendo dois meninos € uma menina.
Como veio a ser repartida a heranca legada?

189. Um pequeno aviao a jato gasta sete horas a menos do que um aviao a hélice

para ir de Sao Paulo até Boa Vista. O avido a jato voa a uma velocidade média
de 660 km/h, enquanto o aviao a hélice voa em média a 275 km/h. Qual é a
distancia entre Sao Paulo e Boa Vista?

190. Uma fabrica s6 contrata trabalhadores com idade acima de 16 anos. O sa-

1

lario médio, por hora de trabalho, nessa fabrica de 110 trabalhadores é de
R$ 20,00. Calculando-se, no entanto, apenas com os 100 trabalhadores de
idade igual ou maior que 18 anos, a média passa a ser R$ 21,20. Qual o sa-
lario médio dos trabalhadores com menos de 18 anos, por hora de trabalho,
em reais?
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191. Paulo e Joana recebem o mesmo salario por hora de trabalho. Apés Paulo ter tra-
balhado 4 horas e Joana 3 horas e 20 minutos, Paulo tinha a receber R$ 150,00
a mais que Joana. Calcule em reais um décimo do que Paulo recebeu.

192. Qual o menor nimero inteiro de voltas que deve dar a roda ¢ da engrenagem da
figura, para que a roda a dé um numero inteiro de voltas?

193. Supondo que dois pilotos de Férmula 1 largam juntos num determinado circuito
e completam, respectivamente, cada volta em 72 e 75 segundos, responda: de-
pois de quantas voltas do mais rapido, contadas a partir da largada, ele estara
uma volta na frente do outro?

IX. Fungodes crescentes e decrescentes
89. Funcgao crescente

A funcao f: A — B definida por y = f(x) & crescente no conjunto A; C A se, para
dois valores quaisquer x4 € X, pertencentes a A;, com x4 < X, tivermos f(x;) < f(x,).

Em simbolos: f é crescente quando

(V X1, Xg) (X1 < Xo = f(xq) < f(xp))

€ isso também pode ser posto assim:

flw) — 0x0) _ o

(V Xq, X9) (Xq # Xg = g
1~ X2
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Na linguagem pratica (nao matematica), y A
isso significa que a funcao é crescente no con-
junto A; se, ao aumentarmos o valor atribuido a
X, 0 valor de y também aumenta.

Exemplo:

A funcao f(x) = 2x é crescente em R, pois:

X1 <Xo = 2X4 < 2x, paratodox; € R etodox, € R.

90. Funcao decrescente

A fungao f: A — B definida por y = f(x) é decrescente no conjunto A; C A se,
para dois valores quaisquer x4 € X, pertencentes a A;, com x; < X, tem-se
f(xq) > f(x2).

Em simbolos: f é decrescente quando

(V X1, X2) (X1 < %o = f(xq) > 1(xp))

e isso também pode ser posto assim:

(v X1, X2) (Xl #* Xo = M < O)
X1 = Xg
Na linguagem pratica (nao matematica), vk
isso significa que a fungao € decrescente no con-
junto A, se, ao aumentarmos o valor atribuido a
X, 0 valor de y diminui.
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Exemplo:

A funcao f(x) = —2x é decrescente em R, pois
Xy <Xo = —2X4 > —2x, paratodox; € R etodox, € R.

fixq) f(x2)

Notemos que uma mesma funcao y = f(x) vh
pode nao ter o mesmo comportamento (crescen-
te ou decrescente) em todo o seu dominio.

E bastante comum que uma funcdo seja
crescente em certos subconjuntos de D e de-
crescente em outros. O grafico ao lado represen-
ta uma funcao crescente em R, e decrescente >
em R_.

EXERCICIOS

194. Com base nos graficos abaixo, de fungdes de R em R, especifique os intervalos
em que a fungao é crescente ou decrescente.

a) c)

/ x

A

=y

N RN
N

N
I

b)

>y

|
-} =
R N
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X. Crescimento/decrescimento da funcao afim

91. Teoremas

I) A funcao afim f(x) = ax + b é crescente se, e somente se, o coeficiente
angular a for positivo.

Demonstracao:
_ . f(x1) — f(x2)
f(x)y =ax+b é crescente & —> 0 &
X1 — X2
axqy +b)—(ax, + b a(x; — x
(1)(2)>O<:>(1 2)>O<:>a>0
X1 = Xg X1 = X2

II) A funcao afim f(x) = ax + b € decrescente se, e somente se, o coeficiente
angular a for negativo.

Demonstracao:

B ) f(x) = f(xp)
f(x) = ax + b é decrescente < v — <0
1 - A2

(aX1 + b) - (aX2 + b) a(Xl - X2)
< 0 & —
X1 — X2 Xy = X2

EXERCICIOS

195. Especifique, para cada uma das funcoes abaixo, se é crescente ou decrescente
em R:

a)y=3x—-2 b) y=—-4x+ 3

Solucao

a) E crescente, pois o coeficiente angular é positivo (a = 3).
b) E decrescente, pois o coeficiente angular é negativo (a = —4).

196. Especifique, para cada uma das funcoes abaixo, se é crescente ou decrescente

em R:
a) y=1+ 5x c) y=x+2 e)y=—2x
b) y=-3—2x dy=3-x f) y=3x
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197.

198.

XI.

92.

Estude, segundo os valores do parametro m, a variagao (crescente, decrescen-
te ou constante) da fungaoy = (m — 1)x + 2.

Solucao

Sem — 1> 0, isto &, m > 1, entdao a funcao tera coeficiente angular
positivo e, portanto, sera crescente em R.

Sem —1<0,isto &, m < 1, entao a funcao tera coeficiente angular
negativo e, portanto, sera decrescente em R.
Sem—-1=0,istoé,m=1,entdaoafuncao éy = (1 — 1)x + 2, ou seja,
y = 2, que é constante em R.

Estude, segundo os valores do parametro m, a variagao (crescente, decrescen-
te ou constante) das funcdes abaixo.

a)y=(m-+2)x—3 c) y=4—(m+ 3)x

b) y=(4—-m}x+2 dy=mx-1)+3—x

Sinal de uma funcao

Seja a funcao f: A — B definida por y = f(x). Vamos resolver o problema “para

que valores de x temos f(x) > 0O, f(x) = 0 ou f(x) < 0?".

Resolver este problema significa estudar o sinal da fungao y = f(x) para cada x

pertencente a seu dominio.

Para se estudar o sinal de uma funcao, quando ela esta representada no plano

cartesiano, basta examinar se a ordenada de cada ponto da curva é positiva, nula ou
negativa.

Exemplo:
Estudar o sinal da fungao y = f(x) cujo grafico esta representado abaixo.

A

A~
_/ 2 4\/7 X
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Observemos, inicialmente, que interessa o comportamento da curva y = f(x)
em relagao ao eixo dos x, nao importando a posi¢ao do eixo dos y.

Preparando o grafico com aspecto pratico, temos:

y = f(x)
/(‘:)\/(:D\ © _
-1 2 4 7 X
o / &/

-1 2 4 7
| | ! / >~
sinal de | + : + : _ | + X
y =) ! ! ! !
1 1 1 1
Conclusao:
fx) =0 © x=-1 ou x=2 ou x=4 ou x=7

fix) >0 & —-1<x<2 ou 2<x<4 ou x>7

fxX) <0 & x< -1 ou 4<x<T.

EXERCICIOS

199. Estude o sinal das fungoes cujos graficos estao representados abaixo.

a)

NS
_ 4 \/ X
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b) vA
/\ 3 .
/—3 —1\\/\ X
y = g(x)
c) A
Y y = hx)
-2 x=
XII. Sinal da fung¢ao afim
93. Considerando que x = — % , zero da funcao afim f(x) = ax + b, € o valor de

x para o qual f(x) = 0, examinemos, entao, para que valores ocorre f(x) > O ou
f(x) < 0.

Devemos considerar dois casos.

1°caso:a >0

fx)=ax+b >0 & ax > -b o x> —%

fx) =ax+b < 0 © ax< —b o x< —%

Colocando os valores de x sobre um eixo, o sinal da funcao f(x) = ax + b, com
a>no0,é:

f(x) = ax + b (a > 0)

xy

I
---¢ o|o
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Outro processo para analisarmos a variacao do sinal da fungao afim é construir
o grafico cartesiano.

Lembremos que na funcao afim f(x) = ax + b o grafico cartesiano € uma reta
e, se o coeficiente angular a € positivo, a fungao é crescente.

Construindo o grafico de f(x) = ax + b com a > 0, e lembrando que nao impor-
ta a posicao do eixo y, temos:

29 caso:a <0

fixy=ax+b>0 & ax> —b <:>x<—£
a

fix) =ax+ b <0 © ax< —b (:>x>—%

Colocando os valores de x sobre um eixo, o sinal da fun¢ao f(x) = ax + b, com
a <ao0,é:

f(x) =ax + b
(a<0)

e m|o‘

Podemos analisar o sinal da fun¢ao f(x) = ax + b, com a < 0, construindo o
grafico cartesiano. Lembremos que neste caso a fungao é decrescente.

o|o
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Resumo
[) A funcao afim f(x) = ax + b anula-se para x = —L.
a

Il) Parax > —E, temos:
a

sea>0entaof(x) =ax +b >0
sea<Oentaof(x) =ax + b <O

. B b ~ .
isto €, para x > —— a funcao f(x) = ax + b tem o sinal de a.
a

b
Ill) Para x < ———, temos:
a

sea>0entaof(x) =ax + b <O
sea<Oentaof(x) =ax +b >0

. L b ~ . . .
isto é, para x < —— a funcao f(x) = ax + b tem o sinal de —a (sinal contrario ao
de a).

Se colocarmos os valores de x sobre um eixo, a regra dos sinais da funcao afim
pode ser assim representada:

b
X < —— X = ——= X > ——
a a
- -
Y Ll X

f(x) tem o sinal de —a f(x) tem o sinal de a

ou, simplesmente:

X
>
>

f(x) tem o sinal de —a f(x) tem o sinal de a

Exemplos:
1°) Estudar os sinais da fungao f(x) = 2x — 1.
Temos:

1
f(x)=0:>2x—1=0:>x=?

a=2=a>0e —a<O.
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Logo: 1 Jh 0 = 2x -1
para x > E = f(x) >0 (sinal de a)
1 ar
para x < 5 = f(x) <O (sinal de —a) - /L >
/ ’

Fazendo o esquema grafico, temos:

1

sinal de 2 -

f(x) = 2x -1 _ : + X
2¢) Estudar os sinais da funcao f(x) = —2x + 4.
Temos: V4
fx) =0 = -2x+4=0=x=2 \
a=-2=a<0 e —a>0. \
Parax >2 = f(x) <O (sinal de a) 2 y
Parax <2 = f(x) >0 (sinal de —a)

f(x) = -2x +4
Fazendo o esquema grafico, temos:

sinal de
f(x) = -2x +4 +

----N

EXERCICIOS

200. Estude os sinais das funcoes definidas em R:

a)y=2x+3 f)yz%—k%
b)y=—3x+2 4
C) — X g)y:2x_?
d)Y—5+X h) y = —x
X
-3 =
e)y >
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201.

202.

203.

204.

205.

Seja a funcao de R em R definida por f(x) = 4x — 5. Determine os valores do
dominio da funcao que produzem imagens maiores que 2.

Solugao

Os valores do dominio da fung¢ao que produzem imagens maiores que 2
sao os valores de x € R tais que

4x — 5> 2

e, portanto,

7

X > —
4
- ~ _ 3x -1
Para que valores do dominio da funcao de R em R definida por f(x) = a
imagem é menor que 47? 2
Para que valores de x € R a funcao f(x) = % - % € negativa?
. - 4x — 1 _

Sejam as funcoes f(x) = 2x + 3,g(X) =2 — 3x e h(x) = definidas em
R. Para que valores de x € R, tem-se:
a) f(x) = g(x)? b) g(x) < h(x)? c) f(x) = h(x)?

Dados os graficos das fungoes f, g e h definidas em R, determine os valores de
x € R, tais que:

y A ,
\l g H f
N
N
\\
\\ X'
N

N

7 \
a) f(x) > g(x) d) gx) >4
b) g(x) < h(x) e) fix) <0

c) f(x) = h(x)
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XITI. Inequacgodes

94.

Definig¢ao

Sejam as fungoes f(x) e g(x) cujos dominios sao respectivamente D; C R e

D, C R. Chamamos inequag¢ao na incégnita x a qualquer uma das sentengas abertas

abaixo:
f(x) > g(x)
f(x) < g(x)
f(x) = g(x)
f(x) < g(x)
Exemplos:

95.

19) 2x — 4 > x é uma inequacao em que f(x) = 2x — 4 e g(x) = x.
2?) 3x — 5 <2 éumainequacao em que f(x) = 3x — 5 e g(x) = 2.

1 1
3) x2-3= ~ € uma inequagao em que f(x) = x2—3 e gx) = =

1 1
4e) Vx —2 < - é uma inequacdo em que f(x) = Vx — 2 e g(x) = — 3

Dominio de validade

Chamamos de dominio de validade da inequagcao f(x) < g(x) o conjunto

D = D, N Dy, em que D; é o dominio da funcao f e D, é o dominio da funcao g. E
evidente que, para todo Xy € D, estao definidos f(xg) e g(xo), isto é:

96.

X ED o (X €Dy e xg €Dy & (filxg) €ER e g(xo) € R).

Nos exemplos anteriores, temos:

) D=RNR=R

) D=RNR=R

?9) D=RNR*=R*

) D= {xeRIx=2ln{xeRIx#3}=xERIx=2 e x# 3}

=

o

w N

o

N

Solucao

O numero real x, € solugao da inequacao f(x) > g(x) se, e somente se, é verda-

deira a sentenca f(xg) > g(Xo)-
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Exemplo:
O numero real 3 é solugao da inequacao 2x + 1 > x + 3, pois
2:3+1 >3+3

€ uma sentenca verdadeira.

91. Conjunto solucao

Ao conjunto S de todos os nudmeros reais x tais que f(x) > g(x) € uma sentenga
verdadeira chamamos de conjunto solucao da inequacao.

Exemplo:

A inequacdo 2x + 1 > x + 3 tem o conjunto solu¢do S = {x € R | x > 2}, isto
€, para qualquer xo € S a sentenca 2xo + 1 > xo + 3 € verdadeira.

Se nao existir o nimero real x tal que a sentenca f(x) > g(x) seja verdadeira,
diremos que a inequacgao f(x) > g(x) & impossivel e indicaremos o conjunto solugcao
por S = .

Exemplo:

O conjunto solucdo da inequacao x + 1 > x + 2 é S = J, pois ndo existe
Xo € R tal que a sentenga xo + 1 > xo + 2 seja verdadeira.

Resolver uma inequagao significa determinar o seu conjunto solugao. Se xo € R
é solucao da inequacao f(x) > g(x), entao xq € tal que f(xg) € R e g(xo) € R, isto €,
Xo € D (dominio de validade da inequacao). Assim sendo, temos:

(XOES:XOED)

ou seja, 0 conjunto solugao é sempre subconjunto do dominio de validade da inequagao.

98. Inequacgao equivalente

Duas inequacodes sao equivalentes em D C R se o conjunto solucao da primei-
ra é igual ao conjunto solucao da segunda.

Exemplos:

19) 3x +6>0 e x + 2> 0 sao equivalentes em R, pois o conjunto solucao
deambaséS ={x e R I x> —2}.
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29) x <1 e x2<1 ndo sdo equivalentes em R, pois x, = —2 € solugdo da
primeira inequagao mas nao o é da segunda.

99. Principios de equivaléncia

Na resolucao de uma inequacao procuramos sempre transforma-la em outra
equivalente e mais “simples”, em que o conjunto solugdo possa ser obtido com
maior facilidade. Surge, entao, a pergunta: “Que transformagoes podem ser feitas
em uma inequacao para se obter uma inequacao equivalente?”. A resposta a essa
pergunta sao os dois principios seguintes:

P-1) Sejam as funcoes f(x) e g(x) definidas em D, e D,, respectivamente. Se a fun-
¢ao h(x) é definida em D4 N D5, as inequagoes

f(x) < gx) e f(x) + h(x) <gx) + h(x)
sao equivalentes em Dy N Do.

Exemplos:

Seja a inequacao
3x—1 > 2x+3 (1)

— —
f(x) g(x)
adicionemos h(x) = —2x + 1 aos dois membros:
Bx—1) + (—2x+1) > 2x+3) +(—2x+ 1) (2)
—_— S —_— S
f(x) h(x) g(x) h(x)

facamos as simplificacdes possiveis:

X > 4
M —
f(x) + h(x) g(x) + h(x)

portanto, como (1) é equivalente a (2) temos:
S={xeRIx>4}

Na pratica, aplicamos a propriedade P-1 com o seguinte enunciado: “Em uma
inequacao, podemos transpor um termo de um membro para outro trocando o sinal
do termo considerado”:

f(x) + h(x) < g(x) = f(x) < gx) — h(x).
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Assim, no exemplo anterior, teriamos:

X—1>2x+3 =2 3Xx—1-2x>3 = x>3+1 = x>4

P-2) Sejam as fungoes f(x) e g(x) definidas em D; e D,, respectivamente. Se a fun-
¢ao h(x) é definida em D4 N D, e tem sinal constante, entao:

a) se h(x) > 0, as inequacoes f(x) < g(x) e

f(x) - h(x) < g(x) - h(x) sao equivalentes em D; N D,.
b) se h(x) < O, as inequacdes f(x) < g(x) e

f(x) - h(x) > g(x) - h(x) sdo equivalentes em D; N Ds.

Exemplos:
X 3 1 N , .
19) E — Z > ? e 6x — 9 > 4 sao equivalentes em R, pois a segunda

inequacao foi obtida a partir da primeira por meio de uma multiplicacao por 12.

29) —2x2+ 3x>1 e 2x2 — 3x < —1 s3o equivalentes em R, pois a segunda
foi obtida da primeira por meio de uma multiplicacao por —1 e inversao do sentido
da desigualdade.

4x — 3
X2+ 1
segunda foi obtida da primeira por meio da multiplicacéo por x2 + 1 > 0, Vx € R.

>0 e 4x — 3 > 0 sao equivalentes em R. Notemos que a

39)

Na prética, aplicamos a propriedade P-2 com o seguinte enunciado: “Em uma
inequacao, podemos multiplicar os dois membros pela mesma expressao, mantendo
ou invertendo o sentido da desigualdade, conforme essa expressao seja positiva ou
negativa, respectivamente”.

EXERCICIOS

206. Resolva as inequacoes, em R:
a) 4x+5>2x—3
b) 5x + 3) = 2x +1)=2x + 3
c) 3x+1)—2=5(xx—1) — 3(2x — 1)
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207.Resolva, em R, a inequacao:

X+ 2 x—1
—— =X

3 2

Solucao
A inequacao € equivalente aquela que se obtém multiplicando pelo
mmc (3, 2) = 6.
2(x + 2) — 3(x — 1) = 6X
Efetuando as operacdes, temos:
—X + 7 = 6X
ou ainda:
—Ix=—7

Dividindo ambos os membros por —7 e lembrando que devemos inver-
ter a desigualdade, temos

x<1
e, portanto,
S={eR|x=<1}

208. Resolva, em R, as inequacoes:

x—1 Xx—3

a) - =1
2 4
b) 2x—3_5—3x<3x_i
2 3 6
c) Bx+1 1) =2x —1)3Bx +2) — (4 — 5x)

)(2x
d) (3x — 2)2 — (x—1)2 X+ 2)2 — (x — 1)2
e) 4(x —2) — (3x + 2) > Bx — 6 — 4(x — 1)
f) B(x +2) — 2(3x +2) > 2(3x — 1) — 3(2x + 1)

209. Numa escola é adotado o seguinte critério: a nota da primeira prova € multipli-

1

cada por 1, a nota da segunda prova é multiplicada por 2 e a da ultima prova
é multiplicada por 3. Os resultados, ap6s ser adicionados, sao divididos por 6.
Se a média obtida por esse critério for maior ou igual a 6,5, o aluno € dispen-
sado das atividades de recuperacao. Suponha que um aluno teria tirado 6,3
na primeira prova e 4,5 na segunda. Quanto precisara tirar na terceira para ser
dispensado da recuperacao?
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210.Resolva, em R, a inequacao:

2x — 3
ES
x—1
Solucao
. - ) . 2x — 3 .
A inequacao proposta € equivalente a — 1 2 < 0, que, reduzindo
ao mesmo denominador, obtemos — < 0.

Notemos que a fracao 1 devera ser nao positiva; como o numerador

X —

—1 é negativo, entao o denominador x — 1 devera ser positivo.
x—1>0 & x>1

e, portanto,

Ss={xeRI|x> 1}

211.Resolva, em R, as inequacoes:

E’>x—2<_3 |O)4x—5> )—4—3x B
A Ty = X -1 3x + 2

XIV. Inequagodes simultaneas

100. A dupla desigualdade f(x) < g(x) < h(x) se decompde em duas inequacoes

simultaneas, isto €, equivale a um sistema de duas equacoes em x, separadas pelo
conectivo e:

fx) < gx) (1)
f(x) < gx) <hx) < @

g(x) < h(x) (2)

Indicando com S, o conjunto solucao de (1) e S, o conjunto solucao de (2), o
conjunto solugao da dupla desigualdade € S = S; N S,.
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E lo:
xemplo )

Resolver 3x +2 < —x+ 3 = x + 4.
1)

Temos que resolver duas inequacoes:

(1) 3x+2<—x+3=>4x<1=>x<%

(2) x+3sx+4 = —2xs1 = x=—F%

A intersecao desses dois conjuntos é€:

Sz{xeRl—isx<i}.
2 4

1
4 .
. : X
: i p
2 S
X
212. Resolva as inequacoes, em R:
a) —2<3x-1<4 d)x+1s7—3x<%—1
b) —4<4-2x<3 ) 3Xx+4<5<6—2x
c) —3<3x—2<x f 2—-x<3x+2<4x+1

213.Resolva, em R, os sistemas de inequacoes:

3 _ox<1 3X+2=bx—2
a) 13y -1<5 d y4x —1>3x—4
3-2x<x—06

X +2<7 —2X
48x < 3x + 10
11 —2(x —3)>1 — 3(x — 5)

b [
5-2x<0 2x — 5
c)[ |

3x—2>4x+ 1
Bbx+1=<2x—-5

3x+1=4x -5 T-x =~ 2

XxX—3=0 x2+x+ 3

>
x+1 X
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214. Combase nos graficos das funcoesf,geh
definidas em R, determine os valores de

YA /
x € R, tais que: g - -
N 1
a) f(x) < g(x) < h(x) N A /g
b) g(x) = f(x) < h(x) /N
c) h(x) < f(x) < g(x) \\ X
N[/
7/ N

XV. Inequagdes-produto

Sendo f(x) e g(x) duas funcdes na variavel x, as inequacoes
f(x) - g(x) > 0, f(x) - g(x) < 0, f(x) - gx) =0 e f(x) - gx) <O
sao denominadas inequagoes-produto.

101. Vejamos, por exemplo, como determinamos o conjunto solucédo S da inequa-
¢ao f(x) - g(x) > 0.

De acordo com a regra de sinais do produto de nimeros reais, um ndmero Xq
€ solugao da inequagao f(x) - g(x) > O se, e somente se, f(xg) € g(Xg), Nao nulos, tém
0 mesmo sinal.

Assim, sao possiveis dois casos:
19fx) >0 e gx)>0

Se S; e S, sao, respectivamente, os conjuntos solugdes dessas inequacoes,
entao S; N S, é o conjunto solugao do sistema.

29)f(x) <0 e gx)<O0

Se S; e S, sao, respectivamente, os conjuntos solucdes dessas inequacoes,
entao S; N S, é o conjunto solugao do sistema.

Dai concluimos que o conjunto solucao da inequacao do produto
f(x) - g(x) > 0 é:

S = (Sl N 82) U (83 N 84)
Raciocinio analogo seria feito para a inequacao:

f(x) - g(x) < O.
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Exemplo:
Resolver, em R, a inequacao (x + 2)(2x — 1) > 0.
Analisemos 0s dois casos possiveis:

1¢ caso

Cada um dos fatores € positivo, isto é:
X+2>0 = x>-2

e e 1 ) H X
2X—1>0 = x>— &
2 i: X
A intersecao das duas solucoes é: 2
1 1 "
Slm82:{XER|X>E} 2
2¢ caso
Cada um dos fatores € negativo, isto é:
X+2<0 = x<-2
-2
e e : x
1 i
2x—1<0 = x<— } >
2 ! 1 X
i 2

A intersecao das duas solucoes é:

*y

-2
S;NS,=xERIx< -2}

O conjunto solucao da inequacao
x+2)2x—1)>0 é:

1
S=(Siﬂ82)U(S3ﬂS4)={XER|X>E} U {xeRlx< -2}

portanto:

SZ{XER|X<—2 ou x>%}
102. Quadro de sinais

Vejamos um outro processo, mais pratico, para resolvermos a inequacao
(x+2)2x — 1) >0emR.
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Fazemos inicialmente o estudo dos sinais das funcoes f(x) = x + 2 e
g(x) = 2x — 1.

1
5 2

f(x) - + e g(x) - + X

Com o objetivo de evitar calculos algébricos no estudo dos sinais do produto
f(x) - g(x), usaremos o quadro abaixo, que denominamos quadro-produto, no qual fi-
guram os sinais dos fatores e o sinal do produto.

f(x) -

g(x) -

1
2
T L
1

1

|

T

1

1

'

1

:
A

p SN (RN P

fx) - g(x) +

1
S={XER|X<—2 ou x>5}

103. Podemos estender o raciocinio empregado no estudo dos sinais de um pro-
duto de dois fatores para um produto com mais de dois fatores.

Exemplo:
Resolver a inequacao (3x — 2)(x + 1)(3 — x) < 0 em R.

Analisando os sinais dos fatores, temos:

f(x) = 3x - 2 -

gx) = x +1 -

B T w|N

RV (U Sy —
RN S P —
x

h(x) = 3 - x +
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Vamos, agora, construir o quadro-produto:

2
1 5 3 R
fx) _ _ . R
g(x) - i + i + i +
h(x) + + + -
£(x) - 9(x) - h(x) + 5 - ; + i _

2
SZ{XER|—1<X<§ ou x>3}

104. A inequacdo f(x) - g(x) = 0 tem por conjunto solugdo S a reuniao do
conjunto solugao S; da inequacao f(x) - g(x) > O com o conjunto solugao S, da equa-
¢ao f(x)-g(x) =0, isto é:

Exemplo:
Resolver a inequacao (3x + 1)(2x — 5) = 0 em R.
A inequacao (3x + 1)(2x — 5) = 0 é equivalente a:
Bx+1)-(2x—5)>0 (1)
ou
Bx+1)-2x—5 =0 (2)

1
Resolvendo (1), temos S, = {x ERIx< 3 ou x> %}
1 5
Resolvendo (2), temos S, = —3, 5 .

O conjunto solugao é:

S=81U82={x€[|%|x<—l ou x>£} U {——,E}
3 2 2
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ou seja:

S={x€[R€|xs—i ou xzi}
3 2

Se recorréssemos ao quadro-produto, teriamos:

_1 5
3 2 N
fx) = 3x + 1 — . + . + X
g(x) = 2x = 5 - N - N +
(x) - g(x) + : - : +
4 4
1 5
S:{XER|X$—— ou x;—}
3 2

105. Dentre as inequacdes-produto, sdo importantes as inequacoes:
[fx)]" >0, [fX)]"< 0, [fX)]"=0 e [f(x)]"<0, em que n € N*,

Para resolvermos essas inequacdes, vamos lembrar duas propriedades das
poténcias de base real e expoente inteiro:

12) “Toda poténcia de base real e expoente impar conserva o sinal da base”,
isto é:

a?"t1>0 © a>0
a?"t1l=0 © a=0
a?"tl<0 © a<0 ((EeN)

22) “Toda poténcia de base real e expoente par € um nimero nao negativo”,
isto é:

( a?"=0,Vae R, VneN J

Assim sendo, temos as seguintes equivaléncias:

f(x) >0 se n é impar

[ >0 < {f(x) #0 se n é par

fix) <O se n é impar

[ <0 < {Elx ER se n é par
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fix) = 0 se n é impar
Vx & D(f) senépar

0 se n é impar
f(x) =0 se n é par

Exemplos:

19) 3x—23¥>0 = 3x—2>0 = S=

29) (4x—3¥>0 = 4x—-3#0 = S={XER|X¢%}
3) 2x+1P°<0 = 2x+1<0 = S-= {XER|X<—%}
49) x—20<0 = S=0

5) 3-5x)"=0 = 3-5x=0 = SZ{

69) (4x—52=0 = =R
7°) (8—-2x*=<0 = 8—-—2x=0 = S={4}

EXERCICIOS

215. Resolva, em R, as inequacoes:

a) Bx+3)bx—3)>0 e) Bx—1)2x+7)=0

b) (4 —2x)(5 +2x) <0 f &—2X)(=7Tx—2)=<0

c) bx +2)(2 —x)(4x +3)>0 g) 3—2x)4x + 1)(bx +3)=0

d) X+ 2)(—=3x+4)(x—6)<O0 h) (5—3x)(7 —2x)(1 —4x) <0
216.Resolva, em R, as inequacoes:

a) (x—3)%*>0 e) Bx+5)2=0

b) Bx +8)3<0 f) Gx+ 12 =<0

c) (4—-5x8<0 g) (4+3x4*=<0

d 1 —-7x°>0 h) (3x —8)°=0
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217.Resolva, em R, a inequacdo (x — 3)® - (2x + 3)¢ < 0.

Solucao

Estudemos separadamente os sinais das funcdes f(x) = (x — 3)° e
g(x) = (2x + 3)8. Lembrando que a poténcia de expoente impar e base
real tem o sinal da base, entdo o sinal de (x — 3)® é igual ao sinal de
X — 3, isto é:

--ow

f(x) -

A poténcia de expoente par e base real ndao nula é sempre positiva, entao
. P 3 . p
(2x + 3)% é positivo se x # —% e (2x + 3)® é nulo se x = o isto é:

-9 o|w

g(x) +

Fazendo o quadro-produto, temos:

_3
2 3 _
e
(x) - - +
g(x) + + +
f(x) - g(x) - — +
_3 :
2

S=xeERIx<3 e xi—%

218. Resolva, em R, as inequacoes:
a) Gx +4)* - (7x—22=0
b) Bx +1)3-(2—-5x°-(x+ 48>0
c) (X +6) -(B6x—2)*-(4x+5109=<0
d BGx—1)-(2x+6)8-(4 —6x°=0

219. Determine, em R, a solucdo da inequacado (3x — 2)3 - (x — 5)2- (2 — x)x > 0.
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XVI. Inequacgdes-quociente

106. Sendo f(x) e g(x) duas funcdes na varidvel x, as inequacdes

f(x) f(x)
g0~ % Ew

sao denominadas inequacgoes-quociente.

fx) _
g0 = 0 © s

<0,

Considerando que as regras de sinais do produto e do quociente de nimeros
reais sao analogas, podemos, entao, construir o quadro-quociente de modo analogo
ao quadro-produto, observando o fato de que o denominador de uma fragao nao pode
ser nulo.

Exemplo:

Resolver, em R, a inequacao Sx+ 4 < 2. Temos:

3+ 4 S2:>3x+4 _2SO:>3X+4—2(1—X)SO:> 5x + 2
1-—x 1—-x 1—x 1—x

Fazendo o quadro-quociente, temos:
2

<0

f(x) = 5x + 2 - + +

glx) =1 - x + + _

F60
g(x)

- + -

2
SZ{XER|XS—E ou x>1}

3x+ 4 -
_— =< 2 multiplicando por h(x) = 1 — x e

Podemos resolver a inequacao
examinando dois casos:

19) h(x) = 1 — x > 0, isto 6, x < 1

3+ 4 2
<2 = 3X+4s2(1-X) =>xs—-—
1-—x 5
2 2
S, =xeRIx<1in xeRlxs—szeRlxg—g

2¢) h(x) =1 — x < 0, isto &, x > 1

3+ 4 2
=2 =>3X+4=2(1—-Xx) = x=——
1—x 5

SQZ{XER|X>l}ﬂ{XER|X>—%}Z{XER|X>1}
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O conjunto solucao é:

S=81U82=1xeRlxs—% ou x>1}

Daremos sempre preferéncia ao método do quadro-quociente, por sua maior
simplicidade.

EXERCICIOS

220. Resolva as inequacoes, em R:
2x + 1 3x —2 3 — 4x -3 - 2x
= _— <

> < =
A2 70 P30 agT =0 A5 =0
221.Resolva, em R, as inequacoes:
a)5x_3>—1 c) & g e)3x_5<1
3 — 4 X+ 3 2x — 4
b x—1>3 q 5x—2<2 ¢ x+1>4
) X+ 1 ) 3x + 4 ) x—2 =
222. Resolva as inequacoes, em R:
(1 — 2x)(3 + 4x) (5x + 4)(4x + 1)
>0 C
(4 — x) (5 — 4x)
3x +1 1—2x
b) ( ) <0 d)gso
(2x + 5)(5x + 3) (5 =x(3 —x)
223. Resolva, em R, as inequacoes:
a) 1 - 2 e)5x+2>5x—1
x—4 X+ 3 4x — 1 4x + b5
b) 1 < 2 f) 1 + 2 3 <0
x—1 X —2 x—1 X — 2 x—3
C)x+1>x+3 9 2 - 1 1
X+ 2 X+ 4 3x -1 x—1 X+ 1

X+ 5 _ X —2
3Xx+2 3x+5

d)

224. Ache os valores reais de x para os quais vale a desigualdade:
4. 3.1
X 2 X
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Funcoes
guadraticas

I. Definicao

10Z. Uma aplicacdo f de R em R recebe o nome de fun¢do quadratica ou do
2° grau quando associa a cada x € R o elemento (ax2 + bx + ¢c) € R,em que a, b e
¢ sao numeros reais dados e a # 0.

( f(x) = ax2 + bx + ¢ J (@a # 0)

Exemplos de fungdes quadraticas:

1) f(x) = x2 — 3x + 2 emque a-=1, b=-3, ¢c=2
29) f(x) = 2x2 + 4x — 3 emque a=2, b = 4, c=-3
3) fx) = —3x2+5x—1 emque a=-3, b=5, c=-1
49) f(x) = x2 — 4 emque a=1, b=0, c=—4
5¢) f(x) = —2x2 + bx emque a=-—2, b=25, c=0
69) f(x) = —3x2 emque a=-3, b=0, c=0

II. Grafico

108. 0 grafico da funcdo quadratica é uma parabola.(*)

(*) Isso é provado no volume de Geometria Analitica desta colecao.
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Exemplos:
19) Construir o grafico dey = x2 — 1. vh
(-3, 8) (3, 8)
f X y=x2-1 \
-3 8
-2 3
-1 0 2.3) @3
0 -1
1 0
2 3 >
(=1, 0) (1,0) X
]l s NS

y
©, 1)
fx y = —x2+1\ (—1,0)/\(1,0) _
X
-3 -8
-2 -3
1 0 -2,-3) @-3)
0 1
1 0
2 -3
3 -8 / 3,-8) 3, -8)

EXERCICIOS

225, Construa os graficos das fungdes definidas em R:

a) y =x2 d) y=—2x2 g) y=-3x2—-3
b) y = —x2 e) y=x%—2x h)y y=x>-2x + 4
c) y=2x2 f) y=—2x2— 4x
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226.Em que condicdes a funcdo quadraticay = (m2 — 4)x2 — (m + 2)x — 1 esta
definida?

227.Determine uma funcao quadratica tal que f(—1) = —4,f(1) = 2 e f(2) = —1.

228. Seja f(x) = ax2 + bx + ¢. Sabendo que f(1) = 4, f(2) = 0 e f(3) = —2, deter-
mine o produto abc.

III. Concavidade

o

109. A parabola representativa da fungao y
quadratica y = ax2 + bx + ¢ pode ter a con-
cavidade voltada para “cima” ou voltada t
para “baixo”.

Se a > 0, a concavidade da parabola A
esta voltada para cima.

Se a < 0, a concavidade da parabola
esta voltada para baixo.

IV. Forma canonica

110. A construcao do grafico da funcdo quadratica y = ax2 + bx + ¢ com o auxilio
de uma tabela de valores x e y, como foi feito no item anterior, torna-se as vezes um
trabalho impreciso, pois na tabela atribuimos a x alguns valores inteiros e pode acon-
tecer que em determinada fungao quadratica os valores de abscissa (valores de x),
em que a parabola intercepta o eixo dos x ou a abscissa do ponto da parabola de
maior ou menor ordenada, nao sao inteiros.

Para iniciarmos um estudo analitico mais detalhado da fungao quadratica, va-
mos primeiramente transforma-la em outra forma mais conveniente, chamada forma
canonica.
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f(x)=ax2+bx+c=a<x2+£x+i):ax2+£x+
a a a 4a> 4a®> a

o+ 3r ) - (a3 oll ) - ()

Representando b2 — 4ac por A, também chamado discriminante do trinémio do
segundo grau, temos a forma canénica.

oo fpenf ] ]

b2 b2 c }
_|_

V. Zeros

111. Os zeros ou raizes da funcdo quadratica f(x) = ax2 + bx + ¢ s&o os valores
de x reais tais que f(x) = O e, portanto, as solu¢oes da equacao do segundo grau

ax2+bx+c=0

Utilizando a forma canoénica, temos:

b \2 A
ax2+bx+c=0<:>a[<x+—) ——]=0<:>

2a 452
o (x+i)2—A—o o (x+i)2—A o
2a 432 2a 432
<:>x+i— ﬂ@x—_biﬂ
2a ~ 2a  2a

112. Numero de raizes

Observe que a existéncia de raizes reais para a equacao do segundo grau

ax2 + bx + c fica condicionada ao fato de VA ser real. Assim, temos trés casos a
considerar:
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FUNCOES QUADRATICAS

1°) A > 0, aequacao apresentara duas raizes distintas, que sao:

iy —b + VA S VA
e 2a 2 2a
2°) A =0, aequacao apresentara duas raizes iguais, que sao:
-b
2a

X1 = Xo =

3?) A < 0, sabendo que nesse caso VA & R, diremos que a equacdo nao
apresenta raizes reais.

Resumo
4 \
o0 myo —P*VE _ b-VA
= %= >a ouXx = %a
ax2+bx+tc=0 L A=0 = x=—£
2a
A < 0 = nao existem raizes reais.
| J

113. Significado geomeétrico das raizes

zemos que os zeros da funcao quadratica
sao as abscissas dos pontos onde a para-
bola corta o eixo dos x.

Construindo o grafico da funcgao

Interpretando geometricamente, di- v A

(-1, 8) (5, 8)

Exemplo:

y = x2 — 4x + 3 podemos notar que a pa- ©.3) 4.3)

rabola corta o eixo dos x nos pontos de
abscissas 1 e 3, que sao as raizes da

(1,0 (3,0)

equacdo x2 — 4x + 3 = 0. >

1

@ -1
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EXERCICIOS

229. Determine os zeros reais das funcoes:

a) f(x) =x2—3x + 2 h) fx) = —x2 + 3x — 4
b) f(x) = —x2 + 7x — 12 i) f(x) = X2 — \2x + =
c) fix) = 3x2 — 7x + 2 2
d) f(x) = x2 — 2x + 2 D x)=x2+(1-V3)x -3
e) fx) =x2+4x + 4 k) f(x) = 2x2 — 4x
f) f) = -2 + Sx+ 1 ) fx) = —3x*+ 6
m) f(x) = 4x2 + 3
g) fx) =x2—2x — 1 n) f(x) = —5x2

230. Uma empresa produz e vende determinado tipo de produto. A quantidade que
ela consegue vender varia conforme o preco, da seguinte forma: a um preco
y ela consegue vender x unidades do produto, de acordo com a equacao

y = 50 — % Sabendo que a receita (quantidade vendida vezes o preco de
venda) obtida foi de R$ 1250,00, qual foi a quantidade vendida?

231. Resolva o sistema

1 1 7
_+_:_
X y 12
Xx-y=12

232.a) Resolva a equacdo x2 — 3x — 4 = 0.
2x +y=4

b) Resol ist
) esova05|sema{2x+xy:_8

233. Determine os zeros reais da funcdo f(x) = x* — 3x2 — 4.

Solugao

Queremos determinar x € R tal que x* — 3x2 — 4 = 0.
Fazendo a substituicdo z = x2, vem:
2-3z2-4=0

cujasolucdo éz=4 ou z= -1, mas z = x%; entdo:

X2=4 = x=*2
e

x2=-1 = AxER
Logo, os zeros reais da fungdo f(x) = x* — 3x2 —4sdo x=2 e x = —2.
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234. Determine os zeros reais das funcoes:

a) fix) =x* —5x2+ 2 e) f(x) = 2x* + 6x2 + 4
b) f(x) = —x* + 5x2 + 36 f) fix) = —x*+ 3x2 -3
c) fx) =x*—x2—-6 g) f(x) = 3x* — 12x2

d) f(x) =x* — 4x2 + 4 h) f(x) = x6 — 7x3 — 8

235. Determine os valores de m para que a funcao quadratica

f(x) = mx2 + (2m — 1)x + (m — 2) tenha dois zeros reais e distintos.

Solucao
Na funcéo f(x) = mx2 + (2m — 1)x + (m — 2), temos:
a=m b=2m—-1,c=m—-2e A=4m+ 1

Considerando que a funcao € quadratica e os zeros sao reais e distintos,
entao:

a=m#0 e A=4m +1>0

ou seja:

1
m#*0 e m>—z

236. Determine os valores de m para que a funcao quadratica

f(x) = (M — 1)x2 + (2m + 3)x + m tenha dois zeros reais e distintos.

237.Determine os valores de m para que a equacao do 2° grau

(m+ 2)x2 + (3 — 2m)x + (m — 1) = O tenha raizes reais.

238. Determine os valores de m para que a funcao

f(x) = mx2 + (m + 1)x + (m + 1) tenha um zero real duplo.

239. Determine os valores de m para que a equagao

X2 + (3m + 2)x + (M2 + m + 2) = 0 tenha duas raizes reais iguais.

240. Determine os valores de m para que a funcao

f(x) = (M + 1)x2 + (2m + 3)x + (M — 1) ndo tenha zeros reais.

241. Determine os valores de m para que a equacao

mx2 + (2m — 1)x + (m — 2) = 0 ndo tenha raizes reais.

242.0 trinbmio ax2 + bx + ¢ tem duas raizes reais e distintas; « e B sdo dois

1

ndmeros reais nao nulos. O que se pode afirmar sobre as raizes do trinbmio
a
o x2 + Bbx + ap2c?
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243.

244.

245.

246.

247.

248.

249.

250.

251.

252.

Mostre que na equagdo do 22 grau ax? + bx + ¢ = 0, de raizes reais x, € Xo,
. b

temos para a soma S das raizes S = x4 + X, = — e para o produto P das
a

, c
raizes P = xq * X = —.
a

Na equacado do 22 grau 2x?> — 5x — 1 = 0, de raizes X, e X,, calcule:
a) Xt Xo d) (x)? + (x2)?
X1 X2
. — _l’_ —_—
P) X1 X2 e) % %
1 1
c) —+— ) (x)3 + (x0)3
) %t ) (%0 + (x2)
As raizes da equacdo 2x2 — 2mx + 3 = O s3do positivas e uma é o triplo da

outra. Calcule o valor de m.

As raizes da equacdo x2 + bx + 47 = 0 s3o inteiras. Calcule o médulo da dife-
renca entre essas raizes.

Se r e s s30 as raizes da equacdo ax2 + bx + ¢ = 0,a # Oec # 0, qual é o

1 1
valor de - + —2?
r S

Determine o parametro m na equacdo x2 + mx + m2 — m — 12 = 0, de modo
que ela tenha uma raiz nula e a outra positiva.

Dadas as equacdes x2 — 5x + k = 0 e x2 — 7x + 2k = 0, sabe-se que uma das
raizes da segunda equacao € o dobro de uma das raizes da primeira equacao.
Sendo k # O, determine k.

Mostre que uma equacao do 2¢° grau de raizes x4 € X, € a equacao
x2—Sx+P=0emqueS=x; +X, € P=x; " X.

Obtenha uma equacao do segundo grau de raizes:
a)2e —3 d1e —\2

1 3
b) 5 e —= e) 1+V3 e 1-13
c) 0,4eb
Se a equagdo ax? + bx + ¢ = 0, a # 0, admite as raizes reais no nulas x, e
X5, obtenha a equacao de raizes:
a) ()2 e (xo)? ¢) L e 2

1 2 Xo X,

1 1
b) —e — d) (x)? e (xp)?

X1 X2
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253.Determine m na equacdo mx2 — 2(m — 1)x + m = O para que se tenha
X1 X2
—_— + "
X2 X

= 4, em que X, € X, Sa0 as raizes da equacao.

254.0 trindbmio f(x) = x2 — px + q tem porraizes aeb,a+ Oeb # 0. Qual é o

trinbmio cujas raizes sao : e F?

255.Sejam m e n dois nimeros inteiros positivos tais que m e n sao impares
consecutivos e m - n = 1599. Indique o valor de m + n.

VI. Maximo e minimo
114. Definigoes

Dizemos que o nimero yy € Im(f) é o valor maximo da fungao y = f(x) se, e
somente se, yy =Yy para qualquer y € Im(f). O ndmero xy € D(f) tal que yy = f(xu)
é chamado ponto de maximo da funcéo.

Dizemos que o nimero y,, € Im(f) é o valor minimo da funcdo y = f(x) se, e
somente se, y,, <Yy para qualquer y € Im(f). O ndmero x,, € D(f) tal que y,, = f(xy,)
€ chamado ponto de minimo da funcao.

valor
maximo

Im ()

ponto de minimo

Xm

Xm X ! X
1
1
ponto de maximo valor '

minimo Y v

Im (f)
T
y
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115. Teoremas

l) Se a < 0, a funcdo quadratica y = ax2 + bx + ¢ admite o valor maximo
b

A
= —— paraxy = —.
Ym 4a P = o
Il) Se a > 0, a funcdo quadratica y = ax2 + bx + ¢ admite o valor minimo
A b
= —— paraX, = —.
Ym 4a P m 2a
Demonstracao:

I) Consideremos a funcao quadratica na forma canoénica:

b \2 A
A2 -]

Sendo a < 0, o valor de y sera tanto maior quanto menor for o valor da diferenca

by A
2a 432"
A
Nessa diferenca, a2 € constante (porque nao depende de x; s6 depende de

b \2
a,bec)e (x + 2_a) = 0 para todo x real. Entao a diferenca assume o menor valor

P b \2 . b
possivel quando {x + — | = 0, ou seja, quando X = ——.
2a 2a

b
Para x = g temos na expressao (1):

:a[(_£+1)2_ A ]:a[oz_ A ]:_A
y 2a ' 2a 432 432 da’

II) Prova-se de modo analogo.

116. Aplicagoes

12) Na funcdo real f(x) = 4x2 — 4x — 8 ,temos: a=4,b = —4,c = —8e
A = 144,
Como a = 4 > 0, a funcao admite um valor minimo:

——A— —144 isto é: = -9
ym 4a 44 ’ -ym

em
b

22 2.4

Xm = isto é: x _ 1
m — ’ - Am T o
2
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22) Na funcao real f(x) = —x2 + x + % temos: a=—-1,b=1c= % elA =4,

Como a = —1 < 0, a fungao admite um valor maximo:
A -4 .
Ym = a = TR istoé:ryy=1
em
b -1 , 1
Xy = —Z—aZH,IStOGZXMZE

VII. Vértice da parabola

b A
117. 0O pontoV (—2—, —4—) é chamado vértice da parabola representativa da
funcao quadratica. a a

EXERCICIOS

256. Determine os vértices das parabolas:

1 3
a)y=x2-14 dy=-x+=x+—=
)y )y 5 5

— —y2 = —x2 2
b) y=—x+ 3x e) y=—x +x—§
— 232 e _

C) y=2x—5x+ 2 f)y—x—3x—2

257. Determine o valor maximo ou o valor minimo e o ponto de maximo ou o ponto
de minimo das funcdes abaixo, definidas em R.

7 5
a) y = 2x2 + bx dy=x2—-——x+—
)y )y 5 5
b) y = —3x2 + 12x e)y=—-x2+5x—7
x2 4 1
c) y=4x>—-8x+4 fly=— -+ —x — =
)y )y 5 3 5

258. Determine o valor de m na funcdo real f(x) = 3x2 — 2x + m para que o valor

. .5
minimo seja —.
3
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259.

260.

261.

262.

263.

264.
265.

266.

267.
268.

269.

Determine o valor de m na fungdo real f(x) = —3x2 + 2(m — 1)x + (m + 1) para
que o valor maximo seja 2.

Determine o valor de m na funcao real f(x) = mx2 + (m — 1)x + (m + 2) para
que o valor maximo seja 2.

Determine o valor de m na funcao real f(x) = (m — 1)x2 + (m + 1)x — m para
que o valor minimo seja 1.

Dentre todos os numeros reais de soma 8, determine aqueles cujo produto é
maximo.

Solucao
Indicando por x e z esses nimeros € por y o seu produto, temos:
X+z=8 y=Xx-2z

Como precisamos ficar com apenas uma das variaveis, x ou z, fazemos:
XxX+z=8 = z=8-—X

e portanto:
y=X-2Z = y=x(8—X) = y=—x2+ 8x
Como a = —1 < 0, y é maximo quando:
b —8
X = —z—m = x=4

Substituindoem z = 8 — x,vem z = 4.
Logo, os nimeros procurados sao 4 e 4.

Sejay = —x2 + 5x — 1. Dado que x varia no intervalo fechado [0, 6], determine
0 maior (yy) € o0 menor (y,,) valor que y assume.

Dada f(x) = 2x2 + 7x — 15, para que valor de x a fungdo atinge um maximo?

A paréabola de equacdoy = —2x2 + bx + ¢ passa pelo ponto (1, 0) e seu vértice
€ o ponto de coordenadas (3, v). Determine v.

Dentre todos os nimeros reais x e z tais que 2x + z = 8, determine aqueles
cujo produto € maximo.

Dentre todos os retangulos de perimetro 20 cm, determine o de area maxima.

Dentre todos os nimeros x e z de soma 6, determine aqueles cuja soma dos
quadrados € minima.

Determine o retangulo de area maxima localizado no primeiro quadrante, com
dois lados nos eixos cartesianos e um vértice naretay = —4x + 5.
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270.E dada uma folha de cartolina como na
figura ao lado. Cortando a folha na linha
pontilhada resultara um retangulo. Determi-
ne esse retangulo, sabendo que a area é
maxima.

271. Determine o retangulo de maior area contido num tridangulo equilatero de lado
4 cm, estando a base do retangulo num lado do triangulo.

272.Num triangulo is6sceles de base 6 cm e altura 4 cm esta inscrito um retangulo.
Determine o retangulo de area maxima, sabendo que a base do retangulo esta
sobre a base do triangulo.

273.Uma conta perfurada de um colar é enfiada em um arame fino com o formato
da parabola y = x2 — 6. Do ponto P de coordenadas (4, 10) deixa-se a conta
deslizar no arame até chegar ao ponto Q de ordenada —6. Qual é a distancia
horizontal percorrida pela conta (diferenca entre as abscissas de P e Q)?

274.Uma parede de tijolos sera usada como um dos lados de um curral retangular.
Para os outros lados iremos usar 400 metros de tela de arame, de modo a
produzir area maxima. Qual € o quociente de um lado pelo outro?

VIII. Imagem

118. Para determinarmos a imagem da fungao quadratica, tomemos inicialmente
a funcao na forma candnica:

b \2 A
f(x) = a[(x + z) — 4a2]

. b \2 A b \2
ou seja, f(x) = a|x + —| — ——. Obtemos que {x + —| = O para qualquer

2a 4a 2a
x € R; entdo temos que considerar dois casos:

1° caso b \2
a>0= a(x + Z) = 0 e, portanto:

_a<X+L)2_A>_A
y 2a 4a _  4a
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2° caso

b \2
a <0 = ax+g < O e, portanto:

Resumindo:

a>0 = yz—A,VxeR
4a

A
a<0=>ys—VXxER
4a

ou ainda:
A
a>0 = Imf)=jyER|y=—-—
4a
A
a<0 = Imfl=lyeER|ys——
4a
Exemplos:

1¢) Obter a imagem da funcado f de R em R definida por f(x) = 2x2 — 8x + 6.

Na funcdo: f(x) = 2x2 — 8x + 6,
temos:

a=2,b=-8ec=6
logo:

A=b2—4dac=(-82—-4-2-6=16
e portanto: —A = _—16 = —2.

4a 4 -2
Comoa =2 > 0, temos:
Imf)y={yeRIy= -2}

>

2 & --===
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2 5
2°) Obter a imagem da fungao f de R em R definida por f(x) = —X? + 2x — 3
2 5
Na fungao f(x) = —X? + 2x — 3
temos:
5 A
a=—-——,b=2ec=—-—— y
3 3

logo:

1 5
—h2 _ — 2 _ 4. =\ Z\== 4l _______
A=Db 4ac = 2 4 ( 3)( 3) 5 3 /.-T\ .

e portanto: / 3 X

1
Como a = —? < 0, temos:

4
Im(f)={y€[R{|ys?}

EXERCICIOS

275. Determine a imagem das funcoes definidas em R.

a) y=x%—3x d) y=—4x2 + 8x + 12
— 2 _ 2.3

b)) y=—-x+4 e) y=—x +Ex+1

c) y=3x2—9x + 6 f)y:%x2+x+1

276. Determine m na fungdo f(x) = 3x2 — 4x + m definida em R para que a imagem
sejalm={yeR|y=2}.
2

X 1
277.Determine m na funcgao f(x) = —? + mx Y definida em R para que a ima-

gemsejalm={yeR|y=<7}.
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IX. Eixo de simetria

119. Teorema
O grafico da funcao quadratica admite um eixo de simetria perpendicular ao
eixo dos x e que passa pelo vértice
Os pontos da reta perpendicular ao eixo dos x que passa pelo vértice da parabola

obedecem a equacao x = “oa pois todos os pontos dessa reta tém abscissa ——

Para provarmos que a parabola tem eixo de simetria naretax = —

= ———, devemos
b 2a
mostrar que, dado um ponto A <_£ -, y), com r € R, pertencente ao grafico da

funcao, existe B (—z +, y) também pertencente ao grafico da fungao

yA

Tomando a funcao quadratica na forma candnica

b \? A
fix) = a[(x + 2_a) - 482]
b

e considerando que A (—

-, y) pertence ao grafico da fungao, temos:

-
— <___) a(i b)z_ A _a(_r)Q_i
Y 2a 2a 432 432
= a|(r? =a L+r+L2——A —f—£+r
4a2 2a 2a 432 2a
provando que B (—— +, y) também pertence ao grafico da fungao

==
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X. Informacodes que auxiliam a construcgao
do grafico

120. Para fazermos o esboco do grafico da funcdo quadratica f(x) = ax2 + bx + c,
buscaremos, daqui para frente, informacdes preliminares, que sao:

12) O grafico € uma parabola, cujo eixo de simetria é a reta x = —2—ba perpendi-
cular ao eixo dos x.

22) Se a > 0, a parabola tem a concavidade voltada para cima.

Se a < 0, a parabola tem a concavidade voltada para baixo.

32) Zeros da funcao:

Se A > 0, a parabola intercepta o eixo dos x em dois pontos distintos:

—b — VA —b + VA
Pl —2a ,O e P2 —28 ,0 .

b
Se A = 0, a parabola tangencia o eixo dos x no ponto P (—z, 0).
Se A < 0, a parabola nao tem pontos no eixo dos x.

b A
42) Vértice da parabola é o ponto V| ————, ——— |, que é maximo se a < 0 ou
L 2a 4a
€ minimo se a > 0.

Seguem os tipos de grafico que podemos obter:

A A
y a>0 y

jJ]
o

RPN S ———— |

\% X
Y
y A yﬂ
Vv !
PN, v .
/ 1 1
1 X | X
1 1
1 1
1 1
1 1
I I
a<o0 <
e e
A>0 A=0

1 | Fundamentos de Matematica Elementar 1853



FUNGCOES QUADRATICAS

EXERCICIOS

278.Faca 0 esbogo do grafico da fungdoy = x2 — 4x + 3.

Solugao

Concavidade
Como a = 1 > 0, a parabola tem a concavidade voltada para cima.

Zeros da funcao
x2—4x+3=0 = x=1 ou x=3
Os pontos no eixo x sao P4(1, 0) e P5(3, 0).

Vértice

Emy = x2 — 4x + 3, temos:

a=1,b=-4,c=3 e A=4

Como—£=L=2 e —A=_—4=—1,
2a 2-1 4a 4-1

o vértice é V(2, —1).

Grafico

Observe que a parabola sempre inter-
cepta o eixo y. Para determinarmos
onde o faz, basta lembrar que o ponto
situado no eixo y tem abscissa nula,
logoy(0) =02 —4-0+ 3 =3,isto &, 0
ponto no eixo y é (O, 3). ©,3) &-----

_.
eixo de simetria

Determinado o ponto onde a parabola
corta o eixo y, podemos determinar ou-
tro ponto (4, 3) da parabola, simétrico a
(0, 3) em relacdo a reta x = 2 (eixo de TON_
simetria da parabola). 12, -1)

(3,0) X
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Faca o esboco do grafico da funcdoy = —x2 + 4x — 4.

Solugao

Concavidade
Como a = —1 < 0, a parabola tem a concavidade voltada para baixo.

Zeros da funcao
—x2+4x—-4=0 = x=2
A parabola admite um uUnico ponto no eixo x, que é P =(2, 0).

Vértice
Considerando que a parabola admite um unico ponto no eixo x, entao
esse ponto é o vértice da parabola.

Grafico
i

de simetria

—
(=)
|
S
=
1
|
1

Faca o esboco do grafico da fungcaoy = % X2+ x + 1.

Solucao
Concavidade
Como a = % > 0, a parabola tem a concavidade voltada para cima.

Zeros da funcao

%x2+x+1=0 =A=—-1<0 = 7 raizes reais.

A parabola nao tem pontos no eixo dos x.
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Vértice
Emy = % X2 + x + 1, temos:

a=i,b=1,c=1eA=—1
2
2a 5.1 da 4.1
2 2
Grafico

(0, 1)

eixo de simetria

281. Construa o grafico cartesiano das fungdes definidas em R:

a)y=x2—-2x—3 e)y=x2—3x+%

b) y = 4x2 — 10x+ 4 ) y=3x2 —4x + 2
1 1

c) y=—x>+=x+= =-x2+x-1

)y > 5 gy .

dy=-32+6x—-3 h)y=—5x2—x——

282. No grafico ao lado estao representadas trés
parabolas, 1, 2 e 3, de equacodes, respecti-
vamente,y = ax2,y = bx2 e y = cx2. Qual é
a relagao entre a, b e c?

= i, o vértice é V (—1, i)
2 2

3
2
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283. O grafico do trinémio do 2¢ grau ax2 — 10x + ¢ é o da figura:

e Y

—9f-----
Determine a e c.

Solucao
b 10
xv——2a— oa =5 =a=1
= + — +
yV:_A: 100 + 4ac _ 100 + 4c 9 5 c-16
4a 4a 4

Resposta:a =1 e ¢ = 16.

284. A figura abaixo é o grafico de um trindmio do segundo grau.

N fmmmmm—————

\

Determine o trindbmio.

Solucao
Xy = —L=2 = —b =4a=Db%=16a> (1)
2a
_(p2 —
yy= —B7—430) _ 3 . _(16a2 — 4ac) = 12a

4a
16a —4c = —-12= 4a—c= —3
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285.

286.

287.

Como x4 + Xy = —% = 4 (ja utilizado em (1))
Temos, ainda: x4 - X, = % = —5 = ¢ = —ba (por simetria, a outra raiz
€ 5). (3)
Substituindo (3) em (2),vem:4a + 5a= -3 = a = —%-

4 5
Portanto:b =— e ¢ = —

3 3
Entdo, o trindbmio é:y = _—1x2 + 4 X + 2.

3 3 3

Se f: R — R a fungdo definida por f(x) = ax2 + bx + ¢, cujo grafico € dado abai-
X0, sendo a, b, ¢ € R. Determine o valor de a.

y

=1+

—24

Determine a funcao g(x) cujo grafico € o simétrico do grafico da funcao
f(x) = 2x — x2 em relacdo a reta y = 3. Esboce o grafico.

Os graficos de duas fungdes quadraticas g e h interceptam-se nos pontos
P(x4; y1) € Q(Xo; Yo), cOM X5 > X4, COMO Mostra a figura.

Segx) =ax2 + bx + ceh(x) =dx2 + ex + f, vh

a area da regiao sombreada, na figura, é dada h
por f(xo) — f(x1), em que f(x) = d-a . x3 +

+ &R e (o Q

Yo+ \---
Nessas condicoes, qual é a area A da regiao
sombreada, no caso em que g(x) = x2 + x e
h(x) = —x% — x + 4?

Yit---

X -2
b J S
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XI. Sinal da fungao quadratica

121. Cconsideremos a funcdo quadratica
fix) =ax2+ bx + ¢ (a #0)

e vamos resolver o problema: “para que valores de x € R temos:

a) f(x) > 0; b) f(x) < O; c) f(x) = 0?”

Resolver esse problema significa estudar o sinal da fungao quadratica para
cada x € R.

Na determinacao do sinal da funcao quadratica, devemos comecar pelo calculo
do discriminante A, no qual trés casos distintos podem aparecer:

a) A<O0; b) A = 0; c) A>0.

Vejamos como prosseguir em cada caso.

1ecaso: A <O

Se A <0, entdo —A > 0.

Da forma canénica, temos:

f(x) = a2 by, (=4 fx) >0,V x €R
a- f(x) =a x+2a + 152 = a-f(x)>0,Vx €

/ %f_/ . )
positivo (nao negativo) positivo

Isso significa que a funcdo f(x) = ax2 + bx + ¢, quando A < 0, tem o sinal de
a para todo x € R, ou melhor:

a>0=f(x)>0,VXER
a<0=f(x)<0,VXER

A representacdo grafica da funcdo f(x) = ax2 + bx + ¢, quando A < 0, vem
confirmar a deducao algébrica.

f(x) <0 X

f(x) >0
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Exemplos:
19) f(x) = x2 — 2x + 2 apresenta A = (—=2)2 -4 -1-2 = -4 < 0 e, como

a = 1 > 0, concluimos que:
fix) >0,VxeR
29) f(x) = —x2 + x —1 apresenta A = 12 —4 - (-1) - (—1) = =3 < 0 e, como
a = —1 < 0, concluimos que:

fix) <0, VxeR

22caso: A=0

Da forma candnica, temos:

a - f(x) j/aZ [(x + %)2 - <4La2>} = a2<X + %)2

— —
positivo (nao negativo)  positivo

entdoa-f(x) =0,Vx eR.

Isso significa que a fungdo f(x) = ax2 + bx + ¢, quando A = 0, tem o sinal de

b
a para todo x € R — {x4}, sendo x4 =—2—a zero duplo de f(x), ou melhor:

a>0=f(x)=0,VXER
a<0=>f(x)<0,VXER

A representacdo grafica da funcdo f(x) = ax2 + bx + ¢, quando A = 0, vem
confirmar a deducao algébrica.

f(x) <0 X
X; = X
T fx) <0
5 =%
f(x) >0 f(x) >0
—
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Exemplos:
1°) f(x) = x2 — 2x + 1 apresenta A = (—2)2 —4 - 1 - 1 = 0; entdo f(x) tem um
b
zero duplo x4 = _2_a =1e,comoa = 1> 0, concluimos:

fix) >0,VxeR — {1}
fix)y =0 se x=1

20) f(x) = —2x2 + 8x —8 apresenta A = 82 —4(—2) - (—8) = 0, entdo f(x) tem
um zero duplo para x4 = —% = 2e,comoa = —2 < 0, concluimos:
fix) <0,Vx ER — {2}
fix) =0 se x=2

32 caso: A>0

Da forma candbnica, temos:

ool 2 (2] offe 2 B -2
2a 2a 2a 2a 2a 2a

Lembramos que a férmula que da as raizes de uma equagao do segundo grau é:

. —b — VA
—h + 1
=—b_\/Z,isto é, 2a
—b + VA
Xp = ———
2a

fica evidente que a forma canénica se transforma em:

a-f(x)=a2[(x— _b_ﬂ)(x— _b+ﬂ>]=a2(x—x1)(x—x2)
2a 2a

O sinal de a - f(x) depende dos sinais dos fatores (x — X1) e (X — Xo). Admitin-
do x4 < X,, temos que:

X X1 Xo

1) se x < x4 } } —>, temos:
X—x. <0

X< X < Xp= e =a-fix)=a%- (x—xl x—x2)>0
X=X <0

56 &
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X1 X Xo
2) se x; <X < X, I I t—>, temos:
X=X >0
Xg <X < Xp = e =a-f(x)=a%: x—xl)x—xz <0
X— X <O
X1 X X
3) se x > x, I I —> temos:
X=X >0
X> Xy > Xg = e =a-f(x) =a%- x—xl >0
X— X >0

Isso significa que:
1¢) O sinal de f(x) é o sinal de a para todo x, tal que x < X4 OU X > Xy;

2°) O sinal de f(x) € o sinal de —a para todo x, tal que x4 < x < Xo.

Em resumo:
X =X X =X,
X < X \/ X; < X < X \/ X > X,
f(x) temo l f(x) tem o l f(x) tem o
sinal de a 0 sinal de -a sinal de a

0 grafico da funcdo f(x) = ax2 + bx + ¢, quando A > 0, vem confirmar a dedu-
¢ao algébrica.

f(x) >0
f(x) < / \(x) <0
f(x) > 0 f(x) > 0

f(x) <0

Exemplos:

1) f(x) = x2 — x — 6 apresenta A = (—1)2 —4 -1 - (—6) = 25 > 0; entdo f(x)
tem dois zeros reais e distintos:
—b — A 1-5 —b + VA 1+5
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e,como a = 1 > 0, concluimos que:

f(x) >0 para X< =2 ou x>3
f(x) =0 para X= -2 ou x=3
f(x) <O para -2 < x <3

29) f(x) = —2x2 + 3x + 2 apresenta A = 32 —4 - (—=2) - 2 = 25; logo f(x) tem
dois zeros reais e distintos:

—b + VA -3+5 1 —b —~A -3-5
2a —4 2 2a -4
e, como a = —2 < 0, concluimos que:
1
filx) < O para x < ey ou X > 2
1
fixy = 0 para x = Y ou X =2
1
f(x)y > O para Y < x < 2

EXERCICIOS

288. Estude os sinais de cada uma das funcoes do exercicio 281.

289. Quais as condicdes de x para que a expressdo ax2 + bx + ¢, em que
b2 — 4ac > 0 e a < 0, seja estritamente positiva?

290.Qual é a condicao necessaria e suficiente para que o trinbmio do 2° grau
f(x) = ax2 + bx + ¢ tenha sinal constante em R?
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XII. Inequacado do 2° grau

122. Sea # 0,as inequacdes ax2 + bx + ¢>0,ax2 + bx + ¢ < 0,ax2 + bx + ¢ =0
e ax? + bx + ¢ < 0 s&o denominadas inequagdes do 2° grau.

Resolver, por exemplo, a inequagao:
ax2+bx+c>0

é responder a pergunta: “existe x real tal que f(x) = ax2 + bx + ¢ seja positiva?”.

A resposta a essa pergunta se encontra no estudo do sinal de f(x), que pode,
inclusive, ser feito através do grafico da fungao. Assim, no nosso exemplo, dependen-
do de a e de A, podemos ter uma das seis respostas seguintes:

184 Fundamentos de Matematica Elementar | 1



FUNGCOES QUADRATICAS

EXERCICIOS

291.Resolva a inequacéo x2 — 2x + 2 > 0.

Solucao
Considerando f(x) = x2 — 2x + 2, temos v
a=1>0 e A= -4<Q0;entao,

f(x) >0,V x €R.
Como a inequacao € f(x) > 0, vem:

S=R

292. Resolva a inequagéo x2 — 2x + 1 < O.

Solucao

Considerando f(x) = x2 — 2x + 1, temos
a=1>0 A =0 e o zero duplo

b
X = —— = 1; entao:
2a

f(x) >0 VxeR - {1}
fix) = 0 sex=1

Como a inequacao € f(x) < O, vem: 1 X

S = {1}

293.Resolva a inequacdo —2x2 + 3x + 2 = 0.

Solucao
Considerando f(x) = —2x2 — 3x + 2,temosa = —2<0,A=25>0¢e

0S ZEros X4 = — —-

5 €% = 2; entao:
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fix) / <O parax<—%ou X > 2 vt
1
f(x) =0 parax=—? ou x =2

1
> —— <x< 1
f(x) > 0 para > <X 2 ! / ,

-
Como a inequacao € f(x) = 0, vem: / \

S={x€R|—%sxs2}

294. Resolva as inequacoes em R:

a)x2—3x+2 >0 g) x2—6x+9 =0

b) —x2+x+6 > 0 h) —4x2+12x — 9 = 0

c) —3x2—-8+3 <0 ) X24+3x+7 >0

3

d) —x2+5x+1020 j) —3x2+3x — 3 <0

e) 82— 14x+3 < 0 K) 2x2 —4x + 5 < 0

f) 4x2—4x+1 > 0 ) —£x2+£x—i>0
3 2 4

295. Para que valores de x o trinémio — x2 + 3x — 4 € negativo?

296.SeA={x ER|x2—3x+2=<0} e B={x€ R|x2— 4x + 3 > 0}, determine
AN B.

297.SeA={x ER|3x —2x2=0},B={(x ER|1<x=<3}e
C={xeR|x2—x— 2=0}, determine (A U B) N C.

298. Sejam p(x) = x2 — 5x + 6 e q(x) = x2 + 5x + 6. Se a € um numero real e
p(a) < 0, qual é a condicao que deve satisfazer q(a)?

299. Qual é uma condicado suficiente para que a expressdoy = +Vx2 — 4 represen-
te uma funcao?
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300. Resolva a inequacdo (x2 — x — 2) - (—x2 + 4x — 3) > 0 em R.

Solucao

Analisando os sinais dos fatores, temos:
-1

f(x) = x’— x -2 +

=

A g
|
1
1
1
1
1
1
1

B L TN
y

g(x) = -x*+ 4x-3 -

Fazendo o quadro-produto, vem:

-1 1 2 3 _
f(x) = x°= x -2 w0 = = sy X
g = -x+ 4x -3 - | = s + 4 -
1 1 ] 1
1 1 1 1
f(x) - g(x) = + i = ! + 1 =
1 1

S={xeR|-1<x<1ou2<x<3}

301. Resolva, em R, as inequacodes:
a) (1 —4x3)-(2x2+3x)>0
b) (2x2 — 7x + 6) - (2x2 — 7x + 5)
) (X2—x—6) - (—x2+2x — 1) >
d x2+x—6)-(—x2—2x+3)=
e) 3—2x2—-x+2>0

) 233—-6x2+x—-3<0

<0
0
0

302.E dada a funcdoy = (2x2 — 9x — 5) - (x2 — 2x + 2).
Determine:
a) os pontos de intersegao do grafico da fungao com o eixo das abscissas;
b) o conjunto dos valores de x para 0s quais y < 0.

303. Dentre os nuimeros inteiros que sao solucoes da inequacao
(x2 — 21x + 20) - (3 — x) > 0, qual é o maior?

304. Determine os valores de x € R que satisfazem a inequacgao
(xX2—2x+8)-(x2—5x + 6) - (x2—16) < 0.

1 | Fundamentos de Matematica Elementar 167



FUNGCOES QUADRATICAS

305. Seja A o conjunto solucdo, em R, da inequacdo (x2 — 5x) - (x2 — 8x + 12) <
Determine A.
, . o 2x2+x—-1
306. Resolva a inequacao W < 0emR.
Solucao

Analisando os sinais do numerador e do denominador, temos:

1
-1 2
* T ? T >
f(x) = 2x2 + x -1 + i - i - | + i + X
i i i :
1 1 1 1
H 0 | 2 -
1 T 1 T =
gx) = 2x-x? - - A ! + P = X
Fazendo o quadro-quociente, vem:
2
-1 0 2 2 -~
f(x) =232+ x -1 + i = i = i + i + X
i i : i
1 1 1 1
1 1 1 1
gx) = 2x - x° e T T
| i | |
f(x) _ & - £ 0 -
g(x) : i : i
1 1 1 1
-1 0 1 2
2

S={xeRlxs—1ouO<xs%oux>2}

307.Resolva, em R, as inequagodes:

a) 4x2 + x — 5 -0 . x2+3x—16>1
2x2 — 3x — 2 —x2 + 7x—10
o) —9x2+9x—2<0 H 2x2+4x+5<_2
X+ Tx+2 32+ Tx+ 2
x2 + 2x 6x2 + 12x + 17
_— = g) > = —
x2+5x+ 6 —2x2+ 7x — 5
d) 2 — 3x -0 h)(x+1)3—1>1
2x2 4+ 3x — 2 x—183+1
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308.

309.

310.

311.

312.

313.

314.
315.

316.

1 1

FUNGCOES QUADRATICAS

Determine, em R, o conjunto solucao das inequacgoes:
g —2t1 _, q —X— - =0
X2 —3x + 2 x+1 x-1
b ———5 =0 ) t+ =<2
X2 —xc+x—-1 t
C)x—3$x_:L H x2+2x—12 1
X — 2 x2—1 x+1
Tomando como conjunto universo o conjunto U = R — {1}, resolva a inequagao
x+ 1 X+ 2
2 " 1-x
Dada f: R — R, definida por f(x) = —x2, resolva a inequacao:
f0 = f=2) _ ¢y
X+ 2
Responda:

a) O que se pretende dizer quando se pede para achar o dominio de uma f(x)
igualada a uma expressao em x? o 1
b) Determine, em R, o dominio da fun¢éo f(x) = | S
x2 —2x — 15

Ache o dominio da funcdoy = | Lﬂ, em R.

X2+x—6

2 _
Determine o conjunto igual a {x ER| % = 0}.
v X —

(x —3)(x2 + 2x — 8)
X2+ 4x +3

Qual é a condicao para que y = \/ , y real, seja definida?

Resolva as inequacodes:

a) 4 <x2-— 12 < 4x

b) x2+ 1 <2x2 — 3 < —5x
0<x2—-3x+2<6
TX+1<x2+3x—4<2x+2
0<x®+x+1<1

f) 4x2 —Bx+4<3x2—-6x+6<x2+3x—4

—_— — — —

c
d
e

Resolva os sistemas de inequacoes:
a) Ix3+x—-2>0 c) [1+2x=0
33X —x2<0 —4x2+ 8 —3<0

b){x2+x—20$0 d) {—2x2—x+1>0
x2—4x—21>0 4x2 — 8 +3 =<0
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317.

318.

319.

320.

Considere as desigualdades:

4y + 3x =12, 0 = x e O=y.

Classifique as proposicoes abaixo em verdadeiras (V) ou falsas (F):

a) O conjunto de solucoes das desigualdades € limitado no plano (x, y).

b) O valor maximo da variavel x satisfazendo as desigualdades €é 4.

¢) O conjunto de solugoes das desigualdades nao é limitado no plano (x, y).
d) O valor minimo da variavel y satisfazendo as desigualdades € 3.

e) O valor maximo da variavel y satisfazendo as desigualdades é 3.

Assinale as proposicoes verdadeiras (V) e as proposicoes falsas (F) nos itens
abaixo.
O conjunto solucao do sistema
{x2 -1>0
x2—2x<0 é:
aaxeR|-—1<x<1}

b)ixER|-1<x=<sO0lUu{0<x<1}
OxeER|x<-—1JUXER|x> 2}
d){xeR|1<xs%}u{xeﬂ%|%<x<2}

eyixeER|1<x<2}
Resolva a inequacéo x* — 5x2 + 4 = 0, em R.

Solucao
Fazendo z = x2, temos:

2—-52+4=0=z<1louz=4
mas z = x2; portanto:
X=<1oux2=4)=(x2-1<0o0ux2—4=0)=
S(—1=x=loux=—-2o0ux=2)
logoS ={xER|x<-20ou-1<x<1oux=2}.

Resolva, em R, as inequacgoes:
a)x* — 10x2 + 9 < O
byx* — 3x2 — 4 >0
cx* + 82 —9<0
d2x* — 3x2 + 4 <0
e)x8 — 7x3 — 8

f3x* — 5x2 + 4

o

=
>

0]
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321. Determine m de modo que a funcao quadratica

f(x) = mx2 + (2m — 1)x + (m + 1) seja positiva para todo x real.

Solucao
Devemos ter simultaneamente A < 0 e a > 0; portanto:
1°) A=b2—4ac=2m—-12—-4-m-(Mm+1)=4m2—4m+ 1 — 4m? —

1
—4m=—8m+1<0:>m>§

2?) a=mm>0=m>0
Como as condicdes sao simultaneas, concluimos que:
1

(fx) >0,VxER) © m > g

322. Determine m para que se tenha para V x € R:

323. Determine m para que se tenha

1

a)x2+@2m—1)x+ (M2 —-2)>0 il m—-1)x2+4m—1)x+m>0

b)x2 4+ 2m + 3)x + (M2 + 3)=0 g mx24+(m—-2)x+m=<0
X2 — mx+m>0 h)y m2+(mMm+3)x+m=0
dx2+m+1)x+m>0 ) (m+ 1% — 2(m —1)x + 3(m —1) < 0
e) —x2 + (m + 2)x —(m + 3) =0 D (M2 =12+ 2m—1x+1>0

X2+ (m+1)x + 1
x2+x+ 1

< 2paraVx e R.

Solucao
Considerando que x2 + x + 1 é positivo para qualquer x real, multiplica-

X2+ (m+ 1)x + 1
X2+ x+ 1

mos ambos 0s membros de < 2 por (X2 + x + 1),

mantendo a desigualdade.

Entao:

X2+ (m+ 1)x + 1
x2+x+1

SxX+MmM+Ax+1<22+x+1),VxER &

o —-xX2+mM-1x—-1<0,VxeER

Devemos ter A < 0, portanto:

A=m-12—-4-(-1)-(-1)=m2-2m-3<0 & -1<m<3

Resposta: —1 < m < 3.

<2,VxeERe&
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324.

325.

326.

327.

328.

329.

Determine m para que se tenha para V x € R.
X2+ mx+ 1
x2+ 1
X2 —mx + 2
X2 —x+ 2

a) <2

b) >m

X X+ m
©) ¥4 xE+1

& —3 X2+ mx — 2
) =T —x+1

<2

Qual € o conjunto de valores de p para os quais a inequacéo x2 + 2x + p > 10
é verdadeira para qualquer x pertencente a R?

Qual é a condicdo para que a desigualdade x2 — 2(m + 2)x + m + 2 > 0 seja
verificada para todo numero real x?

X—a X+ a

<
Se X2+ 1 x2

, para todo x # 0, qual é a condicao que a satisfaz?

Determine os valores de m € R para os quais o dominio da fungao

1
) = V2x2 — mx + m

€ o0 conjunto dos reais.

Para que a fungao real f(x) = Vx2 — 6x + k, em que x e k sdo reais, seja defi-
nida para qualquer valor de x, qual deve ser o valor de k?

XIII. Comparac¢ao de um numero real com as

raizes da equacgao do 2° grau

123. Comparar o nimero real « as raizes reais x; < X, da equacdo do 2¢ grau
ax2 + bx + ¢ = 0 é verificar se:

1°) a esta a esquerda de X1 (a < X1 < X»);
2°) a esta entre as raizes (x; < a< Xp);
3°) a esta a direita de x5 (X1 =< Xo < );
4°) o € uma das raizes (¢ = X4 OU o = X»);

sem calcular as raizes.

Sendo f(x) = ax? + bx + ¢ uma fung¢do quadrética, cuja regra de sinal ja discu-

timos neste capitulo, temos que:
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a) se a estiver a esquerda de x, ou a direita de x,, 0 produto a - f(a) € positivo,
isto é: a (coeficiente de x2) e f(a) = aa2 + ba + ¢ tém 0 mesmo sinal.

b) se « estiver entre as raizes x4 € Xp (X1 # X5), 0 produto a - f(a) € negativo,
isto é: a e f(a) tém sinais opostos.

c) se a é zero de f(x), entdo a - f(a) = O, pois f(a) = 0.

Resumo
Conhecendo a posicao de a em relacao as raizes reais x; € X, de f(x) = O,
temos que:
Da<x;<X = a-fla)>0
hHx<a<x = a-fla) <O
M xg=x<a = a-fla) >0

V)a=X%X4 ou a=%X = a-fla)=0
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Observemos que nos casos |, lll e IV o discriminante é A = 0, enquanto no
caso Il temos A > 0.

Inversamente, conhecendo o sinal do produto a - f(a), que conclusao podemos
tirar da existéncia de raizes reais da equacao f(x) = O e qual a posicao de o em re-
lacao as mesmas raizes?

E 0 que veremos em seguida.

124. Teoremall

Se a - f(a) < 0, o trindmio f(x) = ax2 + bx + ¢ tem zeros reais e distintos e a
esta compreendido entre eles.

Hipotese: a - f (o) < O Tese: A>0 e x4 < a < Xy

Demonstracao:
1¢9) Se fosse A < O, terifamos: a : f(a) = 0, V o, @« € R, 0 que é absurdo, pois
contraria a hipétese a - f(a) < O.

Concluimos, entao, que A > 0O, isto &, f(x) tem dois zeros, x4 € X», reais e dis-
tintos.

2°) Se o real « estiver a esquerda de x, ou a direita de X, ou for um zero de f(x),
teremos a - f(a) = 0, o que contraria a hipdtese a - f(a) < O.

Concluimos, entao, que a esta compreendido entre x4 € X,.

Exemplo:

Comparar o ndmero 1 as raizes da equacdo 3x2 — 5x + 1 = 0.

Temosa =3,a =1 e f(x) = 3x2 — bx + 1; entdo:
a-fla)=3-f1)=3-(3:-12-5-1+1)=-3<0

Conclusao: A >0 e x1 <1 < Xo.

125. Teorema 2

Sea-fla) >0 e A= 0,entdao a esta a esquerda de x, ou a direita de x,.

a-fla) >0 a <Xy = Xp
Hipotese < e Tese <ou
A=0 X1 =X <a
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Demonstracao:

SeA>0ex <a=<Xy,entdo a - fla) < 0, 0 que contradiz a hipétese a - f(a) > 0.

SeA=0ea =X =Xy entdoa - fla) = 0, 0 que também contradiz a hipétese
a - f(a) > 0.

Concluimos que a < X < X, 0U X1 < Xp < a.

Observacao:

Notemos que, se a - f(a) > 0 e A = 0, o teorema 2 garante que o & [Xq, Xo],
mas nao indica se a esta a esquerda desse intervalo (o < X4 < X,) ou a direita dele
(x4 =< X < a). Para verificarmos qual dessas duas situagcdes esta ocorrendo, deve-

mos comparar a com um numero qualquer que esteja entre as raizes. Para facilitar

. . 3 S X1+ Xo b , e
0s calculos, vamos utilizar o ndmero ? = —= —2—, que é a média aritméti-
a

P . 2
ca das raizes x; € Xo, pois:
X1 + Xo S

5 SXDX ST SX

X1 < Xp = Xg < 5

Calculando % = —2%], temos duas possibilidades a examinar:

S - .. S .
12) se a < —, entdo « esta a esquerda de — e, consequentemente, a esquer-
da de x4: 2 2

S X1 X2
< <X = o o - o >
o 2 = o X1 X2 o S X
2
S N e S N
23) se a > ? entdao o esta a direita de ? e, consequentemente, a direita
de x:
S X1 X2
A>T =X =Xn<a >
2 1 2 s . >
2
Exemplos:

1°) Comparar o nimero 1 as raizes da equacao 3x2 + 4x — 3 = 0.

A =42 — - (=3)=52>0

a- fla) = (1) 3:3+4-3)=12>0 =X <x<1
32_3__3 “1=q

2 2a 3
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2¢9) Comparar o nimero O as raizes da equacdo 4x2 — 6x + 1 = 0.

A=(—62—-4-4-1=20>0
a-flw)=4-f0)=4-1=4>0 | =0<x, <x,
S_-b_3

2-2_-2>p
2 2a 4

126. Resumo

Se f(x) = ax2 + bx + ¢ apresenta zeros reais x; < X, € a € um ndmero real que
vai ser comparado a x4 € Xo, temos:

a)a fla) <0 /—= x, < a <x

b)a - f(a) = 0 = « € uma das raizes

a<X1$X2 se a< E
cJa-fl@)>0e A=0 = 2

S
X1$X2<(X se OL>E

EXERCICIOS

330. Determine m de modo que o ndmero 1 esteja compreendido entre as raizes da
equacdo: mx2 + (m — 1)x — m = 0.

Solucao

Considerando f(x) = mx2 + (m — 1)x — m.
Para que aconteca x; < 1 < Xp, em que X4 € X, Sa0 as raizes de
mx2 + (m — 1)x — m = 0, devemos ter:
a-f1) <0 =>mm-12+(m—-1)-1-m]<0 =

& f(1)
>m:-mM-—1)<0 = 0<m<1
Resposta: 0 < m < 1.
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331. Determine m de modo que o ndmero « esteja compreendido entre as raizes da

332.

333.

334.

335.

equacao:
agm2+2m—-3x+m—-1=0e a=2

)
comZ+mM—-1x+M+2)=0e a=0
A M -1+ Mm-3x+m+1=0e a=1

Determine os valores de m na equacdo x2 + (m — 2)x + 1 — m = 0 de modo
que o numero real 2 esteja compreendido entre as raizes.

Determine m para que a equacdo (m — 2)x2 — 3mx + (m + 2) = 0 tenha uma
raiz positiva e outra negativa.

Determine o menor valor inteiro de k para que a equacdo 2x2 + kx + k — 5=10
tenha duas raizes de sinais opostos, sendo a negativa a de maior valor absoluto.

Determine m de modo que a equacdo mx2 — (2m + 1)x + 2 + m = O tenha
raizes reais tais que —1 < x4 < Xo.

Solucao
Considerando f(x) = mx2 — (2m + 1)x + 2 + m.

Para que aconteca —1 < x4 < Xp, €M qUE X4 € X» SA0 as raizes reais de
mx2 — (2m + 1)x + 2 + m = 0, devemos ter:
a-f(—=1)>0, A=0 e % > -1

Analisando separadamente cada condicao:

12) a-f(—1) >0=m- -[m(-12 - 2m+1)- (-1) + 2+ m] >0 =
a

f(—1)

:>m-(4m+3)>0:>m<—% ou m>0

1
22) A20:>(2m+1)2—4~m(2+m)>0:>—4m+1>0:>m<z
S + + +
3) 2> qo2mtl o 2mtl At
2 2m 2m

1
= m <_Z oum >0
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Representando os valores encontrados sobre um eixo.

3
(- f(— 1) > 0) —— 0
1

(A = 0) i
S -+ m

4 0
S_
(3> -1) -

Como as trés condicoes sao simultaneas, fazendo a intersecao dos in-
tervalos acima, vamos encontrar:

3 1 p
m < _Z ou 0< m = —, que é aresposta.

4

336. Determine m de modo que a equagdo (m — 3)x2 + 2(m —2)x + m+ 1 =0
tenha raizes reais tais que x; < x, < 1.

337.Determine m de modo que a equacdo (m — 1)x2 — mx — 2m — 2 = O tenha
raizes reais tais que —1 < x4 < Xo.

338. Determine m de modo que a equagdo do 22 graumx2 — 2(m + 1)x + m+5=0
tenha raizes reais tais que 0 < xq < X, < 2.

339. Determine m para que a equagado do 22 grau mx2 — 2(m + 1)x + m + 5 =0
tenha raizes reais tais que x; < 0 < x, < 2.

340. Determine m para que a equagao do 22 grau 3x2 — 2(m + 2)x + m2 —6m + 8 = 0
tenha raizes reais tais que x; < 1 < x, < 4.

341. Determine m para que a equagdo do 2¢ grau 2m + 1)x2 + 2x + m + 1 =0
tenha raizes reais tais que 0 < x; < x, < 4.

342. Determine m para que a equacdo do 2¢ grau (3m — 2)x2 + 2mx + 3m = 0
tenha uma Unica raiz entre —1 e O.
343. Determine m para que a equagdo do 22 grau mx2 — 2m — 1)x —m —1 =0

tenha uma Unica raiz entre —1 e 2.
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XIV. Sinais das raizes da equac¢ao do 2° grau

127. Estudar os sinais das raizes de uma equacao do 2¢ grau & comparar o niime-
ro zero as raizes x4 € X, da equacao dada.

Podem ocorrer trés situacoes:

1?) as raizes sao positivas
Neste caso, temos:

0<x1 <X ou 0<Xy=Xo

0 X1 X2

=y

0 X1 = Xp

~y

De acordo com a teoria anterior, temos:

A=0 e a-f(0)>0 e %>O
Notemos que, sendo f(x) = ax2 + bx + ¢, temos:
a)a-f0)=a-c>0 = %>o = P>0

em que P = £ € o produto das raizes da equacao do 2° grau.
a
S

emque S = _b € a soma das raizes da equacgao do 2¢° grau.
a

Assim sendo, uma equacao do 2° grau tem raizes positivas somente se:
A=0 e P>0e S>0
isto €, se as raizes forem reais, com produto positivo e soma positiva.
22) as raizes sao negativas

Neste caso, temos:
X1<X2<O ou X1:X2<O

X1 X2 0

\

X1 = Xo 0

\
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De acordo com a teoria anterior, temos:
S
A=0 e a-fl0)>0 e 5<O

Isso também pode ser escrito assim:
A=0 e P>0 e S<O

3?) as raizes tém sinais opostos
Neste caso, temos:
X1 <0 <Xy

De acordo com a teoria anterior, temos:
a-f(0)<0 ou P<O

128. Aplicacgao

Determinar os valores de m na equagao do 2¢ grau:
m-1x2+2m+1)x+m=0
para que as raizes reais sejam distintas e positivas.
Como a equacao é do 2¢ grau, devemos ter, inicialmente,
m-1+#0 > m#1
e, se as raizes sao distintas e positivas (0 < x4 < X,), entao:

A > 0 (pelo fato de as raizes serem reais e distintas) e S > 0 e P > 0 (pelo
fato de as raizes serem positivas).

Analisando cada condicao:

A=02m+12—-4m-1)-m=

=8m+1>0:>m>—% A>0 8
m
g b _—Cm+y
a m-—1 1
S>0 2 1
= ——<m<1 m
c
P=—= >0= P>0 0 1
a m-—1

>m<Ooum>1

. ~ . - 1 .
Fazendo a intersecao das trés condicoes, vem _E < m < 0, que é a resposta.
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EXERCICIOS

344. Determine m de modo que a equagao do 2¢ grau

(m+ 1)x2 + 2(m + 1)x + m — 1= 0 tenha raizes negativas.

345. Determine m de modo que a equagdo do 22 grau (m + 1)x2 + 2x + m — 1=0

tenha raizes positivas.

346. Determine m de modo que a equacao do 2¢ grau

(m — 2)x2 + (3m — 1)x + (m + 1)= 0 tenha raizes de sinais opostos.

347. Determine m de modo que a equacgao do 2¢ grau

(m — 1)x2 + (2m + 3)x + m = 0 admita raizes negativas.

348. Determine m de modo que a equacdo do 22 grau (M2 — 4)x2+ mx+ m—3 =0

admita raizes de sinais opostos.

349. Determine m de modo que a equacgdo do 22 grau mx2 — (2m — 1)x + (m — 2)=0

admita raizes positivas.

350. Determine o menor valor inteiro de k para que a equacdo 2x2 + kx + k —5=0

tenha duas raizes de sinais opostos, sendo a negativa a de maior valor absoluto.

351. Considere o conjunto A = {y € Z tal que |y| < 4}. Responda:

a) Qual o nimero de equacdes do tipo x2 + 2mx + n=0,comm €A en € A?
b) Dentre as equacodes obtidas no item a, quantas tém raizes reais e distintas?

c) Dentre as equacdes com raizes reais e distintas, quantas tém raizes positivas?

352.A equacdo (m2 + 1)x — 2m + 5 = 0 admite raiz negativa para qual condicao

sobre m?

353. Sejam p e q reais; se a equacao do segundo grau em x:

1

x> +px+02+1=0
tem duas raizes reais, x; € X, qual é o sinal dessas raizes?
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LEITURA

Dedekind e os naumeros reais

Hygino H. Domingues

A escola pitagoérica provou que V2 n3o é um nimero racional. Mas nem
por isso descobriu os numeros irracionais. E como os gregos de entao, ao
contrario de babilénios e egipcios, nao eram de se contentar com aproxima-
¢oes, desprovidas de significado teérico, enveredaram pela geometria para
superar esse impasse (ver pag. 62). Assim, os gregos do periodo classico, ao
resolverem a equacao x2 = 2, por exemplo, faziam-no geometricamente, forne-
cendo a raiz positiva como um segmento de reta. E se hoje dizemos “x ao
quadrado” para indicar x2, iSso se deve a que 0s gregos associavam um pro-
duto de fatores iguais a figura de um quadrado. Coisa analoga vale para x°.

Mas a ciéncia aplicada nao pode prescindir da matematica numérica. De
modo que ja no periodo alexandrino, quando a matematica grega se abriu para
as aplicagoes, nao lhe restou senao imitar a atitude de egipcios e babilonios
com relacao aos numeros irracionais — pois ainda demoraria muito até que a
natureza destes fosse decifrada.

Assim é que até a primeira metade do
século XIX o conceito de numero irracional
nao havia ainda sido elucidado e o conjunto
dos numeros reais carecia de fundamenta-
¢ao légica. A substituicao da intuicao geo-
métrica pelos nimeros, como base da ana-
lise matematica, foi a grande motivacao, no
século XIX, para as tentativas de pdér em
pratos limpos a questao dos nimeros reais.
E entre os matematicos com papel decisivo
nessa empreitada figura Richard Dedekind
(1831-1916).

Dedekind nasceu na Alemanha, em
Brunswick, também cidade natal de Gauss.
Mas, ao contrario deste, seu extraordinario
génio matematico nao aflorou precocemen-
te. Na Universidade de Gottingen, em que  Richard Dedekind (1831-1916).
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ingressou aos 19 anos de idade, Dedekind iria ter a oportunidade de ser aluno
de seu conterraneo. E o mesmo Gauss, em 1852, teve ocasiao de dar parecer
favoravel a tese de doutoramento de Dedekind.

Depois de trabalhar quatro anos em Gottingen como instrutor e seis
anos como professor na Escola Politécnica de Zurique, Dedekind foi contrata-
do pela Escola Técnica Superior de sua cidade natal, onde permaneceu até a
morte.

Sao indmeras as contribuicoes de Dedekind a Matematica. Mas seu
nome provavelmente € mais lembrado por dois importantes conceitos: o de
ideal, um dos mais fecundos hoje em dia em todos os campos da Matematica;
e o de corte, através do qual caracterizou, num livro de 1872, os nimeros
reais.

Como professor de calculo, ja a partir de 1858, sentiu mais diretamente
a falta de um embasamento tedrico para o sistema dos nimeros reais. Exem-
plificava dizendo nao haver uma demonstracao sequer para coisas corriquei-
ras como V2 - V3 = V6. E a questao central era como esclarecer a ideia de
continuidade.

Depois de meditar muito, mas sem buscar inspiracdo em Eudoxio, De-
dekind abracou a ideia de que se poderia chegar ao conceito de continuidade
através de convenientes particoes em Q. E definiu um corte em @ como uma
particao deste conjunto num par (A, B) de subconjuntos nao vazios tais que todo
elemento do primeiro € menor que todo elemento do segundo. Por exemplo,
para cada a € () esta associado o corte racional (A, B) definido por a, em que
A={xeQ|x<a}leB={xe€ Qx> a}. Mas nao vale a reciproca: ha cortes
nao racionais.

Dedekind mostrou como operar com esses cortes e como compara-los.
Desse modo cada corte passa a representar formalmente um ndmero real € o
conjunto desses cortes pode ser visto como o conjunto dos numeros reais.
Por exemplo, o corte (A, B) do exemplo representa o nimero racional a; os
cortes nao racionais sao 0os nimeros irracionais da teoria de Dedekind.

Os mais de 2000 anos decorridos desde o inicio até o fim desta histéria
dao bem uma ideia da magnitude do passo dado por Dedekind.
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Funcao modular

I.

Uma funcgao f pode ser definida por varias sentencas abertas, cada uma das
quais esta ligada a um dominio D; contido no dominio da f.

129. Exemplos preliminares

1°) Seja a funcao f: R — R definida por
f(x) = L parax <O
fix) =x+1para0=x<2

f(x) = 3 parax = 2

que também pode ser indicada por

1 sex<O0
fx) =9x+1 se0s=sx<2

3 sex=2

O seu grafico esta representado ao lado.
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Funcao definida por varias sentencas abertas

f(x) = 3




2°) Seja a funcao f: R — R definida por
f(x) = —x parax < —1
flx) =x2 —1parax = —1

que também pode ser indicada por

—X se x< -1
x2 -1

f(x) )
0 seu grafico esta representado ao lado.

=

se X

FUNCAO MODULAR

= 2
X~

f(x)

-
x

NV

EXERCICIOS

354. Construa o grafico das fungdes definidas em R:

2 f(X)_{x+1 se x=0 B
| =x se x<0 B
'—2x+3 se x=1
b) f(x) =141 se —1<x<1 =
\2+x se x= -1
r—2 se x= —2
c) f(x) = {x se —2<x<?2 =
k2 se x=2
d)f(x)_{x2—4x+35e x=1 B
S lx-1 se x<1 B
355. Esboce o grafico da fungao:
x~1 se x=2
fix) =1x2—1 se 0=x<2
x| se x<0

356. Construa o grafico da fungao real dada por:

0 se x=0
a) fx)={— se 0<x=<2 b) f(x) =
1 se x> 2

1 | Fundamentos de Matematica Elementar

—2xse x=0
1-x se x<O

—x2+ 1 se x> —2

1 se x< —2

se x=0
4x se x<O

X2 —

—4x+ 3 se x=0
x2+4x +3 se x<O0

- r
- |
A
-

se x=0
se x>0
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X2 +x—2 sex>-—-2

357.Na funcao real f(x) = , determine os valores do

—%"—1 se x= —2

dominio que tém imagem 4.
Solucao

Para determinarmos o valor de x € R tal que f(x) = 4, resolvemos as

equacoes

. . x = —3 (nao convém)
X*+x—2=4 =5 x*+x—-6=0 =

X=2

e

X
——+1=4 = x= -6

2
logo, os valores do dominio que tém imagem 4 saox = 2 ou x = —6.

5
2 _ =
358. Na fungao real f(x) = X 2 X +1se x= O, determine os valores do domi-

Xx+2se x<O0
nio que tém imagem 7.
359. Considere a fungao y = f(x) definida por:

y = 4x se 0sx=<2
y=-x24+6x se 2<x<6

a) Esboce o grafico de y = f(x) no intervalo O < x < 6.
b) Para que valores de x temos f(x) = 57

360. Considerando a funcao real definida pela sentenca

x2+bx+c sex=<0
f(x) ={mx + n se 0 <x<xq
X2+ bix + ¢4 se x =X,

cujo grafico é: A
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pode-se afirmar:
a) A equacao f(x) = % tem 4 solucoes.
b) f(—2) = 1.

c) Se 0 < x < 1,entdo f(x) = —% + 1.

d) Se x = 1, entdo f(x) = x2 — 5x + 6.

. . ~ . 1
e) O conjunto imagem da funcao é o intervalo {—Z , +oo[.

II. Médulo
130. Defini¢cao

Sendo x € R, define-se médulo ou valor absoluto de x, que se indica por Ixl,
por meio da relagao:

Ix| = x se x=0
ou
Ix| = —x se x<O0

Isso significa que:
1°) o moédulo de um nidmero real ndao negativo é igual ao proprio ndmero;
2°) o médulo de um numero real negativo € igual ao oposto desse numero.

Assim, por exemplo, temos:

|+2] = +2, -7l = +7, 10l = 0O,

_%‘: +%’ [=V2I = +v2, |+V3] = +43

131. Propriedades

Decorrem da definigao as seguintes propriedades:
18) Ixl =0,vxeR

22)
38) Ixl -yl = Ixyl, Vx,y ER
43) IxI2=x2, VxeR

Xl =0 & x=0
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53) x<Ixl,Vx€ER

63) Ix+yl=sIxl +lyl,vx,yeR
738 Ix—yl=1Ixl = lyl,¥vx,yeR
8) Ixl<=aea>0o-asx=<a

9) |xl=aea>0ox<-aoux=a
Demonstracoes:

18) Sex =0, entdo Ixl =x=0.
Sex <0, entdo Ixl = —x > 0.
23) Sex =0, entdo Ixl =x=0.
Se Ixl = 0, entdao x = 0, pois, caso x # O, resultaria Ix| > 0.
32) Sex=0ey=0, entdo Ixl - lyl =x-y=Ix-yl, poisx-y=0.
Sex<0ey<O0, entdgo Ixl - lyl =(—x)-(—=y)=xy = Ix-yl,
pois x -y > 0.
Sex=0ey<0, entdo Ixl - lyl =x-(—y)=—x-y=Ix-yl,
pois x -y < 0.
Sex < 0ey=0, analogamente.

43) Sex =0, entdo x = Ix| e dai x2 = [x/|2.

Sex <0, entdo —x = Ix| e dai (—x)(—x) = Ix| - Ixl, isto &, x2 = [x|2.

52) Sex =0, entdo x = Ixl e, se x < 0, entdo x < 0 < Ixl; portanto, x < x|

para todo x real.
63) Ix+yP=(x+y2=x2+y2+2xy<IxI2+1lyl2+ 2 Ixl - Iyl =
(Iv) (V)

= (IxI + lyh)2edai Ix + yl < Ix| + lyl.
78 Ix—ylP=x—y2=x2+y2—2xy=x2+y2—2-Ixl - lyl =
= |xI2 + lyl2 — 2Ix| - lyl = (Ix] = lyh)2 e dailx —yl = Ix| — lyl.

a>0
8) Ixl=sa © ¥=<a?2 @ x2-a2<0 o x+ax—-a<0«<

& —asX=a.

a>0
9 Ixl=a & 2<a2 @ x2-a2=20 < x+ax—-a)=0 <

& X< —a ou x=a.

III. Funcdao modular

132. Uma aplicacdo de R em R recebe o nome de fun¢do médulo ou modular

quando a cada x € R associa o elemento Ix| € R.

f(x) = Ixl
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Utilizando o conceito de médulo de um A
numero real, a funcao modular pode ser defi-
nida também da seguinte forma:

Y

X se x=0 U\
_ + B\
fx) { -X se x<0O

O grafico da fungao modular € a reuniao
de duas semirretas de origem O, que sao as
bissetrizes do 1° e 2° quadrantes.

A imagem desta funcao é Im = R, isto &, a funcao modular somente assume
valores reais nao negativos.

EXERCICIOS

361. Construa os graficos das funcoes definidas em R:
a) f(x) = [2xl b) f(x) = I3x]

362. Construa o grafico da funcao real definida por f(x) = Ix + 1l.

Solucao

Podemos construir o grafico de f(x) = Ix + 1| por dois processos:

1°) processo:

x+1 se x=-1

Not + 1| =
otemos que |x | {—x—l -

Entao a funcao pode ser definida como uma funcao a duas sentencas,
ou seja,

yA

N
X

—-x—1 se x<-1

x+1 se x=-1
f(x)=1

i S 2 I 3
cujo grafico esta representado ao lado. —

>y
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2°) processo:
Para construirmos o grafico de

yA

f(x) = Ix + 4l, 9
A
fazemos inicialmente o grafico da fungao
g(x) = x + 1, que esta representado ao 90 ox;
lado. o
Para obtermos o grafico de
f(x) = lgx)| = Ix + 1l
fazemos em duas etapas:
vA
Primeira etapa: fFd
Se g(x) = 0, vamos ter f(x) = lg(x)| = g(x),
isto €, o grafico da fungao f coincidira
com o grafico da funcdo g. =
7/

f+ g y A /
Segunda etapa: =
Se g(x) < 0, vamos ter
f(x) = lg(x)l = —g(x), isto &, o grafico da fun- Z >~
¢ao f sera simétrico do grafico da funcao g, E
relativamente ao eixo das abscissas.
Construindo os gréficos obtidos, nas duas 219
etapas, no mesmo plano cartesiano te- vA
mos o grafico da funcdo f(x) = Ix + 1l.

363. Construa os graficos das seguintes funcgoes reais:

a) f(x) = Ix — 1l e) f(x) = Ix2 + 4xl
b) f(x) = [2x — 1l f) f(x) = Ix2 — 3x + 2|
c) f(x) = 12x + 3l g) f(x) =14 — x2|
d) f(x) =12 — 3xl

190 Fundamentos de Matematica Elementar | 1



FUNGCAO MODULAR

364. Construa o grafico da funcado definida em R por f(x) = Ix — 1] + 2.

Solucao

Construimos inicialmente o grafico da funcdo g(x) = Ix — 11.
Para obtermos o grafico de f(x) = g(x) + 2, deslocamos cada ponto do
grafico da funcao g duas unidades “para cima”.

) )

N /f(x):\x—1|+2

g(x) = |x — 1l L

365. Construa os graficos das seguintes funcoes reais:

a) fx = Ixl — 3 d) fx) = Ix2 — 1] — 2
b) f(x) = I2x — 1| — 2 e) f(x) = Ix2 — 4] + 3
c) fx)=13x — 4l +1 f) fix)=Ix2+4x + 31— 1

366. Construa o grafico da fungao real:
ayy=Ixl—1 b)) y=—-Ix—al +a

367. Construa o grafico da funcdo definida em R f(x) = Ix + 2| + x — 1.

Solucao

Notemos que

Ix + 2| = X+2 sex=—2
| x—2 sex< -2 y

Bx

Devemos, entao, considerar dois casos: /

@

1¢) quando x = —2, temos:
fx)=Ix+2 +x—-1=
=x+2+x—-1=2x+1 X

2°9) quando x < —2, temos: ool = | 3
fx)=Ix+2 +x—1=
=—Xx—2+x—-1=-3
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Anotando a funcao f como uma funcao definida a duas sentencas, vem:
B {2x+ 1 sex= -2
flx) = -3 sex< -2
cujo grafico esta na pagina anterior.

368. Construa os graficos das fungdes reais abaixo.

a) f(x) = Ixl + x f) fx)=13x+2l —2x+ 3
b) f(x) = IxI — x g) f(x) =x2 — 4Ixl + 3

c) fx)=Ix -3l +x+ 2 h) f(x) = Ix2 — 2Ix| — 3|
d) fx)=Ix+ 1l —x+ 3 N fx)=1Ix2—2xl +x+ 2
e) fx)=I12x — 1l +x — 2

369. Trace o grafico da funcao f de R em R, definida por
fx) = (x2 — 1) + Ix2 — 1| + 1.

370. Determine o conjunto imagem da fungao f de R em R, definida por
fix) = 2Ix — 3l + x — 1.

371. Os diagramas cartesianos abaixo representam relacoes em R.

A \
\\ R,
RZ
\ 1 \ 21--4 A
] 1 > ' Ry
! -
_‘| - =

Rs

/

7,

Analise os diagramas e indique as afirmativas verdadeiras.

a) Ry =Ry d) D(Ry) = ]-2, —1] U [1, +o
b) Ry ={(x,y) ERZy = Ixl + x} e) I(Rs) = ]—, 1]

c) Rz={x,y) ERZ Ixl >1 e lyl =1}
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372. Construa o grafico da fungao f(x)
Ix — 1

x|
> definida em R*.
373. Construa o grafico da fungao f(x) = 1 — x definida em R — {1}.

374. Construa o grafico da funcao definida em R por:
f(x) = 12x + 1] + Ix — 11,

Solucao
2x +1 sex= L
Notemos que [2x + 1] = 2
1
—2x—1 sex<-—

—Xx+1 sex<1

x—1 sex=1
elx — 1l

Devemos, entao, considerar trés casos:

1°) quando x < —%, temos:
fx) =2x+ 1l +Ix — 1l = —2x — 1 — x + 1 = —3x

2¢) quando —%s x < 1, temos:
fx)=2x+ 1l +Ix—1l=2x+1—-x+1=x+2
39) quandox=1,temos:f(x)=I2x+ 1|+ [x — 1l =2x+ 1 + x — 1 = 3x

Anotando a fun¢ao f como uma funcao definida a varias sentencas, vem
\ vA r
—3x sex< =
= 1 \ &/
3 X+2 se——=x<1 % *//
3x sex=1 \e [ [/
. . //T
cujo grafico esta ao lado. N
X
- Ixl

Construa o grafico da fungao real definida por:
b) y = —x

375.
a) f(x) = Ix — 11 — Ixl
193
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376. Construa os graficos das seguintes funcoes reais:
d) f(x) = I3x + 3| — [2x — 3|

377.

378.

184

a) f(x) = Ix + 1l + Ix — 1l

b) f(x) = Ix + 1| — Ix — 1|

c) f(x) = [2x — 21 + Ix + 3l f) f(x) =

Construa o grafico da funcao definida em R:
fx) = l12x — 2| — 4|

e) f(x) = Ix2 — 4| — Ix — 2|

[x2 — 2x| — Ix2 — 4]

2

Solucao

vk

Construimos inicialmente o grafi-

code g(x) = 2x — 2| — 4.

Analisemos as duas possibilidades:

12) Se g(x) = 0, temos:

f(x) = lgx)l = g(x)

isto €, o grafico da fungao f coin-

g(x

cide com o grafico da funcao g.

22) Se g(x) < O, temos:

f(x)

Dx + 2|

-4l

f(x) = lgx)| = —g(x)

isto €, o grafico da fungao f é o

oposto do grafico da funcao g.

Considerando as duas possibi-

lidades e representando num

mesmo plano cartesiano, temos:

Construa os graficos das fungoes reais:
a) f(x) = IIxI = 2]
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379. Construa o grafico da funcao real definida por:
a) f(x) = Ix2 — 5Ix| + 6l c) f(x)
b) y =2x + Ix — 2Ixll

_ Ixl Ix — 1l

380. Considerando os graficos abaixo, indique as afirmativas verdadeiras.

A A A

D : : : |
2 C N
1 1 1 1
1 1 1 1
T i :3_7"' :
NS NS, 5 )e ) F) i)
—2m =37 —7w -7 ™ w 37 2w —2m, -, w, 2m,
2 2 2 2 ! ! ! !
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1

a) A representa a funcao f(x) = %

b) B representa a funcao f(x) = logy Ixl.
2

c) C representa a funcédo f(x) = —Ix2 — x|.

d) D representa a funcao f(x) = 1 + sen (% - x).

e) E representa a funcao f(x) = cotg x.

IV. Equag¢des modulares

133. Lembremos a propriedade do médulo dos ndimeros reais, para k > 0O:
Ixl=k & x=k ou x=—k

e, utilizando essa propriedade, vamos resolver algumas equacoées modulares.
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19) Resolver [2x — 1| = 3.

Entao:
2x—1=3 = x=2
I2x =1l =3 = ou
2Xx—-1=-3 = x=-1
S={2, -1}

29) Resolver [3x — 1| = [2x + 3.
Lembrando a propriedade

lal=Ibl & a=b ou a=-b
temos:

X—1=2x+3 = x=4
3x — 1l = 12x + 3| & ou

X—-—1=-2x—-3 = x=—%
5= -2]
5
39) Resolver Ix + 1l = 3x + 2.
Devemos ter inicialmente:
2
xXx+2=0 = x= —g
para que seja possivel a igualdade.
2
Supondo x = —g, temos:
1
X+1=3x+2 = X=-7
Ix+1l=3x+2 = ou
X+1=-3x—-2 = x= —% (n@ao convém)
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EXERCICIOS

381. Resolva as seguintes equacoes, em R:

a) Ix+2=3 e) Ix2—-3x—1l=3

b) 13x — 1l =2 f he-2x-L[=%
2 4 4

c) l4ax — 51 =0 g) Ix2—4x+5l=2

d) I2x — 3l = -1

382. Considere o grafico abaixo:

a) Mostre que esse grafico representa a funcao de R em R definida por
flx) = x + Ix — 1l.

b) Dada a funcao constante g: R — R definida por g(x) = k, para que valores
de k a equacao f(x) = g(x) tem uma unica solugao?

383. Resolva, em R, as seguintes equagoes:

a) 13x + 21 = Ix — 1l c) Ix2+x—5]=l4x — 1l

b) l4ax — 1l — I2x + 3l = 0 d) Ix2+2x — 2 = Ix2 — x — 1
384. Resolva as seguintes equacgodes, em R:

a) Ix—2l=2x+1 d) 12x2 + 15x — 3l =x2+ 2x — 3

b) I3x + 2l =2x — 3 e) 13x — 2/ =3x -2

c) I2x =5l =x—-1 f) 14—-3xl=3x—4

385. Resolva, em R, a equacao Ix|2 + x| — 6 = 0.
Sugestao: Faca Ix| = y.
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386. Resolva, em R, a equacdo [2x — 3| + Ix + 2| = 4.

Solucao

2x — 3 sex =
[2x — 3| =

—2Xx + 3 sex <

N|w N |w

|x+2|={ X+2 sex=-—-2
—X—2 sex< -2

3
-2 2 X‘
lox =3l  —2x+3 | -2x+3 | 2x-3
Ix + 2| —x — 2 X+ 2 X+ 2
l2x — 3| + Ix + 2| —-3x+ 1 —x+5 3x — 1

Temos, entao:

—3Xx +1sex<—2

3
e — & e g = AT O SR =ASNE

3x —1sex= el
2
Resolvendo cada parte, vem:
—3x + 1 =4 = x = —1 (Nao serve, porque x deve ser menor que —2.)

—X+5=4=x=1

|on

X—1=4=x=

w|01 w

Resposta: S = {1,

}

387. Determine o conjunto solucao, em R, das equacoes:
a) Ix+1l —Ixl=2x+ 1
Ixl _ Ix — 1l

b) X x—1
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V. Inequacgdes modulares

134. Lembrando as propriedades de médulo dos nidmeros reais, para k > 0:
19 xl <k & —-k<x<k
29 Ixl >k & x< -k ou x>k

e, utilizando essas propriedades, podemos resolver algumas inequacées modulares.

19) Resolver em R: [2x + 1] < 3.
Entao:

2x + 11 <3 = -3<2x+1<3 = -2<x<1
S=KxeRI|-2<x<1}.

2¢) Resolver em R: [4x — 3| > 5.
Entao:
[4x — 3| >5 = (4x—3< -5 ou 4x—3>5) =

1
= <x<—7 ou x>2>

S={XER|X<—% ou x>2}.

EXERCICIOS

388. Resolva, em R, as inequacdes abaixo.

a) I3x — 2l <4 g) I5x + 4l = 4
b) I2x — 3l =1 h 12 —3xl =1
c) 14-3xI<5 iy I13x—5l>0
d) I3x + 4l <0 D lax— 7l = -1
e) I2x + 4l < -3 K 1<Ix—1l<3

f) l2x — 1l >3

389. Resolva as inequacgdes seguintes, em R.

) x+1 _
a) Ix2 — Bx + 5] <1 f) |2X—1|\
b) Ix2 —x — 4l >2 g lIxl =2/ >1
c) Ix2—5xl=6 h) ll2x + 11 — 3l =2
d) Ix2—3x—4l<6 ) llox— 1l —4l <3
2x — 3

e |3x_ 1]~ 2
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1
390. Seja a inequacao ’2 - 7‘ < 5. Quantas de suas solucdes sao nimeros inteiros

positivos e menores que 307

391. Julgue os itens abaixo.
a) A equacdo |2x — 1| = 3 possui duas raizes reais.
b) Os valores reais de x para 0s quais (3x — 2) - (1 — x) - (L + x2) =0
2
séo{xeﬂ%lgsxsl}.

x+2 x-—-1

c) Os valores reais de x tais que =xsdo{xERI|x =1}

d) Nao existe nimero real x que satisfaca a inequacao lcos x| = 1.
e) O polindmio 5x8 — 6x5 + x € divisivel por (x — 1)2.

392. Qual € o comprimento do intervalo que representa a interse¢ao dos conjuntos
A=kxeRIIx—2l<4 e xeR!|Ix—7l<2}?

393. Determine o conjunto solucdo, em R, da inequacdo 1 < Ix — 3| < 4.
394. Para que valores de x, reais, a funcédo P(x) = Ix2 + x — 1| é menor do que 1?

395.Se [x2 — 4| < N para todo x real, tal que Ix — 2| < 1, qual é o menor valor
possivel para N?

396. Julgue os itens abaixo.

a) As inequacdes (x — 5)2- (x + 10) <0 e x2- (x + 10) < O tém o mesmo
conjunto solucao.

b) IxI — Iyl < Ix — yl, V¥ x, y nimeros reais.
0) Sefiz) = 2=L ;% +1, entdo
z+ 1
fiz) — f(—2) 4z

1+ 1z f(—z) 1-22
d) O dominio maximo de definicao da funcao
ﬂm=d5—2ﬂ—ﬂ%é -1<x<86.
1 1
x+3  (x—2)
f) Aimagem da funcdo f(x) = V1 — x2 + Vx2 — 1 é somente o zero.

e) Afuncao f(x) = esta definida para todo ndmero real x # 2.

397. Quais os ndimeros inteiros que satisfazem a sentenca 3 < 12x — 3| < 6?
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398.Resolva, em R, a inequacdo 2x — 7 + Ix + 11 = 0.

Solucao

Xx+1 sex= -1
—Xx—1 sex< -1
devemos, entao, considerar dois casos:

Notando que Ix + 1| = {

1°) Se x = —1, temos:
2X—7+Ix+1l=20 =2 2x—-7+x+1=0 & x=2
A solugao S, é:
S;=xeRIx=-1INn{xeRIx=2}=xeRI|Ix=2}
2°?) Se x < —1, temos:
2X—7+Ix+1l=0 =2 2x—-7-x—-1=0 = x=8
A solucao S, é:
S,=xeRIx<-1INn{xeRIx=8 =0

A solucao da inequacgao proposta é
S = 81 U 82
e portanto
S=xeRIx=2}

399. Resolva, em R, as seguintes inequacoes:

a) Ix+1l-3x+7=<0 e) IBx —4l+2x+1<0
b) 12x + 1l +4 — 3x >0 f) Ix2—4xl —3x+6=<0
c) I3x —2[+2x-3=<0 g) Ix2—6x+5l+1<x
d) Ix+1l—=x+2=0

400. Resolva a inequacao 1x2 — 4| < 3x.

401. Indique as afirmativas verdadeiras.

a) Vxel[-1,0] Ixl = —x.

b) O complementar do conjunto solucdo da inequacdo Ix — 1| = 2 é o intervalo
1-1, 3.

c) Aequacdo Ix — 1| = 2x tem duas solucdes.

|x273

d) Todas as raizes da equacao 2 = 8 sao numeros irracionais.

e) O conjunto solucao da inequacao log (x2 - 4) < 2 esta contido no conjunto
]=, =2[ U ]2, +oo. !

402. Qual é o conjunto solucdo, em R, de Ix — 3| < x + 3?

1
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403. Resolva a inequacdo [2x — 6] — Ixl <=4 — xem R.
Solucao
Notando que:
2x — 6 sex=3 x sex=0
e Ixl=7_

2x — 6| =
12x | {—2x+6 sex <3 X sex<O0
construimos a tabela:

0 3 X‘
lox—6l= | —2x+6 | —2x+6 | 2x-6
Ix| = —X X X
l2x — 6l — Ixl = —x+ 6 —-3x + 6 x— 6

Temos:
X—6 sex=3
[2x — 6]l — x| ={—-3x+6 se0=x<3
—-X+6 sex<O

Devemos considerar trés casos:
1°) Se x = 3, a inequacao proposta € equivalente a:
X—6=<=4—-—x = 2x=<10 = x=5
A solugao S, é:
S;=xeERIx=3N{xeERIx<5={xeER|I3<x=<5}
2¢) Se 0 = x < 3, a inequacao proposta é equivalente a:
—3X+6=4—x > 2x=-2 =5 x=1
A solugao S, é:
S,=xeRI0O=x<3N{xeRIx=1}=KxeR|1<x<3}
39) Se x < 0, a inequagao proposta é equivalente a:
—X+6=4—-x = 6 =4,que é absurdo. Logo a solucao Sz é:
S3=0
A solucdo da inequacdo 12x — 6| — Ixl <4 — x é:
S=S,US,US;
S=xxeERI3=sx<5UHXERI1<x<3}UY
e portanto:
S=xxeERI1<x=<5}
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404. Resolva as seguintes inequacoes, em R:

a) Ix+ 2l —Ix—3l>x e) Ix+2+12x -2 >x+ 8

b) I3x + 2l —I2x — 1l >x + 1 f) 3{x + 1l — Ix — 1]} = 2x2 — 4x
c) Ix—2l—Ix+4l=<1-x g) Ix—2l—Ix+3>x2—4x + 3
d) Ix+2l+12x — 3l <10

405. Resolva a desigualdade Ix — 2| + Ix — 4] = 6.

406. Qual é, em R, o conjunto solucéo da desigualdade Ix + 1| — Ix| < x + 2°?

LEITURA

Boole e a algebra do pensamento
Hygino H. Domingues

A Iégica como ciéncia remonta a Aristoteles (384-322 a.C.), seu criador.
No século XVII Descartes (1596-1650) e Leibniz (1646-1716) tencionaram
dotéa-la de padroes matematicos, o que pressupoe uma simbologia e um cal-
culo formal préprios. O alcance dessa l6gica seria universal, aplicavel a todos
0s campos do conhecimento. Mas nenhum dos dois deixou sobre o assunto
senao alguns escritos fragmentados. Inclusive a contribuicao de Leibniz, em-
bora especifica, somente em 1901 se tornou conhecida.

Assim é que o marco inicial da légica simbdlica, embora Leibniz seja
considerado seu fundador, esta fincado no ano de 1847, com a publicacao
das obras Mathematical analysis of Logic, de George Boole (1815-1864), e
Formal Logic, de Augustus de Morgan (1806-1871).

De familia modesta, Boole nasceu em Lin-
coln, na Inglaterra. Sua instrugao formal nao pas-
sou dos graus basicos, mas, dotado de grande
inteligéncia, e vendo no conhecimento o caminho
de seu gosto para ascender socialmente, envere-
dou pelo autodidatismo. De inicio aprendeu por si
s6 latim e grego. Depois, como professor de uma
escola elementar, resolveu ampliar seus conheci-
mentos de matematica, pondo-se a estudar, entre
outras, as obras classicas de Laplace e Lagrange. Ll
O interesse pela logica certamente derivou de seu  George Boole (1815-1864).
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relacionamento com De Morgan, de quem ficara amigo. Sua obra citada, em-
bora nao lhe trouxesse grande fama, propiciou-lhe, dois anos depois de publi-
cada, uma nomeacao de professor no recém-criado Queens College, em Cork,
Irlanda.

Em 1854 Boole lanca sua obra-prima, Investigation of the laws of thought
(As leis do pensamento — como usualmente é conhecida), na qual elucida e
amplia as ideias de 1847. A finalidade era ainda expressar simbolicamente as
leis do pensamento, visando poder usar de maneira mais direta e precisa a
deducao légica.

Boole procurava transformar certos processos elementares do racioci-
nio em axiomas da légica. A chamada algebra dos conjuntos ou algebra de
Boole, introduzida por ele em As leis do pensamento, da bem uma ideia disso.
Boole usava as letras x, y, z, ... para indicar partes (subconjuntos) de um con-
junto tomado como universo. Se x e y denotavam duas dessas partes, o que
hoje chamamos de intersecao e uniao, Boole indicava por xy e x + y, respecti-
vamente. (Os simbolos atuais N e U sao devidos a Giuseppe Peano (1858-
1932).) Na verdade, as unides consideradas por Boole pressupunham partes
disjuntas; a generalizacao, para o conceito atual, € devida a W. S. Jevons
(1835-1882).

Assim, sendo 6bvio para o espirito que xy = yxe x +y =y + X, (Xy)z = x(yz)
ex+(y+z)=x-+y +z e x(y +z) = xy + xz, essas leis foram tomadas
como axiomas de sua algebra. Até ai nao ha diferenga entre as algebras
usuais e a de Boole, sob o aspecto estrutural. Mas nesta Ultima ha leis
particulares, como x2 = xx = x e x + x = x. Ou ainda, simbolizando por 1 o
conjunto universo (notacao de Boole): 1 + 1 = 1.

Um exemplo menos imediato envolve a lei do terceiro excluido. Por
exemplo, se 1 indica o conjunto de todos os seres vivos € x 0 conjunto dos
gatos, como 1 — x era para Boole o complemento de x, entéao x + (1 —x) = 1
traduz a lei referida: todo ser vivo ou € gato ou nao € gato.

Nao passou despercebida a Boole a semelhanca entre a algebra dos
conjuntos e a das proposicoes. Assim é que para duas proposicoes p e q
indicava por pg a conjuncao “p e q” e por p + q a disjuncao “p ou q”. A afir-
macao x = 1 significa, nesse contexto, que x € verdadeira, € x = O significa
que x é falsa. Mas Boole nao foi longe com esse assunto.

Porém ja tinha feito o bastante para ser considerado pelo grande mate-
matico e filésofo galés do século XX, Bertrand Russel (1872-1970) (ver pagi-
nas 247 e 248), como o descobridor da matematica pura.



A

Outras funcoes
elementares

I. Funcio f(x) = x3

135. Facamos um estudo da funcdo f, de R em R, que associa a cada x € R o
elemento x3 € R.
fix) = x3

Vamos inicialmente construir a tabela:

/x x3 ponto\ !
-2 —8 A |
3 27 4
- - B
2 8 - ,”'
1| 1] ¢ ]
1 1 2 /
-——= | 4| D
2 8 1 G
0 o] E -
1 1 2 [l Ao 1] [2] [x
—_— J— F —
2 8 C 1
1 1 G N
3 27 ]
=] =| H
2 8 - -3
2 8 | 1 =
5 | 125 ; T
2 8
3 27 K
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OUTRAS FUNCOES ELEMENTARES

Observemos que a fungao f(x) = x3:
a) é uma funcao crescente em R, isto é:
(VX ER, VX ER) (X < xp = x5 <x3)
b) tem imagem Im = R, pois, qualquer que sejay € R, existe x € R

tal que y = x3, isto &, x = V.

EXERCICIO

407. Faca o esbogo dos graficos das seguintes fungdes definidas em R:

a) fix) =x3+1 e) fix) = (2 — x)3

b) f(x) = —x3 f) fx)=(x—13-1
) fx) =2 —x3 g fx) =2+ (1 —x)?

d) f(x) = (x + 1) h) fix) = |x°|

II. Funcao reciproca

136. Uma aplicacdo f de R* em R recebe o nome de funcéo reciproca quando a
. 1
cada elemento x € R* associa o elemento ~

1

fix) = >

Vamos inicialmente construir a tabela:
"z 1] 2] 2211 N\
X -4 |-3(-2|-1 S| 31 72|23 |2 1 2 3 4
1 1 1 1 1 1 1
=% |23 7 -1|1-2(-3|-4]| 4 3 2 1 >3 |7
Kponto A B | C D E F| G|G|F |E |D|C|B Ay
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OUTRAS FUNCOES ELEMENTARES

[n
Iu
I

xy

>l
/
9

Observemos que a fungao reciproca y = %:

a) nao é definida para x = 0;

b) tem imagem Im = R*, pois, dado um numeral real y # O, sempre existe
um x também real tal que y = %;

c) tem por grafico uma hipérbole equilatera(*).

EXERCICIOS

408. Faca o esboco do grafico das fungdes:

a) f) = — =
b) () =
c) f(x) = — %
d) 10 = ﬁ

(*) Isso esta provado no livro de Geometria Analitica desta colegao.
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1
X+ 1

409. Faca o esboco do grafico f(x) =

Solucao

Vamos construir uma tabela da seguinte maneira: atribuimos valores a

X + 1, calculamos e finalmente calculamos x:

X

(x x+1 y=Xi'?

—4 | -3 —%

-3 | -2 —% v
-2 | -1 -1

EIE |
_% _% -3 — — -
_% % 3 \
BRI

o] 1 1

] o] 2
KZ & %j

410. Faca o esbogo grafico das seguintes funcoes:

1
a) f(x) =
) 0 = —
1
b) f(x) =
) 00 = 5=
1
c) fix) =
Ix + 2|
411. Faca o esbogo grafico das seguintes fungoes:
X+ 3 x—1
a) f(x) = c) f(x) =
) 00 ="—— ) 00 =5—
b) fx) = X% d) fx) = [F=2
x—1 X
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OUTRAS FUNCOES ELEMENTARES

412, Faca o esboco grafico da fungao f(x) = X T
X —
Solucao
Observemos que:
X =x—1+1=x—1+ 1 S 1
x—1 x—1 x—1 x—1 x—1

Vamos construir a tabela da seguinte maneira: atribuimos valores a

x — 1, calculamos 1 + e finalmente x.

/; x—1y=1+xf)

—2 | -3 %

—1 | -2 = Iy |

0 | -1 0 I

o) |
e | OO
ORI x
31 3| @

2 | 1 2

3| 2 %

NG I )

. . . 2 .
413. Calcule o valor aproximado da area limitada pela curva 'y = ML pelo eixo Ox e

pelasretas x = 1 e x = 4. Use no calculo trés trapézios de bases contidas nas
retasx=1,x=2,x=3 e x = 4.

414. Represente, graficamente, a funcao definida por:

1 1
a) ) = o4 c) gx) = x—272
8
Py = X2+ 4
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. . ~ 1 .
415. Determine os pontos de intersecao das curvas y = —ey= x2 algébrica e
graficamente. X

416. Chama-se ponto fixo de uma funcao f um numero real x tal que f(x) = x. Calcule
1
os pontos fixos da fun¢ao f(x) = 1 + Py

417.Esboce um grafico e indique por meio de hachuras o conjunto dos pontos
P(x, y) € R2 que satisfazem o seguinte sistema de desigualdades:

{Osxysl
X2 +y?<2

III. Funcdao maximo inteiro

137. Uma funcdo f de R em R recebe o nome de fungdo maximo inteiro quando
associa a cada elemento x € R o elemento [x], que é o maior inteiro que nao supera x.

Assim, por exemplo:

I R R & T A _
[3,9]—[10] 3,[-0,7] [10] 1 e [4=4

Para construirmos o grafico, notemos que:

—3=x<-2 = y=[x]=-3 A
—2=<x<-1= y=[x=-2 Z ________ —
-1<x<0 = y=kx=-1 Y ,—6 '
0<x<1 = y=[x]=0 ey
1=sx<2 = y=[x=1 _:3 _;2 _;1 ’1“ 2 3 4 X
2<x<3 = y=[x]=2 P T

3=sx<4 = y=[x=3 : o=t 2

etc. o -

A imagem da funcao maximo inteiro € o conjunto Im = Z.
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EXERCICIOS

418. Construa o grafico das seguintes funcoes definidas em R:
a) f(x) = 2[x] b) f(x) = —[x]

419. Construa o grafico da funcao real definida por f(x) = [2x].

Solucao

Vamos construir uma tabela da seguinte maneira: atribuimos valores a
2x, calculamos [2x] e finalmente x.

yﬂ
X 2x y = [2x] dlkzc=== *0
—2s=x<-15|-4<2x< -3 -4 3fo--- ._9
—15<x<-1|-3<2x<-2| -3 2l a0 !
—1=x<-05|-2=2x<-1 -2 5 11._?:51
-056<x<0 |-1=<2x<0 -1 —-L.Z:L.Z—«—?—_rz——>
[ T | - =2 X
0<=x<0,5 0s2x<1 0 bl e
05=<x<1 1<2x<2 1 U
1=x<1,5 2=2x<3 2 D eo--l_3
15<x<2 | 3<2x<4 3 L
\_2=x<25 4<2x<5 4 )

420. Construa os graficos das seguintes funcoes definidas em R:

a) f(x) = [g] e) f(x) = |Ix]|
b) f(x) = [X] f) f(x) = [x]2
0) f(x) = [x — 1] g) f(x) = x — [x]
d) f(x) = [IxI] h) f(x) = x + [X]

1 | Fundamentos de Matematica Elementar 211



A

Funcdo composta
Funcao inversa

I. Funcdo composta

138. Seja fuma funcdo de um conjunto A em um conjunto B e seja g uma funcao
de B em um conjunto C. Chama-se funcao composta de g e fa fungago hde Aem C
em que a imagem de cada x € obtida pelo seguinte procedimento:

1¢) aplica-se a x a funcao f, obtendo-se f(x);

2¢) aplica-se a f(x) a funcao g, obtendo-se g(f(x)).

Indica-se h(x) = g(f(x)) para todo x € A.

Pode-se indicar a composta por g o f (Ié-se: “g composta com ” ou “g circulo
f"); portanto:

(g o fx) = glf(x))
para todo x € A.

Podemos representar também a com- f
posta g o f pelo diagrama ao lado.

Exemplos:

1°) Sejam os conjuntos A = {—-1,0,1,2}, B={0,1,2,3,4) e
Cc=11,3,5,7, 9} e as funcoes:

f, de A em B, definida por f(x) = x2;

g, de B em C, definida por g(x) = 2x + 1.
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Observemos, por exemplo, que: f(2) = 4, g(4) = 9 e h(2) = 9, isto &,
h(2) = (g0 f)(2) = g(f(2)) = g(4) = 9.

Para obtermos a lei de correspondéncia da funcao composta h = g o f, fazemos
assim: g(f(x)) € obtida a partir de g(x) trocando-se x por f(x).

No exemplo dado, temos:
h(x) = (gof)x) =g(fx) =2 - f(x) + 1 =2x>+ 1
Se vamos calcular h(2), fazemos deste modo:
h2)=2-224+1=9
29) Sejam as funcgoes reais f e g definidas por f(x) = x + 1 e g(x) = x2 + x + 1.
Notemos que a funcao composta h = g o f € definida por:

h(x) = (g o f)(x) = g(f(x)) = [f(x)]2 +fx)+1=(x+ fl_)2 +x+1)+1=
=x2+3x + 3

Observacoes:

12) A composta g o f s6 esta definida quando o contradominio da f € igual ao
dominio da g. Em particular, se as fungdes f e g sao de A em A, entdo as compostas
fogegofestao definidas e sao funcoes de A em A.

22) Notemos que, em geral, fo g # g of, isto €, a composicao de fungdes nao
€ comutativa.
Pode acontecer que somente uma das fungdes fo g ou g o f esteja definida.

Assim, no primeiro exemplo, se tentarmos obter f o g, verificaremos que é impossivel,
pois: g € funcao de B em C, mas f nao é fungao de C em A.

fnao é funcao

g é funcao
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32) As duas composicoes,fog e gof, estao definidas, masfog # gof,como
nos mostra o segundo exemplo:
(gof(x) = x2+3x+ 3
(fog)x) = flgx) = gx)+1 = C+x+1)+1 = x2+x+2

139. Associatividade da composicao de fungoes

Teorema

Quaisquer que sejam as funcoes

f g h

A B C D

tem-se:
(hog)of = ho(gof)

Demonstracao:

Consideremos um elemento qualquer x de A e coloquemos f(x) =y, g(y) = w €
h(w) = z; temos:

(hog)oflx) = (hog)fx) = (hog)ly) = h(gy) = hw) = z
e notemos que
€ohHx) = glf)) = gly) = w
portanto,
(ho(@of)x) = h(ofx) = hw) = z
entao, temos:

para todo x de A.

EXERCICIOS

421. Sejam as funcgdes reais f e g, definidas por f(x) = x2 + 4x — 5 e g(x) = 2x — 3.
a) Obtenha as leis que definemfog e gof.
b) Calcule (fog)(2) e (gof)(2).
c) Determine os valores do dominio da funcao f o g que produzem imagem 16.
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Solugao
a) A lei que define fo g é obtida a partir da lei de f, trocando-se x por g(x):
(fog)x) = flgx) = [g0] + 4[gx)] — 5 = (2x — 32 + 4(2x — 3) = 5
(fog)x) =4x2 —4x — 8
A lei que define g o f € obtida a partir da lei de g, trocando-se x por f(x):
(8of(x) =g(f(x) =2 -f(x) —3=2(x2+ 4x —5) — 3
(8of)(x) =2x2 + 8x — 13
b) Calculemos fo g para x = 2:
(fog2)=4-22-4-2-8=0
Calculemos g o f para x = 2:
(gof)2)=2-22+8-2—-13=11
c) O problema em questao resume-se em resolver a equacao
(fog)(x) = 16
ou seja:
42 —4x—8=16 = 4x2—x-6)=0 = x=3 ou x= -2

422. Sejam as funcdes reais f e g definidas por f(x) = x2 —x — 2 e g(x) =1 — 2x.

a) Obtenha as leis que definemfoge gof.
b) Calcule (fog)(—2) e (g o f)(—2).
c) Determine os valores do dominio da funcao f o g que produzem imagem 10.

423. Sejam as funcgoes reais f e g definidas por f(x) = x2 — 4x + 1 e g(x) = x2 — 1.

Obtenha as leis que definemfoge gof.

424. Sejam as funcoes reais f e g, definidas por f(x) = 2 e g(x) = 3x — 1. Obtenha

as leis que definemfogegof.

425. Nas funcdes reais f e g, definidas por f(x) = x2 + 2 e g(x) = x — 3, obtenha as

leis que definem:
a) fog b) gof c) fof d) gog

426. Considere a funcdo em R definida por f(x) = x3 — 3x2 + 2x — 1. Qual é a lei que

define f(—x)? E f(%)? E fix — 1)?

427.Dadas as fungoes reais definidas por f(x) = 3x + 2 e g(x) = 2x + a, determine

o valor de a de modo que se tenhafog = gof.

428.Se f(x) = x3 e g(x) = x* mostre que fog = gof.

1
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429. Sejam as funcées f(x) = x2 + 2x + 3 e g(x) = x2 + ax + b. Mostre que, se
fog=gof,entaof=g.

430. Sejam as funcoes definidas por f(x) = Vx e g(x) = x2 — 3x — 4. Determine os
dominios das fungdes foge gof.

Solugao
a) (fog)x) = flgx)) = Vg(x) = Vx2 —3x —
Para que eX|sta (fo g)(x ) E R, devemos ter x2 — 3x — 4 = 0, isto é:
X< —1 ou x = 4. Entao:
Dfog)={xERIx=<-1 ou x=4}

b) (gof)(x) = g(f(x)) = [f(x)]2 —3-fx) —4=Ixl —3x -4
Para que exista (g o f)(x) € R, devemos ter x = 0. Entao:
Dgof)={x€RI|x=0}

431.Sejam f(x) = Vx — 1 e g(x) = 2x2 — 5x + 3. Determine os dominios das fun-
Qoesfogegof.

x+1

X—2
definida para todo x real. Forneca:
a) o dominio e a lei que definefog;
b) o dominio e a lei que define g o f.

432. Sejam as fungoes f(x) =

, definida para todo xreal e x # 2,e g(x) = 2x + 3,

433. Sejam as fungdes reais f(x) = 2x + 1, g(x) = x2 — 1 e h(x) = 3x + 2. Obtenha
a lei que define (ho g) of.

434. Sejam as funcodes reais f(x) = 1 — x, g(x) = x2 — x + 2 e h(x) = 2x + 3. Obtenha
a lei que define h o (g o f).

435. Sendo f(x) = V1 — 4x2 e g(8) = sen 20, encontre os valores de 0 para 0s quais
fogse anula.

436. Considere as funcoes:
fi(x) =2x+ 3
gx)=ax+b
Determine o conjunto C dos pontos (a, b) € R? tais que fog = gof.

437.Dadas as fungdes f(x) = 2x + m e g(x) = ax + 2, qual é a relacao que a e m
devem satisfazer para que se tenha (f o g)(x) = (g o f)(x)?
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438. Julgue os itens a seguir em verdadeiro ou falso.
a) A figura abaixo é grafico de uma funcao definida para y = f(x).

yA

N
%

b) Se f(x) = x2 — 2x + 1, entdo f(a + 1) = f(1 — a).
c) SeA=1{1,2, 3eB = {1, 4, 7}, pode-se afirmar que o nimero de funcoes
de A para B é igual a 3.

>

d) A representacdo grafica de f: R — R definida por f(x) = Ix — 1] — (x — 1) é
o grafico abaixo.

yA

0, 2) \

(1,0 X

e) Para todo x > O temos que, se f(x) = i, entdo f(x) < 1.
X
f) Se f € uma funcao definida para todo inteiro tal que f(0) = 1, f(n + 1) =
= f(n) + 3, entao f(300) = 901.
439. Dadas f(x) = 3 e g(x) = x2, determine f(g(x)).

440. Se f(x) = ﬁ determine (f o [f o f])(x).

444. Dadas as funcoes f, g e h, de R em R, definidas por f(x) = 3x,
g(x) = x2 — 2x + 1 e h(x) = x + 2, obtenha ((h o f) 0 g)(2).

442, Dada a aplicacao f: Q — Q definida por f(x) = x2 — 2, qual é o valor de x tal que
f(x) = f(x + 1)?

443. Sejam f e g funcoes de R em R tais que f(x) = ax + b e g(x) = cx + d. Determine
arelagcéo entre a, b,c e d,de modo que fog = gof.
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444,

445,

446.

447.

448.

449.

450.

Sejam as funcdes reais f(x) = 3x — 5 e (fo g)(x) = x2 — 3. Determine a lei da
funcao g.

Solugao

Se f(x) = 3x — b5, entao, trocando x por g(x), temos:
(fog)x) = flgx) =3 -gx) - 5
mas é dado que: (fo g)(x) = x2 — 3, entdo
3-gx)—5=x2-3
ou seja:

X2 + 2
g(x) =

Sejam as funcoes reais f(x) = 2x + 7 e (fo g)(x) = x2 — 2x + 3. Determine a
lei da funcao g.

Sejam as fungdes reais g(x) = 3x — 2 e (fog)(x) = 9x2 — 3x + 1. Determine
a lei da funcao f.

Solucao
Se (fog)(x) = 9x2 — 3x + 1, entdo f(g(x)) = 9x2 — 3x + 1.
Como g(x) = 3x — 2, decorre x = g 2 e entao:

o) = ofBLE2F g [BO 2],

= [g0]° + 4gx) + 4 —gx) — 2+ 1 = [gW)]° + 3 - g(x) + 3;
logo, f(x) = x2 + 3x + 3.

Sejam as funcoes reais g(x) = 2x — 3 e (fo g)(x) = 2x2 — 4x + 1. Determine a
lei da funcao f.

:2x+5
X+ 1

Sejam as funcoes reais g(x) = 2x + 3 e (fo g)(x)
x real. Determine a lei da funcao f.

definidas para todo

Se f: R — R é da forma f(x) = ax + b e verifica f(f(x)) = x + 1 para todo x real,
calcule os valores de a e b.

Considere as funcoes
fTR->R e gR->R
X— 2x + b X x2
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452, Sejam as fungodes reais g(x) = 2x + 3, definida para todo x real, e g(f(x)) =
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em que b € uma constante. Conhecendo a composta
gof:R->R
x> g(f(x)) = 4x2 — 12x + 9
calcule o valor de b.
3x+5

2x + 1
dos numeros reais?

(x #* —%) qual é o dominio da fungao f(x) no conjunto

2x +5
x+1’

definida para todo x real e x # —1. Calcule f(—%).

453. Se g(f(x)) = x2 + 13x + 42 e g(x) = x> — x, determine o termo independente

de x na expressao de f(x), sabendo que f(x) € um polindbmio com coeficientes
positivos.

454, Sejam f e g funcdes de R em R, definidas por f(x) = 2x + ke g(x) = —x + t.

Sabendo que f(f(x)) = 4x — 3 e f(g(x)) = g(f(x)), determine:
a) os valores de k e t;

- , , f(x)
b) os numeros reais x, tais que —— < 0.

g(x)

455. Sejam f e g fungoes reais definidas por:

1

x2+2x+4 sex=1
e gx)=x-—3

fx) = 3 + 4 sex<1
Obtenha a lei que define fo g.

Solugao

Fazendo g(x) =y, temos (f o g)(x) = f(g(x)) = f(y).
Temos de examinar dois casos:

19) y=1

y=1 S g =1 © x—3=1 & x=4

y=1 = fy)=y+2y+4 = fgN) =[x +2-gx+4=
= (fogx)=x—-32+2x—3)+4=x2—4x+7

29) y<1

y<1 = gx)<1 & x—3<1 & x<4

y<1 = fiyy=3y+4 = flgx)=3-gx)+4 =
= (fog)X)=3(x—3)+4=3x—5

x2—4x+7 sex=4

Conclusao: (fog)x) = {3)( -5 sex <4
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456. Sejam f e g as funcoes reais definidas por

; _{x2—4x+3 sex=2 oy 43
x) = 2x — 3 sex<2 °© gx) = 2x :

Obtenha as leis que definemfogegof

457. Sejam as funcoes reais f e g definidas por

x2+2 sex=-1

1
f(x)=x_2 se —1<x<1

4 —x2 sex=1

e gix) =2 — 3x
Obtenha as leis que definemfoge gof.

458. Sejam as funcoes reais f e g definidas por:
fX:{4x—3 sex=0 _{x+1 sex>2
X2 —-3x+2 sex<0 1-x2 sexs2’
Obtenha as leis que definemfoge gof.

459. Sejam as fungoes reais g e fo g definidas porg(x) = 2x — 3 e
_{4x2—6x— 1sex=1
(fogltx) = 4x + 3 sex<1’
Obtenha a lei que define f.

II. Funcdo sobrejetora

140. Uma funcdo fde A em B é sobrejetora se, e somente se, para todo y perten-
cente a B existe um elemento x pertencente a A tal que:

fix) =y
Em simbolos:

f:A—>B
fé sobrejetora < Vy,y€B,Ax,xEAIlf(x) =y

Notemos que f: A — B é sobrejetora se, e somente se, Im(f) = B.

f:A—>B
f é sobrejetora < Im(f) =B
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Em lugar de dizermos “f € uma fungao sobrejetora de A em B”, poderemos dizer
“f € uma sobrejecao de A em B”.

Exemplos:

1°) Afuncao fde A ={-1,0,1, 2} em
B = {0, 1, 4} definida pela lei f(x) = x2 é so-
brejetora, pois, para todo elemento y € B,
existe o elemento x € A tal que y = x2.

Observemos que para todo elemento
de B converge pelo menos uma flecha.

29) Afuncdofde A= RemB ={y e R |y= 1} definida por f(x) = x2 + 1 é
sobrejetora, pois, para todo y € B, existe x € A tal que y = x2 + 1, bastando para
issotomarx =1y — 1 ou x = —\y — 1.

III. Funcdo injetora

141. Uma funcdo f de A em B € injetora se, e somente se, quaisquer que sejam
X1 € Xp de A, se X1 # Xo, entao f(xq) # f(xy).

Em simbolos:

f:A—> B
féinjetora & (VXq, XL EA, VXo, X €E A)(Xy # Xo = f(Xq) # f(X0))

Notemos que a definicao proposta é equivalente a: uma funcao f de Aem B é
injetora se, e somente se, quaisquer que sejam X, e x, de A, se f(x;) = f(x,), entdo
X1 = Xo.

f:A—B
féinjetora < (V Xy, X1 €A, VX, Xo € A)f(xy) = f(X0) = X1 = Xo)

Em lugar de dizermos “f € uma fungao injetora de A em B”, poderemos dizer “f
€ uma injecao de Aem B”.
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Exemplos:

1°) A funcdao fde A = {0, 1, 2, 3} em B = {41, 3, 5, 7, 9} definida pela lei
f(x) = 2x + 1 é injetora, pois dois elementos A f B
distintos de A tém como imagem dois ele-
mentos distintos de B. Observemos que nao -
existem duas ou mais flechas convergindo -
para um mesmo elemento de B. -

2¢9) A funcao de A = N em B = N definida por f(x) = 2x € injetora, pois, quais-
quer que sejam x; € X, de N, se x4 # Xy, entao 2x4 # 2Xx,.

3¢9) A funcao de A = R* em B = R definida por f(x) = 1 € injetora, pois,
X

. . -1 1
quaisquer que sejam x; € X, de R*, se x4 # X,, entao — # —.
Xy X2

IV. Funcao bijetora

142. Uma funcao fde A em B é bijetora se, e somente se, f é sobrejetora e injetora.

Em simbolos:

f:A—>B
f é bijetora < f é sobrejetora e injetora

A definicao acima € equivalente a: uma funcao f de A em B é bijetora se, e
somente se, para qualquer elemento y pertencente a B, existe um unico elemento x
pertencente a A tal que f(x) = y.

fA—>B
fé bijetora & VyyeB, Ix,xeAlf(x)=y

Em lugar de dizermos “f € uma funcao bijetora de A em B”, poderemos dizer
“f € uma bijecao de Aem B”.
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Exemplos:

1°) Afuncao fde A ={0,1,2,3}emB = {1, 2, 3, 4} definida por f(x) = x + 1
€ bijetora

pois f é sobrejetora e injetora, isto €, para todo elemento y € B, existe um unico
elemento x € A, tal que y = x + 1. Observemos que para cada elemento de B con-
verge uma so flecha.

2°) A funcao fde A = R em B = R definida por f(x) = 3x + 2 é bijetora, pois:
a) qualquer que sejay € R, existe x € R tal que y = 3x + 2, basta tomarmos
-2
X = y 3 - Logo, f é sobrejetora;

b) quaisquer que sejam x; € X, de R, se x; # Xy, entdao 3x; + 2 # 3x, + 2, isto €,
f é injetora.

Observacao:

Observemos que existem fungdes que nao sao sobrejetoras nem injetoras.
Por exemplo, na funcéo de R em R definida por f(x) = |xl:

a) dadoy € R*,nao existe x € Rtalquey = Ix|, portanto f ndo é sobrejetora;

b) existem x; e x, em R, x; € x, 0postos (portanto x; # x,) tais que Ix;.| = Ix,l,
isto €, f nao € injetora.

143. Reconhecimento através do grafico

Pela representacao cartesiana de uma funcao f, podemos verificar se f é inje-
tora, sobrejetora ou bijetora. Para isso, basta analisarmos o ndmero de pontos de
intersecao das retas paralelas ao eixo x, conduzidas por cada ponto (O, y) em que
y € B (contradominio de f).
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1°) Se cada uma dessas retas cortar o grafico em um sé ponto ou nao cortar
o grafico, entao a fungao € injetora.

Exemplos:
a) fTR-R by R, >R
f(x) = x f(x) = x2
1z yA
- /
[l pd
- ra
s P
z 3
Wl
ad
VA

2°) Se cada uma das retas cortar o grafico em um ou mais pontos, entao a
funcao é sobrejetora.

Exemplos:
a) TR-oR b) fTR-R,
fix)y =x-—1 f(x) = x2
yA vA
p y /
at % J
at % P
P \. JI
ad .
ad > -
el X X
al
¥

32) Se cada uma dessas retas cortar o grafico em um sé ponto, entdo a funcao
€ bijetora.

Exemplos:
a) fTR-R by :R—-R
f(x) = 2x f(x) = x + Ixl
yA / yA J
pd J
e pd
pd P
pd P4
Pd 7
Py x al X
P P
z P
Pd Pd
/ I
224

Fundamentos de Matematica Elementar | 1



FUNCAO COMPOSTA — FUNCAO INVERSA

Resumo

Dada a funcao f de A em B, consideram-se as retas horizontais por (O, y) com
y € B:

I) se nenhuma reta corta o grafico mais de uma vez, entao f € injetora.
Il) se toda reta corta o grafico, entao f é sobrejetora.
Ill) se toda reta corta o grafico em um s6 ponto, entao f € bijetora.

144. Composta de sobrejetoras
Teorema

Se duas funcgodes, fde Aem B e g de B em C, sdo sobrejetoras, entao a funcao
composta go fde Aem C é também sobrejetora.

Demonstracao:

A funcao g € sobrejetora; entao, para todo z de C, existe y em B tal que
g(y) = z. A funcao f é sobrejetora, isto €, dado y em B, existe x em A tal que f(x) = y.
Logo, para todo z em C, existe x em A tal que

z = gly) = g(f(x)) = (g o N)(x)
0 que prova que g o f é sobrejetora.

145. Composta de injetoras
Teorema

Se duas funcgdes, f de A em B e g de B em C, sao injetoras, entao a funcao
composta gof de Aem C é também injetora.

Demonstracao:

Consideremos x4 e X, dois elementos quaisquer de A e suponhamos que
(8 o H)(x1) = (g o f)(xp), isto €&, g(f(x1)) = g(f(x,)). Como g & injetora, da dltima igualda-
de resulta que f(x;) = f(x,); como f é também injetora, vem x; = X,; portanto, g o f
€ injetora.
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EXERCICIOS

460. Indique qual das fungbes abaixo € injetora, sobrejetora ou bijetora.

a) C)

>
“ -

w

> >
l x Ill 3_

@

w
w

461. Entre as funcoes em R abaixo representadas, qual € injetora? E sobrejetora? E

bijetora?
a) yA C) yA
// _ r
X
b) d)

\ v

xy
\
xy
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462. Classifique as fungdes seguintes em:

I) injetora ) bijetora

Il) sobrejetora IV) nao é sobrejetora nem injetora
a) FR—-R tal que fix) =2x+ 1

b) g R —> R, talque gx) =1 — x2

c) : R—> R, talque hx) = Ix — 1l

d m:N—->N tal que m(x) = 3x + 2

ey ntR—~Z tal que n(x) = [x]

f) p: R* - R* tal que p(x) = —
X
g :R—-R tal que q(x) = x3
hy rR—>R tal que rx) = Ixl - (x — 1)
463. Determine o valor de bem B = {y € R | y = b} de modo que a funcéo f de R
em B, definida por f(x) = x2 — 4x + 6, seja sobrejetora.

464. Determine o maior valor de a em A = {x € R | x < a} de modo que a funcéo f
de A em R, definida por f(x) = 2x2 — 3x + 4, seja injetora.

465.Seja a funcdo de A = {x € R | =5 < x < 2} em B C R, definida por
f(x) = Ix + 3| — 2. Se f é sobrejetora, determine B.

466. Determine o conjunto B de modo que a funcao f: [—1, 2] — B, definida por
f(x) = 12x — 3l, seja sobrejetiva. Essa funcao é injetiva? Justifique.

467.Dada as funcoes seguintes, classifique-as em:

I) injetora ) bijetora
Il) sobrejetora IV) nao é injetora nem sobrejetora
a) FR—-R d mR—->R
f(x)—{X2 sex=0 m()()_{4—x2 sex<1
lx sex<O S x2-6x+8 sex>1
b) g R—>R e) ni:N—>N
x—1 sex=1 X se x é par
g(x) =10 se —1<x<1 nx)y=4x+1 ..
se x é impar
x+1 sex=s-1
c) hR->R f) ;pR—>Q
3Xx—2 sex=2 2x sex € Q
h(x) =1, p(x) = _
X—2 sex <2 [X] sex e (R - Q)
468. Classifique em injetora, sobrejetora ou bijetora a aplicacao f: N — N definida por
n P
- se n € par
f(n) = 2 i
n+1 .
> se n é impar
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469. Observando os gréaficos, julgue os itens seguintes.

(1 (i)

y = f(x)

e
¢
>

y = f(x)

N
I
R

a) O dominiodafuncdoem () é{x ERIx# —1 ou x # 1}.

b) Aimagemdafuncdoem (INé{ye R | —1 <y < 2}.

c) A funcao em (lll) é decrescente no intervalo (—1, +®).

d) Com relacao a (IV), podemos dizer que h(x) < g(x) < f(x) para 1 < x < 2.

e) A funcao em () é injetora.
f) Em(Il) f(O) =0 e f(—1) = —%.
g) Em (lll) a funcao é negativa para x < —1 e positiva para x > —1.

470.Com relacao ao grafico de uma funcao y = f(x), representado abaixo, pode-se
afirmar que:

vA

1

/

R
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471.

472.

1 1
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a
b

) o0 dominio da fung¢ao € o conjunto dos ndmeros reais;
)
c) a fungao é crescente no intervalo (—oe, O];
)

)

a imagem da fungao é o conjunto dos nuimeros reais;

d) a funcao € injetora em todo o seu dominio;
e) f(1) =0 e f(5) <O0;

f) (1) <1 e f(—l) <1
2 2
g) sabendo que no intervalo [0, 3] a curva representa um arco de parabola,
podemos concluir que a equacao dessa parabola é y = x2 — 2x + 1;

h) a semirreta correspondente a x < 0 tem inclinacao —1.

Sendo a funcgado real f(x) = [x — 2| + x|, pode-se afirmar:
a) o grafico da funcao é:

yvA

N

2 X

b) a funcao cresce no intervalo [2, +oo[;

) fix) =2x — 2, VX € R;

d) o conjunto imagem da funcdo é {y € R |y = 2};
e)

f) o conjunto dominio da funcao é R.

C

a fungdo nao é injetora;

Considere a fungdo definida pory = f(x) = 2 — |x|, x € R. Indique por V as pro-
posicoes verdadeiras e F as proposicoes falsas:

a) f é sobrejetiva.
b) fnao é injetiva.
c) A funcao pode ser representada pelo grafico:

N

(0,2)

(0, 0) X
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d) A funcao pode ser representada pelo grafico:

\

(0, 0) (2,0) X

e) A funcao pode ser representada pelo grafico:

yA

(0, 2)

AN
S

473.A funcado f: A — B é dada por f(x) = V1 — x2.
a) Determine o dominio de f, isto €, A = {x € R tal que existe f(x)}.
b) Determine a imagem de f, isto €, B = f(A).
c) Afuncao f é injetora? Por qué?
d) Trace o grafico da fungao f.

474. Existem funcoes f: R — R que satisfazem a propriedade (1) f(x) = f(—x), para todo
x € R. Assinale com V as proposicoes verdadeiras e F as proposicoes falsas:

a) Se uma funcao f verifica (I), entao f € injetora.
b) A condic3o (l) é valida para a funcéo f(x) = 3x5, x € R.
c) O grafico abaixo representa, no intervalo [—1, 1], uma fungao que verifica ().

f(x)

|
-
o
R -,
x
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d) O grafico abaixo representa, no intervalo [—1, 1], uma funcao para a qual

vale (1).
f(x)

e) O grafico abaixo representa uma funcao que satisfaz a propriedade (I).

()
S N

JRN S
x

_———] =

475. Faca o que se pede em cada item.
a) Defina funcao bijetora.
b) Demonstre que f, definida no intervalo O < x < s (s > 0) do seguinte modo:

f(x) = % € uma funcgao bijetora desse intervalo nos reais.
X(s — X
476. Sejam N o conjunto dos ndmeros naturais e f: N — N uma funcao que satisfaz
as propriedades:
12) dado qualquer m € N, existe n € N tal que f(n) = m;
22) A = {s € N; s < f(r)} esta contido no conjunto imagem de f, para todo
re N.

Mostre que f € sobrejetora.

477. Sejam as funcoes: f de A em B, definida por y = f(x); identidade em A, anotada
por l,, de A em A e definida por I5(x) = x; identidade em B, anotada por Iz, de B
em B e definida por Ig(x) = x. Prove que:

fO lA = f e lB Of = f
478. As funcoes |, e Ig do exercicio anterior sao iguais? Justifique.

479. Os conjuntos A e B tém, respectivamente, m e n elementos. Considera-se uma
funcao f: A — B. Qual a condi¢ao sobre m e n para que f possa ser injetora? E
para f ser sobrejetora? E bijetora?
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480. Quantas sao as injecoes de A = {a, b} em B = {c, d, e, f}?
481. Quantas sao as sobrejecoes de A = {a, b, c}em B = {d, €}?

482. Mostre com um exemplo que a composta de uma injecao com uma sobrejecao
pode nao ser nem injetora nem sobrejetora.

483. Sejam f e g: R — R duas fungdes tais que:
a) gof:R — R éinjetora. Prove que f é injetora.
b) gof: R — R é sobrejetora. Prove que g € sobrejetora.

V. Funcao inversa

146. Exemplo preliminar

Dados os conjuntos A = {1, 2, 3,4} e
B = {1, 3, 5, 7}, consideremos a funcgao f de A B
A em B definida por f(x) = 2x — 1.

Notemos que a funcao f é bijetora for-
mada pelos pares ordenados

f={1,1),(2,3),(3,5), (4, 7)}
em que D(f) = A e Im(f) = B.

Arelacdo =1 ={(x,y) | (x,y) € f}, inver- B A
sa de f, é também uma funcao, pois f € uma £
bijecao de A em B, isto €, para todoy € B
existe um unico x € A tal que (y, x) € f~1.

A funcdo f~1 é formada pelos pares
ordenados f~1 = {(1, 1), (3, 2), (5, 3), (7, 4)}
emque D(f"1) =B e Im(f"1) = A,

Observemos que a fungdo f é definida pela sentencay = 2x — 1, e 1 é defi-
y+1

nida pela sentenca x = , isto é:

1°) f leva cada elemento x E Aaté oy € Btalquey = 2x — 1;
y+1

29) {1 leva cada elementoy € B até o x € A tal que x =
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147. Teorema

Seja f: A — B. Arelacdo f~1 é uma funcdo de B em A se, e somente se, f € bi-
jetora.

Demonstracao:

12 parte: Se f~1 é uma funcdo de B em A, entéo f € bijetora.

a) Para todoy € B existe um x € A tal que f-1(y) = x, isto &, (y, x) € 1, ou,
ainda, (x, y) € f. Assim, f & sobrejetora.

b) Dados x; € Ae xy, € A, com X4 # Xo, Se tivermos f(x;) = f(x,) = y resultara
f=(y) = x4 e f1(y) = X,, 0 que € absurdo, pois y s6 tem uma imagem em f~1. Assim,
f(xq) # f(xy) e f € injetora.

22 parte: Se f € bijetora, entdo f~1 é uma funcédo de B em A.

a) Como f é sobrejetora, para todo y € B existe um x € A tal que (x,y) € f;
portanto, (y, x) € f~1.

b) Sey € B, para duas imagens x, € x, em f~1, vem:
(v, x0) Ef e (y,x) EFT
portanto:
xn,y)Ef e (x,y) €f

Como f € injetora, resulta x; = Xs.

148. Definicao

Se f € uma funcao bijetora de A em B, a relacao inversa de f € uma funcao de
B em A que denominamos funcao inversa de f e indicamos por 1.

Observacoes:

12) Os pares ordenados que formam f~1 podem ser obtidos dos pares ordena-
dos de f, permutando-se os elementos de cada par, isto é:

( xyY)EFf & (yx)efl? )

22) Pela observacao anterior, temos:
xyef o (y,xef?l
Agora, se considerarmos a fungao inversa de f~1, teremos:
WX et & xyefhHt
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isto €, a inversa de f~1 é a prépria fungdo f:
(o2 =1

Podemos assim afirmar que f e f~1 s3o inversas entre si, ou melhor, uma é inversa
da outra.

32) O dominio da funcéo f~1 é B, que é a imagem da funcéo f.

A imagem da funcdo f~1 é A, que é o dominio da funcao f.

A B B A
f £

149. Determinacao da fun¢ao inversa

Vimos no exemplo preliminar que, se a funcao f é definida pela sentenca aber-

~ ~ . . . + 1
tay = 2x — 1, entdo a funcdo inversa f~1 é definida pela sentenca x = y 5
Observemos, por exemplo, que x = 2 e y = 3 satisfazem a condicao

y+1

y =2x — 1 e também x = . Isso nao quer dizer que o par ordenado (2, 3)

pertenca a f e a f~1. De fato:
(2,3yef e (3,2 ef!?
y+1

As sentencas abertasy = 2x — 1l ex =
€ o primeiro termo do par ordenado.

nao especificam qual (x? ou y?)

Ao construirmos o grafico cartesiano da fungao f, colocamos x em abscissas e
y em ordenadas, isto é:

f={x,y) EAXBly=2x—1}

Ao representarmos no mesmo plano cartesiano o grafico de =1, como o conjunto

f‘1={(y,x)eB><A|x= yzl}

devemos ter y em abscissa e x em ordenada.
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A fim de que possamos convencionar que:

1°) dada uma sentenca aberta que define uma funcao, x representa sempre o
primeiro termo dos pares ordenados €;

2°) dois graficos de fungodes distintas podem ser construidos no mesmo plano
cartesiano com x em abscissas e y em ordenadas;

justifica-se a regra pratica seguinte.

Regra pratica

Dada a funcao bijetora f de A em B, definida pela sentenca y = f(x), para obter-
mos a sentenca aberta que define f~1, procedemos do seguinte modo:

1°) na sentenga y = f(x) fazemos uma mudanca de variavel, isto €, trocamos x
por y e y por x, obtendo x = f(y);

2°) transformamos algebricamente a expressao x = f(y), expressando y em
funcdo de x para obtermos y = f~1(x).
Exemplos:

1°) Qual é a funcao inversa da funcao f, bijetora em R, definida por
f(x) = 3x + 2?

A funcao dada é f(x) = y = 3x + 2.
Aplicando a regra pratica:
I) permutamos as variaveis: x = 3y + 2

II) expressamos y em funcao de x:
X — 2
3
X — 2
3
2°) Qual é a funcao inversa da funcao f, bijetora em R, definida por f(x) = x3?

X=3y+2 = 3y=x—2 = y=

Resposta: E a funcdo f-1 em R definida por f~1(x) =
A funcado dada é f(x) = y = x5.
Aplicando a regra pratica, temos: x = y3 = y = 3/;

Resposta: E a funcdo f 1 em R definida por f1(x) = Yx.
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150. Propriedade dos graficos de fe f !

Os gréficos cartesianos de f e f~1 sdo simétricos em relagdo a bissetriz dos
quadrantes 1 e 3 do plano cartesiano.

Observemos inicialmente que, se (a, b) € f, entdo (b, a) € f~1.

Para provarmos que os pontos P(a, b) e Q(b, a) sdo simétricos em relagao a
reta r de equacao y = x (bissetriz dos quadrantes 1 e 3), devemos provar que a reta
que passa pelos pontos P e Q é perpendicular a reta r e que as distancias dos pon-
tos P e Q a reta r sao iguais.

— + +
O ponto M, médio do segmento PQ, tem coordenadas <a 5 b, a > b )

portanto M pertence a reta r. Como M é ponto médio do segmento PQ, isto &,
MP = MQ, M € r, esta entao provado que os pontos P e Q equidistam da reta r.

Para provarmos que a reta I%) é perpendicular a reta r, consideremos o ponto
R(c, c) da reta r, distinto de M, e provemos que o triangulo PMR é retangulo em M.

Calculando a medida dos lados do triangulo PMR, encontramos:
2 2 —b\2 —a\2 —p\2
PM2=(a—a+b>+(b—a+b>=(a b)+<b a>:2<a b)
2 2 2 2 2
2 2 2
MR2=<a+b—c) +(a+b_c):2<a+b_c>
2 2 2

PR? = (a —¢)? + (b — ¢)?

e observemos que:

2 2 2
—2@+b)-c+2c2=2a2+ b2 —2ac — 2bc + 2c2 = (a2 — 2ac + ¢2) + (b2 — 2bc + c?) =
=(a—c)?+ (b —c)? = PR?

— 2 2 2 _ 2 2 2
PM2+MR2=2<a b) +2(a+b_c> _a’—2ab+b> a’+2ab+b

Exemplos:

Vamos construir no mesmo diagrama os graficos de duas fungdes inversas
entre si:

19 f=2x-4 e fix=7% 4
29) f(x) = x2 e fix)=x
39) f(x) = x3 e fix) =Ix
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151. A composta de fungdes inversas entre si

Teorema

Seja f uma fungao bijetora de A em B. Se f~1 é a funcdo inversa de f, entdo:

( f710f=|A e fOf71=|B )

Demonstracao:
VxEA, (flof)x) = FL{f(x) = f1(y) = x
Vy€EB,(fof )y =f(f1(y)="fx) =y

152. A inversa da composta

Teorema

Se as funcoes f de A em B e g de B em C sao bijetoras, entao:

( (of)™ = flog™ J

Demonstracao:

Observemos inicialmente: se as funcoes f de Aem B e g de B em C sao bijeto-
ras, entdo a funcao composta g o f de A em C € bijetora; logo, existe a fungao inversa
(gof)™de CemA.

Queremos provar que (g o f)™1 = 1o g~1; entdo basta provar que:
(fFlogtoof)=Ila e (gofo(flog™)=
Notemos que:

f- Of—lA,fOfl IB,gl g lB e g0g71:|0

Entdo:

(flog™ )o —[ )og]of=[f_lo(g_log)]of=[f_lolB]of=f_1of=IA
(gofo(f? )—[(gof)of—l]og-1=[go(fof-i)]og-1=(go|B>og—1:
=gogt=
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EXERCICIOS

484. Prove que cada funcao abaixo € bijetora e determine sua inversa:
a) :R—> R talquef(x) =2x — 5

b) g1 R — {4} > R — {1} tal que g(x) = X+i
. _
c) h: R - R tal que h(x) = x®
485. Considere a funcdo f: R — R tal que f(x) = Ix — 1l.

Calcule a soma dos numeros assomado a(s) alternativa(s) correta(s).
01) A funcao f nao é sobrejetiva.

02) A funcao f € injetiva.

04) A funcao f possui uma inversa.

08) f(x) <1 se, e somente se, 0 = x < 2.

16) fé uma funcao par, isto €, f(—x) = f(x).

32) fé uma funcao impar, isto €, f(—x) = —f(—x).
64) fé uma funcao periédica de periodo 1.

486. Nas funcoes bijetoras abaixo, de R em R, obtenha a lei de correspondéncia que
define a funcao inversa.

a) f(x) =2x + 3 e) qx) =Vx + 2
b) g(x) = 4"3_ L f)rx) =X -1
¢) hx) = x3 + 2 g) sx) = V1 — x°

d) p(x) = (x — 1) + 2

487.0 grafico de uma fungao f é o segmento de reta que une os pontos (=3, 4) e
(3, 0). Se f~1 é a funcdo de f, determine f~1(2).

488. Dada a fungdo f: R — R, bijetora, definida por f(x) = x3 + 1, determine sua inversa
LR - R.

489. A funcao f em R, definida por f(x) = x2, admite funcdo inversa? Justifique.

490. Julgue os itens abaixo.

a) Sendo y = f(x) uma funcao real, se f(x) = x para algum x, dizemos que x é
um ponto fixo de f.

Com base nessa definicao, pode-se concluir que a funcao f(x) = 2 + S pos-
sui um unico ponto fixo. X
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b) Os zeros da fungao f(x) = 5% - 5% g30 x=0e x = 3.
Vx2 + 1

¢) O dominio da fungao real h(x) = ———— é o conjunto dos nimeros reais

com excecao do zero. log x

d) Sef: A— Beg: B— C sao fungdes injetoras, entdo a compostagof: A — C

também € uma funcgao injetora.
e) Toda funcao real € inversivel.

491. Seja a funcdo f de R_ em R,, definida por f(x) = x2. Qual é a funcdo inversa

de f?

Solucao

A funcdo dada é f(x) =y = x2, comx < 0 ey = 0.
Aplicando a regra pratica, temos:

I) permutando as variaveis:
x=y2 com y=<O0 e x=0
Il) expressando y em funcao de x:
x=y2 = y=vYx ou y=-Vx

Considerando que na funcao inversa f~1 devemostery<0ex =0, a
lei de correspondéncia da funcdo inversa sera f~1(x) = — Vx.

Resposta: E a funcao f-1 de R, em R_, definida por f~1(x) = —x.

492. Obtenha a fungao inversa das seguintes fungoes:
a) Ry - Ry
f(x) = x2
b) :A—->R,,emqueA={x€ER|x=<1}
f(x) = (x — 1)?
c) A R_,emqueA={x€ERIx=<2}
fx) = —(x — 2)2
d A R_,emqueA={xeERIx=< -1}
fx) = —(x + 1)2
e) :R.—>B,emqueB={yeRI|y=1}

fix) =x2+1

fy R, >B,emqueB={yeR|y=4}
f(ix) = 4 — x2

g) R_.—>B,emqueB={yeR|ly= -1}
fix) =x2—1
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493. Considere a funcao f: [% 37“] —[—1, 1] tal que f(x) = 2 — %x.

Esboce o grafico correspondente e decida quais das afirmagbes abaixo sao
verdadeiras e quais sao falsas.

a) f é crescente.
b) fé sobrejetora.

c) fpossuiinversa e f~10) =
d) fpossuiinversa e f~10) = 0.
e) fnao possui inversa.

494. Considerando a fungdo real f(x) = 3 + 21 e sendo g: A — R a sua inversa,
pode-se afirmar:

a) Aimagem de f € A.
b) O grafico de f esta acima da retay = 4.

11
c) g<7> = log, 5.

d) Se f(h(x)) = 3 + 2x, entdo h(%) = 0.

e) O conjunto solucao da inequacao f(2x + 1) < 1 + 3 - 2Xé o intervalo 10, 1.
f) O grafico da fungao g intercepta o eixo Ox no ponto (1, 0).

x+1
. Qual
2Q

495. Seja a funcao bijetora f, de R — {2} em R — {1}, definida por f(x) =
€ a funcao inversa de ?

Solucao

A funcao dada é f(x)=y=x+;,comx¢2 ey+1.

Aplicando a regra pratica, temos:

x=y+; = Xxy—"2x =y+1 = xy—-y =2x+1 =
y —
S oyx—1) = x+1 o y=2*+1
x—1
Resposta: E a funcdo f~1,de R — {1} em R — {2}, definida por
f,1()():2x+1_
x—1
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496. Obtenha a funcao inversa das seguintes funcgoes:

o _ w1 _[5
a) FR—-—{3} >R — {1} d f: R {3}+R {3}
_x+3 _5x+2
f(x)_x—s f(x)_3x—1
b) R —{-1} > R — {2} e) f:R* > R — {4}
_2x+ 3 _Ax+2
f(x) = r1 f(x) Y
c) FR—{3} >R —{-1} il R - {3} >R —{3)
4 —x 3+ 2

f(x)—x_3 f(x)—X_3

497.Sendo f e g funcdes reais definidas pelas sentencgas f(x) = 3* — 1 e
g(x) = log, (x — 1), determine (f o g=1)(0).

+
498. A funcgao f definida em R — {2} por f(x) = ; X € inversivel. O seu contradomi-

nio é R — {a}. Calcule a.

499. Seja a funcao f de R — {—2} em R — {4} definida por f(x) = 4X+_23
X

valor do dominio de f~1 com imagem 57?

.Qual é o

Solugao

Queremos determinar a € R — {4} tal que f~%(a) = 5; para isso, basta
determinar a tal que f(5) = a:

.5 — 17
a=f(5)=—45i23=7 = a=%

500.Sejaafuncdofde A={x e R|lx=<—-1}emB ={y € R | y = 1} definida por
f(x) = VX2 + 2x + 2. Qual é o valor do dominio de f~1 com imagem 3?

501.Sejam os conjuntos A = {x ER I x=1}eB={y e R |y = 2} eafuncéo fde
A em B definida por f(x) = x2 — 2x + 3. Obtenha a funcdo inversa de f.

Solugao

Afuncdodada éf(x) =y =x2—2x + 3,comx=1ey = 2.
Aplicando a regra pratica, temos:
I) permutando as variaveis:

xX=y2—-2y+3 com y=1 e x=2
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Il) expressando y em funcao de x:
X=y2—-2y+3 = x=y?-2y+1+3-1 sx=y—-12+2 =
y—12=x—-2 = y—-1=Vx—2 ou
y—1=-Vx—-2 = y=1+Vx—2 ou y=1—Vx—2
Considerando que na funcéo inversa f~1 devemostery=1ex = 2, a
sentenca que define a funcdo inversa é f1(x) = 1 + Vx — 2.

Resposta: f1: B — A

fix) =1+ Vx— 2

502. Obtenha a fun¢ao inversa das seguintes fungoes:

ay)A={xeRI|x=1} e B={yeRly= -1}
f:A—B
f(x) = x2 — 2x

b) A={xeRIx=-1} e B={yeERIly=1}
f:A—B
f(x) = x2 + 2x + 2

(0]

) A={xeRIx=<2}
f:A—B
f(x) = x2 — 4x + 3

B={yeRly= -1}

3 1
d)A={x€R|x>E} e B={y€R|y>——}
f

4
:A—>B
f(x) = x2 — 3x + 2

e) A={xeRIx=2} e B={yeRIy=<09}
f:A—=B
f(x) = —x2 + 4x + 5

il A=xeRIx=-1 e B={yeRly<5}
f:A—>B

_)
5 9
g)A={x€R|x>Z} e B={y€R|y>—§}
f B

x2—1 sex=0

503. Seja a funcao bijetora de R em R definida por f(x) = {x 1 sex<0

Determine f~1.
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Solucao
Notemos que:

12) se x = 0, entao f(x)

29) se x < 0, entao f(x)

A funcao proposta é:

y=x2—1,comx=0ey=—-1,ouy=x—1,comx<0Oey< —1.

Aplicando a regra pratica:

I) permutando as variaveis, temos:
x=y2—1,comy=0ex=—1,oux=y—1,comy<O0ex< —1.

2 —1;logo,y = —1.

=y=X
=y=x—1;logo,y < —1.

Il) expressando y em funcao de x, temos:
y=Vx+1,comy=0ex=—1,ouy=x+1,comy<Oex< —1.
Logo, a funcao inversa f~1 é de R em R e definida por:
x+1lsex=-1
f~i(x) =
e {x+ lsex< -1

504. Nas seguintes funcoes em R, determine a fungao inversa.
_]2x+3sex=2
a) f(x)_{3x+ 1sex <2
5—-3xsex=-1

P) 1) =14 _ 4xsex < —1

4x +1sex= —1
e) fix) = Vx — 3 sex=3
(3—xP3sex<3
X2 —4x+ 7sex=2
f) f()=[

©) fix) = {2x sex<O0

2x —1lse -1 <x<2
—x2—-2x —4sex< -1

505. A funcdo f em R, definida por f(x) = Ix + 2| + Ix — 1l, admite funcéo inversa?

506. Seja a funcdo f em R definida por f(x) = 2x + Ix + 1| — |2x — 4l. Determine a
funcao inversa de f. Calcule f~(42).

507. Seja a funcao f em R definida por f(x) = 2x — 3. Construa num mesmo plano
cartesiano os graficos de fe 1.
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Solucao
X+ 3 ]
fg=2x-3 fix="7 B e
X y X | vy Al
~1| -5 5| -1
o| -3 -3 o
1] -1 —1] 1 -
1, X
2| 1 1] 2 v
3| 3 3| 3 3
\4] 5/ \ 5| 4/

508. Nas funcdes que seguem, construa num mesmo plano cartesiano os graficos

defef1,
a) FR->R f) f: R* > R*
fix) =2x+ 1 f(x) _ 1
X
b) R—->R g) i R* >R — {1}
f()():2x+4 f(X):x—il_
3 X
c) fR->R h) R—- R,
fix) =1 —x3 f(x) = 2%
d ffR.>B={yeRly=<1} iy R— R,
X
fix) =1 — x? f(x) = (%)
e) fAsA=xERIx= -1}
f(x) = x2 + 2x

509. Dadas as funcoes f e g em R, definidas por f(x) = 3x — 2 e g(x) = 2x + 5, de-
termine a fungao inversa de g o f.

Solucao

1° processo

Determinamos inicialmente g o f e em seguida (g o f)~1:

(gof)(x) = g(f(x)) = 2f(x) + 5=28x—2)+ 5=6x + 1

x—1
5

Aplicando a regra pratica, temos: x =6y +1 = y=

x—1
5

portanto, (g o f)"1(x) =
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29 processo

Determinamos inicialmente f~1 e g=1 e em seguida f~1 o g1, pois
(gof)yt=flogl

Aplicando a regra pratica em f(x) = 3x — 2 e g(x) = 2x + 5, temos:

i =222 o g =22
x—5
. +2 B

(Frog i = gt ) = E 22 X2

_ x—1
portanto, (g o f)"1(x) = 5
Resposta: (gof): R > R

-1

o)1 ==

6

510. Dadas as fungdes f e g, determine a funcao inversa de g o f:

a) FR->R e gR->R
fix) =4x + 1 gx)=3x—5
b) R—->R e gR->R
f(x) = x3 gx) =2x + 3
c) R, - R, e gR, ->C=K)eERIx=<4}
f(x) = x2 g(x) =4 — x
3 9
d)A={x€R|x>—},B={x€R|x>——}
2 4
fA—>B e g:B-o R,
f(x) = x2 — 3x g(x) =4x + 9
e) A=xeRIx=1},c=K)eR|x=2}
f1A-> R, e gR, >C
fix) = x2 — 1 gx) =Vx + 4

511.Sejam os conjuntos A ={x ER I x= -2}, B={xx€E R I|x= —4}e
C={x€eRI|x= —1} e as funcdes f de A em B, definida por f(x) = x2 + 4x, e
g de B em C, definida por g(x) = x2 — 1. Responda: existe (g o f)~1? Justifique
a resposta.

1
512. Sejam os conjuntos A = {x ERIx=< E} e B={xeRI|x= —1}e as funcoes:

fde Aem R_, definida por f(x) = 2x — 1,gde R_ em R, definida por g(x) = x2,e h
de R, em B, definida por h(x) = 4x — 1. Determine a funcao inversa de ho (g o f).
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Funcoes
circulares

I. Nogoes basicas

93. Dados dois conjuntos A e B, chama-se relagao binaria de A em B todo subconjun-
to Rde A X B.

( R é relacao binaria de Aem B< R C A X B. )

94. Dados dois conjuntos A e B, ndo vazios, uma relacédo f de A em B recebe o0 nome
de aplicacao de A em B ou funcao em A com imagens em B se, e somente se, para todo
X € A existe um s6y € B tal que (x,y) € f.

( f é aplicacdo de Aem B < (Vx €A, 3|y EB|(x,y) Ef) )

95. Geralmente, existe uma sentenca aberta y = f(x) que expressa a lei mediante a
qual, dado x € A, determina-se y € B tal que (x, y) € f.
Entao:

f={xy |xEAyEBey=fx)}

Isso significa que, dados os conjuntos Ae B,afuncao f tem a lei de correspondén-
ciay = f(x).
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96. Para definirmos uma funcdo f, definida em A com imagens em B segundo a lei de
correspondéncia y = f(x), usaremos uma das seguintes notagoes:

¢
f:A—B ou A—B
X — f(x) X — f(x)

97. Chamamos de dominio o conjunto D dos elementos x € A para os quais existe
y € B tal que (x,y) € f. Como, pela definicao de fungao, todo elemento de A tem essa
propriedade, entdo D = A.

98. Chamamos de imagem o conjunto Im dos elementos y € B para os quais existe
x € A tal que (x, y) € f. Portanto, Im C B.

II. Fungdes peridédicas

99. Exemplo preliminar

Dado o nimero real x, sempre existem dois niimeros inteiros consecutivos n e
n + 1 tais que n < x <n + 1. Consideremos a fungao f que associa a cada real x o
real x — n, em que n € 0 maior niimero inteiro que nao supera x. Temos, por exemplo:

f(0,1) = 0,1; f(1,1)=1,1-1=0,1; f(2,1) =2, -2=0,1;
f(3) =3 -3=0; f(—5) = (=5) — (-5) = 0; f(7)=7—-7=0.
De modo geral, temos:
O0=x<1=fx)=x—0=x
1=s=x<2=fx)=x—-1
2=x<3=fx)=x—-2

etc.

—-1=x<0 =fx)=x—(-1)=x+1
X—(—2)=x+2

X—(=3)=x+3

—2=<x< —1= f(x)

-3 =x< —2=f(x)

etc.
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Seu grafico é:

xy

Temos:
fix) =fx+1)=fx+2)= fx+3)=fix+4) =..YxER
portanto existem infinitos ndmeros p inteiros tais que f(x) = f(x + p), Vx € R.

100. 0 menor nimero p > 0 que satisfaz a igualdade f(x) = f(x + p), Vx € R é o nu-
mero p = 1, denominado periodo da fungao f. A fungao f € chamada fungao periodica
porque foi possivel encontrar um ndmero p > 0 tal que, dando acréscimos iguais a p em
X, 0 valor calculado para f nao se altera, isto €, o valor de f se repete periodicamente para
cada acréscimo de p a variavel.

101. Definicao

Uma funcao f: A — B é periédica se existir um nimero p > O satisfazendo a
condicao
f(x + p) = f(x), Vx EA

O menor valor de p que satisfaz a condicdo acima é chamado periodo de f.

102. 0 grafico da funcao periédica se caracteriza por apresentar um elemento de cur-
va que se repete, isto &, se quisermos desenhar toda a curva bastara construirmos um
“carimbo” onde esteja desenhado o tal elemento de curva e ir carimbando. Periodo € o
comprimento do carimbo (medido no eixo dos x).

y

x Y

periodo
III. Ciclo trigonométrico

103. Definigao

Tomemos sobre um plano um sistema cartesiano ortogonal uOv. Consideremos
a circunferéncia \ de centro O e raio r = 1. Notemos que o comprimento dessa circun-
feréncia é 2, pois r = 1.
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Vamos agora definir uma aplicagao de R v
sobre \, isto €, vamos associar a cada ndmero
real x um unico ponto P da circunferéncia \ do
seguinte modo:

1°) se x = 0, entao P coincide com A; 1

2°) se x > 0, entao realizamos a partir de A um percurso de comprimento x, no
sentido anti-horario, e marcamos P como ponto final do percurso;

39) se x < 0, entdo realizamos a partir de A um percurso de comprimento |x|, no
sentido horario. O ponto final do percurso é P

A circunferéncia \ acima definida, com origem em A, é chamada ciclo ou circun-
feréncia trigonométrica.

Se o ponto P esta associado ao nimero x, dizemos que P é aimagem de x no ciclo.
Assim, por exemplo, temos:

aimagem de = é B a imagem de —% éB'

cy
cy

a imagem de %‘T éB' a imagem de —%T éB
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104. Notemos que, se P é a imagem do nimero x,, entdo P também é a imagem dos

numeros:
X0, Xo + 2w, Xo + 4w, Xo + 6, etc.
e também de:

Xo — 2m, Xo — 4w, Xo — 6, etc.

105. Em resumo, P é a imagem dos elemen- vi

tos do conjunto:
X, + 2k

{xER|x=xy+ 2km, k € Z}.

Xo

cy

106. Dois nimeros reais x; = Xo + 2ky1 (k1 € Z) € Xo = Xo + 2kom (ko € Z) que tém a
mesma imagem P no ciclo sao tais que x; — X5 = 2k (em que k = k; — k») €, por isso,
diz-se que x4 e x, sao congruos modulo 21 ou, simplesmente, x; € x, Sa0 cOngruos.

107. Os eixos u e v dividem a circunferéncia em quatro arcos: AB, BA', AB' e B'A.
Dado um numero real x,usamos a seguinte linguagem para efeito de localizar aimagem
P de x no ciclo:

x estano 1° quadrante < P& AB & O+ 2km<x< % + 2k
X estd no 2¢ quadrante < P € BA' & % + 2km<x < + 2km
xestdno 3° quadrante & PEAB e =+ 2km<x< = + 2Kt

X estd no 4° quadrante < P EBA o 7+2k7r<x£21'r+2k1'r
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123. Indique no ciclo a imagem de cada um dos seguintes ndmeros:

3w 5 25t 197
Solucao
3m 3 o
™
A =g

Marcamos, a partir de A, um percurso AP

an
=

igual a % do ciclo, no sentido anti-horario.

S5 5
—Z - g "

Marcamos, a partir de A, um percurso AP

<

igual a % do ciclo, no sentido horario.

(1%

¢) 11w =m + 10w

Como 11w — a é mdltiplo de 2, entao
117 e w tém a mesma imagem (A").

<

d —-3w=m—4=w
Como (—3m) — @ € multiplo de 2, en-
tao —3w e w tém a mesma imagem (A').

.
S

25 _ w 24w _ m
@) = —3+ 3 —3+81'r
257 @ v

Assim, 35 e 3 tém a mesma imagem

P que é obtida marcando um percurso

<y

AP igual a % do ciclo, no sentido anti-

anY
N

horario.
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~19m 5w 24w _ 5w

5 6 6 6 97

\y
: 197 51 . ) P
Assim, =g € témamesma ima-
59 5 \\j i

f)

<

gem. Como 5 " 12 21, a imagem
procurada é a extremidade do percurso

AP igual a % do ciclo medido no sentido anti-horario.

m 11w 3w T

124.Indiquenocicloasimagensdosseguintesnimerosreais: s 8 ' 8 8"

137 _1511' 17w _311T

6 2' 4 ° Ta-
125. Represente, no ciclo, as imagens dos seguintes conjuntos de nimeros:
E={x€R|x=%+kmk€Z} F={x€R|x=k1,kEZ}
Solucao

= 0
X = > + K

k=0 = x= %(imagem: B)

k=1 = x= 37” (imagem: B')

RS
NZN ¥

k=2 = x= 5777 (repeticao: B)

O conjunto E tem como imagem os pontos B e B' do ciclo.

. vi
x =K 5 5
k=0 = x = 0 (imagem: A) /
_ _ T .
k=1 = x= 2(|magem. B) Al A
k=2 = x = m (imagem: A") u
k=3 = x= 3Tﬁ”(imagem: B")
B

k=4 = x = 2 (repeticao: A)
O conjunto F tem como imagem os pontos A, B, A' e B' do ciclo.
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126. Represente, no ciclo, as imagens dos seguintes conjuntos de nimeros reais:

E=XXER|x=kmkeEZ}

F={x€[R§|x=kTTr,kEZ}

G={x€R|x=%+kw,kEZ}

_ - T U
H—{XER|X— 7 +k2,k€Z}

127.Qual dos nimeros é o maior? Justifique.

a) sen 830° ou sen 1195°
b) cos (—535°) ou cos 190°

IV. Funcao seno

108. Definigao

Dado um numero real x, seja P sua ima- T ON\P
gem no ciclo. Denominamos seno de x (e indi-
camos sen x) a ordenada O_Pl do ponto P em
relacao ao sistema uOv. Denominamos funcao
seno a funcado f: R — R que associa a cada
real x o real OP; = sen x, isto é: B'

]
cy

f(x) = sen x.

109. Propriedades

As propriedades da razao trigonométrica seno, ja vistas no capitulo IV, item 52,
a saber: (a) se x é do primeiro ou do segundo quadrante, entao sen x é positivo;
(b) se x € do terceiro ou do quarto quadrante, entao sen x é negativo; (c) se x percorre
0 primeiro ou o quarto quadrante, entdo sen x € crescente; (d) se x percorre 0 segundo
ou o terceiro quadrante, entao sen x é decrescente, sao também validas para a funcao
seno.
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Além dessas, temos para a fungao seno:

1#)Aimagemdafungaosenoéointervalo[—1,1],istoé,—1 <senx =< 1 paratodo
X real.

E imediata a justificacao, pois, se P esta no ciclo, sua ordenada pode variar apenas
de —1a +1.

2%) A funcao seno € periodica e seu periodo € 21r.
E imediato que, se sen x = OP; e k € Z, entdo sen (x + k - 2m) = OP4, pois x e
X + k - 27 tém a mesma imagem P no ciclo. Temos, entao, para todo x real:
sen x = sen (x + k - 2m)

e, portanto, a funcao seno € periddica. Seu periodo € o menor valor positivo de k - 2,
isto €, 2.

110. Grafico o y — sen )
Fazendo um diagrama com x em abscissas e
sen x em ordenadas, podemos construir 0 seguin- 0 0
te grafico, denominado senoide, que nos indica - 1
como varia a funcao f(x) = sen x. 3 >
a N2
4 2
a V3
3 2
m
— 1
2
a 0
3w
= -1
2
21 0
YA K j
1 T 1
0| &mx = 2udmbw
6 4 3 2 3 4 6
_1_
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Observemos que, como o dominio da funcdo seno é R, a senoide continua para
a direita de 2 e para a esquerda de 0. No retangulo em destaque esta representado
apenas um periodo da fungdo. Notemos ainda que as dimensoes desse retangulo sao
27 X 2, isto &, aproximadamente 6,28 X 2 e, em escala, 10,5 X 3,2.

. y

R |

Determine o periodo e a imagem e faga o grafico de um periodo completo das
funcoes dadas nos exercicios 128 a 147.

128.f: R — R dada por f(x) = —sen x.

Solucao

Vamos contruir uma tabela em trés etapas:
12) atribuimos valores a x;

2%) associamos a cada x o valor de sen x;
3%) multiplicamos sen x por —1.

Kx sen x y\ Kx sen x y\ Kx sen x y\
0 0 0 0 0 0
m D m
- - 1 - 1 | -1

0 0 0
3 37 3
> 2| 1 2| "t |1
\27 Joo\& ] 0] J ] 9 1Y

Com essa tabela podemos obter 5 pontos do grafico, que é simétrico da
senoide em relacao ao eixo dos x.
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E imediato que: y

Im(f) = [~1, 1] [ PR N /\
p(f) = 27 al ™

129.f: R — R dada por f(x) = 2 - sen x.

Solucao

Vamos construir uma tabela em trés etapas:
12) atribuimos valores a x;

2%) associamos a cada x o valor de sen x;
3?) multiplicamos sen x por 2.

Kx sen x y\ Kx sen x y\ Kx sen x y\
0 0 0 0 0 0
% % 1 % 1 2

0 0 0
E Y E3 R
\2n J\a] o ) \zm] o] o

Com essa tabela podemos obter 5 pontos do grafico, que deve apresentar
para cada x uma ordenada y que € o dobro da ordenada correspondente da
senoide.

17
E imediato que: 24
senoide
Im(f) = [—2, 2] Y .
p(f) = 2m AR
0 IE AN ' 2 X
. > S
_2_
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130.f: R — R dada por f(x) = —2 - sen x.
131.f: R — R dada por f(x) = |sen x|.

Solucao

Recordemos inicialmente que, para um dado ndmero real a, temos:
a=0= |la=a

a<0 = la=-a

Aplicando essa definicao, temos:

senx = 0 = [sen x| = sen x

(quando sen x = 0, os graficos y = |sen x| e y = sen x coincidem)
senx < 0 = |sen x| = —sen x

(quando sen x < 0, os graficos y = |sen x| e y = sen x s@o simétricos em relacdo
ao eixo dos x).

E imediato que:
Im(f) = [0, 1]
p(f) = m 17

o
ISIEE
3
e
4
w
3
AN
AY
N
3
xY

132.f: R — R dada por f(x) = |3 - sen x|.

133.f: R — R dada por f(x) = sen 2x.

Solugao

Vamos construir uma tabela em trés etapas:
12) atribuimos valores a t = 2x;
2%) associamos a cada 2x o correspondente sen 2x;

3%) calculamos x (x = %)
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Kx t=2x y\ Kx t=2x y\ Kx t=2x y\
0 0] 0 0 0 0
T ™ 0 % ™ 0
N . I N . NGl B B

Com base nessa tabela, podemos obter 5 pontos da curva. Notemos que o
grafico deve apresentar para cada x uma ordenada y que € o seno do dobro
de x. Notemos ainda que para sen t
completar um periodo € necessario que
t = 2x percorra o intervalo [0, 2], isto 1
é, X percorra o intervalo [O, ].

Assim, o periodo de f é: 0
pf)=w—-0=m
E imediato que: Im(f) = [—1, 1]

YA

INER
ISTE]

134.f: R — R dada por f(x) = sen —=.

2
Solucao
C t= % y\ Kx t= % y\ Kx t= % y\
0 0 0 0 0 0
m K ™
™ ™ 0 2 ™ 0
3 3 3
> - |1 SEI B
K 2m j k 2 Oj K41T 2m 9
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E imediato que:
Im(f) = [—1, 1]
p(f) = 4w

FUNCOES CIRCULARES

135.f: R — R dada por f(x) = sen 3x.

Solucao
Kx t = 3x y\ Kx t=3x y\ Kx t = 3x ﬁ
0 0 0 0 0 0
e I T T
2 2 | 1 5| 2 | 1!
Tr o 0 % 1T 0
31 3 1y 3
> - |1 2| 2 |1
2m 2m 0 2T on 0
\_ NG 3 /
E imediato que:
Im(f) = [-1, 1] A
2
p(f) = 3 14-
T 2w
3 3
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136.f: R — R dada por f(x) = —sen %

137.f: R — R dada por f(x) = 3 - sen 4x.

138.f: R — R dada por f(x) = 1 + sen x.

Solucao

Kx sen x y\ Kx sen x y\ Kx sen x y\
0 0 0 0 0 1
[ ™ m
a0y 0y 0 a 0 1
3 37 3

> 2| 2| "t ]

\2s JoNem| o] J ] o |9

Notemos que o grafico deve apresentar para cada x uma ordenada y que €
igual ao seno de x mais uma unidade. Se cada seno sofre um acréscimo de
1, entdo a senoide sofre uma translacao de uma unidade "para cima".

E imediato que:
Im(f) = [0, 2]
p(f) = 2w yA

senoide

139.f: R — R dada por f(x) = —2 + sen x.
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140.f: R — R dada por f(x) =1 + 2 - sen x.
1441.f: R — R dada por f(x) = 2 — sen x.

142.f: R — R dada por f(x) = —1 + sen 2x.
143.f: R — R dada por f(x) =1 + 3 - sen %

144.f: R — R dada por f(x) = sen (x - 1)

4
Solucao
Kx t=x-=2 y\ Kx t=x- = y\ Kx t=x—-2 y\
4 4 4
™
0 0 0 T 0 0
™ ™ 3 ™
2 2 = =2 1
T T 0 % ™ 0
3w 3 7 3
= > |Y =] =z |?
2m 2m of [2m| o 0
\_ L 4 J

Notemos que o grafico deve apresentar para cada x uma ordenada y que € o
senode x — % Notemos que para sen t completar um periodo € necessario
quet =x — % percorra o intervalo [0, 2], isto €, x percorra o intervalo
o Om
47 4 |
Assim, o periodo de f é:
O w

p(f) = 5 — - =2
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E imediato que:
Im(f) = [~1, 1]

ya senoide

SAN

145.f: R — R dada por f(x) = sen (x + %)

146.f: R — R dada por f(x) = sen <2x - ?>

147.f: R — R dada por f(x) =1 + 2 - sen (% - %)

148. Sendo a, b, ¢, d ndmeros reais e positivos, determine imagem e periodo da
funcao f: R — R dada por f(x) =a + b - sen (cx + d).

Solucao

Facamos cx + d = t. Quando x percorre R, t percorre R (pois a funcao afim
t = cx + d é sobrejetora) e, em consequéncia, sen t percorre o intervalo
[—4,1],b - sent percorre o intervalo [—b,b]ey = a + b - sen t percorre o
intervalo [a — b, a + b], que é a imagem de f.

Para que f complete um periodo é necessario que t varie de O a 21, entao:

t=0 = cx+d=0 :x=—%
t=2m =>cx+d=2ﬂrr:>x=2——i
© @
Portanto:
p:AX:<2_ﬂ_i>_<_i>:2_ﬂ_
© © © c
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149. Determine o periodo da funcao dada pory = 3 sen (27rx + %)

150. Construa o grafico de um periodo da funcao f: R — R tal que

flx) =1 — 2 - sen <2x _%)

151. Para que valores de m existe x tal que sen x = 2m — 57

Solucao
Para que exista x satisfazendo a igualdade acima, devemos ter:

—1s2m —-5=<=1 ©4=2mM=06 © 2=m =< 3.

152. Em cada caso abaixo, para que valores de m existe x satisfazendo a igualdade:

m—:L,P

a) sen x =2 — 5m; b)senx=m_2.

V. Func¢do cosseno

111. Definigao

Dado um numero real x, seja P sua ima-
gem no ciclo. Denominamos cosseno de x (e

indicamos cos x) a abscissa 0_I32 do pontoPem A

relacao ao sistema uOv. Denominamos funcao

cosseno a funcao f: R — R que associa a cada

real x o real OP, = cos X, isto &, f(x) = cos x. B’

112. Propriedades

As propriedades da razao trigonométrica cosseno, ja vistas no capitulo 1V, item
57, a saber: (a) se x & do primeiro ou do quarto quadrante, entao cos x é positivo; (b)

se x é do segundo ou do terceiro quadrante, entao cos x € negativo; (c) se x percorre o
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primeiro ou o segundo quadrante, entao cos x € decrescente; (d) se x percorre o tercei-
ro ou o quarto quadrante, entao cos x é crescente, sao também validas para a funcao
cOSsseno.

Além dessas, temos para a funcao cosseno:

1%) A imagem da funcao cosseno € o intervalo [—1, 1], isto €, —1 < cos x < 1 para
todo x real.

2%) A funcao cosseno € periddica e seu periodo € 2.

113. Grafico
Fazendo um diagrama com x em abscissas e ( \
cos x em ordenadas, podemos construir o seguinte X y = COS X
grafico, denominado cossenoide, que nos indica
como varia a fungao f(x) = cos x. Y 1
ul RE]
6 2
ul N2
4 2
sl 1
3 2
™
— 0
2
o -1
37
— 0
2
K 2 1 /

27 X
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Observemos que, como o dominio da fungdo cosseno é R, a cossenoide continua
para a direita de 27 e para a esquerda de zero. No retangulo em destaque esta repre-
sentado apenas um periodo da fungao. Notemos ainda que as dimensoes desse retan-
gulo devem manter a proporcao na escala 2w X 2, isto €, aproximadamente 6,28 X 2
(em escala, 10,6 X 3).

Determine o periodo e a imagem e faga o grafico de um periodo completo das
funcOes dadas nos exercicios 153 a 167.
153.f: R — R dada por f(x) = —cos x.
154.f: R — R dada por f(x) = 2 - cos Xx.
155.f: R — R dada por f(x) = —3 - cos x.
156.f: R — R dada por f(x) = |cos x|.

157.f: R — R dada por f(x) = cos 2x.

158.f: R — R dada por f(x) = cos %

159.f: R — R dada por f(x) =1 + cos x.

160.f: R — R dada por f(x) =1 + 2 - cos 3x.

161.f: R — R dada por f(x) = cos (x - %)

162.f: R — R dada por f(x) = 2 - cos (x - %)

163. Determine imagem e periodo da funcao f: R — R dada por

f(x) = -1 + 2 - cos (3x—%>.
t+2

P
2t—1-

164.Para que valores de t existe x satisfazendo a igualdade cos x =
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165. Esboce o grafico da funcao f: R — R tal que f(x) = sen x + cos x.

Solugao

Notemos que para cada x esta funcao associa um y que € a soma do seno
com o cosseno de x. Vamos, entao, colocar num diagrama a senoide € a
cossenoide e, para cada x, somemos as ordenadas dos pontos encontrados

em cada curva.

. . YA
Veremos mais adiante que: Sgn @

Im(f) = [-V2, V2] g

p(f) = 2m cos e~ 1} /

166. Esboce o grafico de um periodo da funcao f: R — R dada por f(x) = cos x — sen x.

167.Prove que,se 0 < x < % entao sen x + cos x > 1.

Sugestao: ciclo trigonométrico e desigualdade triangular.
168. Determine o periodo da funcao y = 3 cos 4x.

169. Calcule a soma dos 12 primeiros termos da série cos a, c0s (a + 1), c0s (a + 27), ...

VI. Func¢do tangente

114. Definigcao
Dado um ndmero real x, y C
. s W
X # —= + Kk, PAT
2
seja P sua imagem no ciclo. Consideremos a reta oP A A

XY

e seja T sua intersecao com o eixo das tangentes. De-
nominamos tangente de x (e indicamos tg x) a medida P,

algébrica do segmento AT.
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Denominamos funcao tangente a funcao f: D — R que associa a cada real X,
X # % + ki, 0 real AT = tg x, isto &, f(x) = tg x.

Notemos que, para x = % + ki, P esta em B ou B' e, entao, a reta OP fica

paralela ao eixo das tangentes. Como neste caso nao existe o ponto T, a tg x nao é de-
finida.

115. Propriedades

Além das propriedades ja vistas no capitulo IV, item 61, para a razao trigonométri-
ca tangente, ou seja, (a) se x € do primeiro ou do terceiro quadrante, entao tg x € positiva;
(b) se x é do segundo ou do quarto quadrante, entao tg x € negativa; (c) se x percorre
qualquer um dos quatro quadrantes, entao tg x € crescente, temos também para a fun-
¢ao tangente:

1%) O dominio da fungao tangente € D = {x ER|x+# % + kTr}.

2?)Aimagemdafuncaotangente é R,isto €, paratodoyreal existe umxrealtal que

tgx=y.

De fato, dado y € R, consideremos sobre o eixo das tangentes o ponto T tal que
AT = y. Construindo a reta (?T observamos que ela intercepta o ciclo em dois pontos,
P e P', imagens dos reais x cuja tangente € y.

3?) A funcao tangente é periddica e seu periodo € .

De fato, setg x = AT e k € Z, entao tg(x + k) = AT, pois x e X+ + km tem imagens
P eP' commdentes ou diametralmente opostas no ciclo e, assim, op = OP‘ portanto
OPNc=0PNec.

Temos, entao, para todo x real e X # % + Kkir:
g X = tg(x + km)

e a funcao tangente é peridédica. Seu periodo é o menor valor positivo de ki, isto &, .

116. Grafico

Fazendo um diagrama com x em abscissas e tg x em ordenadas, podemos cons-
truir o seguinte grafico, denominado tangentoide, que nos indica a variacao da fungao
f(x) = tg x.
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y=tgx\

V3

-3

&<t

&lo

&l

21

tg i

YA

7

EXERCICIOS

170. Qual é o dominio da funcao real f tal que f(x) = tg 2x?
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Solucao

Facamos 2x = t. Sabemos que existe tg t se, e somente se, t # L
~ 2

(k € Z), entao:

2x;ﬁ1+kw:x¢1+k1

- - S (ke)e

_ LI
D(f)—{xE[REIx;e q +k2,kez}.

171. Qual é o dominio das seguintes fungdes reais?
a) f(x) = tg 3x b) gx) = tg <2x - %)

172.Para que valores de o existe x tal que tg x = Va2 — 5o + 472

™

173. Esboce o grafico e dé o dominio e o periodo da fungao real f(x) = tg (x - T)

Solucao
,Tr p—
Facamos x i t.
m m

. a — W W
Temos.EItgt:>t¢2+kw:>x 4¢2+kw

entéoD(f)={x€R|x¢%Tﬂ+kTr,kEZ}.
Para tg t descrever um periodo completo devemos ter:
T 0 v Ly Ly 0y 3

entao p(f) = %TF" —(—%) = @

4
teremos (poranalogia com as funcoes ja vistas)

Como a funcao associa a cada x a tg (x = 1)

um grafico que é atangentoide deslocada de% —

ENE]
.l>|‘=']“
<Y

para a direita.
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VII. Func¢ao cotangente

117. Definigao

Dado um numero real x, x # km, seja > d
P sua imagem no ciclo. Consideremos a reta P
OP e seja D sua intersecao com o eixo das
cotangentes. Denominamos cotangente de x : >
(e indicamos cotg x) a medida algébrica do
segmento BD. Denominamos funcdo cotan-
gente a funcao f: D — R que associa a cada
real x, x # km, o real BD = cotg x, isto €, B
f(x) = cotg x.

Notemos que, para x = ki, P esta em Aou A' e, entdo, a reta 6I5 fica paralela ao
eixo das cotangentes. Como neste caso nao existe o ponto D, a cotg x nao é definida.

118. Propriedades

Sao validas para a fungao cotangente as propriedades ja vistas no capitulo IV,
item 65, para a razao trigonométrica cotangente, a saber: (a) se x € do primeiro ou do
terceiro quadrante, entao cotg x € positiva; (b) se x é do segundo ou do quarto quadran-
te,entao cotg x € negativa; (c) se x percorre qualquer um dos quatro quadrantes, entao
cotg x € decrescente. Além dessas, temos:

12) O dominio da fun¢do cotangente é D = {x € R | x # k}.

2?) A imagem da fungao cotangente é R, isto €, para todo y real existe um x real
tal que cotg x = .

3?) A funcao cotangente € periddica e seu periodo € mr.

119. Grafico

Considerando arcos, por exemplo, do 1° e 2°¢ quadrantes, temos a seguinte rela-
cao de pares ordenados (x, cotg x) para tracar o grafico da cotangente:

B
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VA

cotg x |

El~N
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VIII. Funcao secante

120. Definigao

Dado um numero real x,

X #F % + ki, B
seja P sua imagem no ciclo. Consideremos ¢
a reta s tangente ao ciclo em P e seja S sua
intersecdo com o eixo dos cossenos. Deno- A 0 n S o
minamos secante de x (e indicamos sec x) a su

abscissa OS do ponto S. Denominamos fun-
cao secante a funcao f: D — R que associa

m
acadareal x,x # > + Kk, oreal OS = sec x, B’

isto €, f(x) = sec x.
™ . , ~ .
Notemos que, para x = > + ki, P estda em B ou B' e, entao, a reta s fica
paralela ao eixo dos cossenos. Como neste caso nao existe o ponto S, a sec x nao é
definida.

121. Propriedades

A funcao secante tem as mesmas propriedades ja vistas no capitulo IV, item 67,
para a razao secante, a saber: (a) se x € do 1° ou do 4° quadrante, entao sec x € posi-
tiva; (b) se x € do 2° ou do 3° quadrante, entdo sec x é negativa; (c) se x percorre o 1°
ou o 2° quadrante, entao sec x € crescente; (d) se x percorre o 3° ou o0 4° quadrante,
entdo sec x é decrescente. Além dessas, ha, ainda:

1?) O dominio da funcao secante é D = {x ER|x # % + kﬂ}.

2%) A imagem da fungao secante é R — ]—1, 1], isto é, para todo y real, com
y < -—1ouy=1,existe um x real tal que sec x =y.

3?%) A funcao secante é periddica e seu periodo € 2.
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122. Grafico
Tabela de pares ordenados (x, sec x), relativa aos valores do 1° e 2° qua-
drantes:
vy K X secx\ K X secx\
2
0 1 =5 2
™ 23 \2
— - — —N2
6 3

‘N
“ [
INE]
ol
m|g‘
‘&)
w

)

/
ME!
-
/
N

secx A

periodo completo da funcao sec x
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IX. Fung¢ao cossecante

123. Definigéo

Dado um numero real x, x # ki, seja P sua imagem no ciclo. Consideremos a
reta s tangente ao ciclo em P e seja C sua intersecao com o eixo dos senos. Denomi-
namos cossecante de x (e indicamos por cossec x) a ordenada OC do ponto C. Deno-
minamos funcao cossecante a funcao f: D — R que associa a cada real x, x # kmr, 0
real OC = cossec X, isto é, f(x) = cossec x.

Notemos que, para x = ki, P estd em A ou A' e, entao, a reta s fica paralela ao
eixo dos senos. Como neste caso nao existe o ponto C, a cossec x nao é definida.

\"

>

\

C

wv
cV

124. Propriedades

Sao validas as propriedades vistas no capitulo IV, item 69, para a razao tri-
gonométrica cossecante, também para a fungao cossecante, a saber: (a) se x é do
1° ou do 2¢ quadrante, entao cossec x € positiva; (b) se x € do 3° ou do 4° quadrante,
entdo cossec x € negativa; (c) se x percorre 0 2° ou 0 3° quadrante, entao cossec x
€ crescente; (d) se x percorre 0 1° ou o 4° quadrante, entao cossec x € decrescente.
Além dessas, temos:

12) O dominio da funcdo cossecante é D = {x € R | x # k}.

2?%) Aimagem da funcao cossecante € R — ]—1, 1], isto &, para todo real y, com
y<-—-1ouy =1, existe um x real tal que cossec x =y.

3?%) A funcao cossecante é periddica e seu periodo é 2.
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125. Grafico

cossec X A

1

3
W,
@
N
B)
<y

wla4------
Nag------

EXERCICIOS

b v

175. Determine o dominio e o periodo das seguintes fungdes reais:

f(x) = cotg (x - %) g(x) = sec 2x, h(x) = cossec (x + %)

176. Em cada caso, determine o conjunto ao qual m deve pertencer de modo que exista
x, satisfazendo a igualdade:

=V2-m _2m-1

a) cotg x C) cossec X 1 3m

b) secx =3m—2
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- 1 /1 + cos x
177. Simplifique 1T+ secx V1 —cosx"

178.Dé uma expressao, em fungao de cotg x, equivalente a

COSSEC X — Sen X
sec X — Cos X

2
179.Se 0 # S 2kar, k inteiro, calcule _c0s76
2 1—senb

em funcao de sen 6.
- = = - cos? x — sen* x
180. Determine uma expressao, em funcao de cos x, equivalente a W
- X
181. Determine, em fungao de cossec x, uma expressao equivalente a

sen X 1 + cos x
1 + cos x sen x

182. Se sen x + cossec (—x) = t, calcule sen? x + cossec? x em funcao de t.

tg2x + 1
cotg?x + 1’

183.Se sen x = n— 1, calcule em funcgao de n.

X. Funcgoes pares e fungoes impares

126. Definigao

Uma fungcao f: A — B é denominada funcao par se, e somente se:
f(x) = f(—x), Vx € A
isto €, dando valores simétricos a varidvel, obtemos o mesmo valor para a funcao.
Exemplos:
1°) f(x) = |x| é funcao par, pois |—x| = ||, ¥x € R.
29) f(x) = x2 é funcado par, pois (—x)? = x2, Vx € R.

39) f(x) = X—12 é funcao par, pois ﬁ = x_12 Vx € R*,
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Da definicao decorre que o grafico de uma fungao par € simétrico em relagcao ao
eixo y, pois:
xy)ef=(-xyef

Ay=1Ix Ay =x VW=

xy

xy

xy

127. Definigao
Uma funcgao f: A — B é denominada fung¢ao impar se, e somente se:

f(—x) = —f(x), Vx € A

isto é, dando valores simétricos a varidvel, obtemos valores simétricos para a

funcao.
Exemplos:
1°) f(x) = 2x é funcao impar, pois 2(—x) = —2x, Vx € R.
29) f(x) = x3 é funcao impar, pois (—x)3 = —x3, Vx € R.
3?) f(x) = 1 € fungao impar, pois 1 = —i, Vx € R*,
X (—x) X

Da definicao decorre que o grafico de uma funcao impar € simétrico em relacao
a origem do sistema cartesiano, pois:

x,y) Ef=(—x, -y ef

= x3
Ay=2x Ay

xy
xy
xy
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128. 0s nimeros x e —x tém, no ciclo, imagens simétricas em relacdo ao eixo dos
cossenos. Em consequéncia, temos:

sen (—x) = —sen x, Vx € R
cos (—x) =cos x, VX ER

portanto, de acordo com as definicoes dadas, a funcao seno é funcao impar e a funcao
cosseno € fungao par.

&
>

184. Verifique a paridade das funcoes:
a) tg x C) Sec X
b) cotg x d) cossec x

185. Uma fungao, com dominio simétrico em relagao a origem, € par se f(—x) = f(x) e é
impar se f(—x) = —f(x), qualquer que seja x pertencente ao dominio.

a) Prove que, se f é impar e O pertence ao seu dominio, entao f(0) = O.
b) Prove que, se f é par e impar, entao f(x) = 0.

186. Seja a funcao f: R — R definida por f(x) = 3. Determine a paridade da fungao
g: R — R definida por

n fatores
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I.
22.

Funcao
exponencial

Definicao

Dado um numero real a, tal que O < a # 1, chamamos funcao exponencial de

base a a funcao f de R em R que associa a cada x real o nimero a*.

II.

Em simbolos: f: R - R
X — a

Exemplos de funcdes exponenciais em R:

19) f(x) = 2* 4%) p(x) = 10*
1)\x x

2°) g(x)=<5) 59 r(x) = (V2)

3%) h(x) = 3

Propriedades

1%) Na funcao exponencial f(x) = a*, temos:

x=0=f0)=a%=1

isto é, o par ordenado (0, 1) pertence a fungdo para todo a € R* — {1}. Isto significa
que o grafico cartesiano de toda fungao exponencial corta o eixo y no ponto de orde-
nada 1.
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22) A funcao exponencial f(x) = a* é crescente (decrescente) se, e somente
se,a > 1 (0 < a < 1). Portanto, dados os reais x; € x5, temos:
I) quandoa > 1:
X1 < Xo = f(Xq) < f(Xp)
I) quando 0 <a < 1:
X1 < Xo = f(Xq) > f(X5)
A demonstracao desta propriedade exige a sequéncia de lemas e teoremas
apresentados nos itens 23 a 30.

32) A fungao exponencial f(x) = a*, com 0 < a # 1, é injetora, pois, dados x;
e X, tais que x4 # X, (por exemplo x4 < Xp), vem:

I) sea>1,temos: f(x1) < f(xo);

II) se 0 <a<1,temos: f(xq) < f(X);
e, portanto, nos dois casos, f(x;) # f(x5).

23. Lemall

Sendoa€e R,a>1en € Z, temos:
a" > 1 se, e somente se,n > 0

Demonstracao:
1? parte

Provemos, por inducao sobre n, a proposicao

n>0=a">1:

1°) é verdadeira paran = 1, pois al = a > 1;

2°9) suponhamos que a proposicao seja verdadeira paran = p, isto €,aP > 1,
e provemos que € verdadeira paran =p + 1.

De fato, de a > 1, multiplicando ambos 0s membros dessa desigualdade por
aP e mantendo a desigualdade, pois aP € positivo, temos:

a>l=a-a>aP=aftl>ar>1

2? parte

Provemos, por redugao ao absurdo, a proposic¢ao:
a">1=n>0

Supondo n < 0, temos: —n = 0.
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Notemos que n = 0 = a® = 1 e pela primeira parte —n > 0 = a™" > 1;

portanto:

Multiplicando ambos os membros dessa desigualdade por a” e mantendo o
sentido da desigualdade, pois a" € positivo, temos:

a"=l=saa"=a"=>1=a"

0 que € um absurdo, pois contraria a hipétese a" > 1. Logo, n > 0.

24. Lema 2

Sendoa € R,a>1er e Q,temos:
a" > 1 se, e somente se,r > 0
Demonstracao:
1? parte
Provemos a proposicao

r>0=a>1

Facamos r = % com p, g € N*; entdo:

R
a" = aq
1\a 1
Pelolema 1,se a = (aq) >1eq>0,entdo a% > 1. Ainda pelo mesmo lema,

1 1\
sea?>1ep>0,entdo (aq) > 1, ou seja,
1\P L
(aCI) :aCI:ar>j_
2? parte

Provemos agora a proposicao
aa>1=r>0

Facamos r = % compE Zeq€&E Z*; entao:

) 1\p
a’'= a9 = (a4
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1
Supondo q > 0 e considerando que na 12 parte provamos que a% > 1, temos,

pelo lema 1:
1 1\p
ad>1 e (aq) >1=p>0

p
Logo:q >0 e p>0:r=?>0.

Supondo, agora, q < O, isto €, —q > 0O, pelo lema 1 temos:

1
q

1\P _1\7P
ad>1e (aq) =(a q) >1=-p>0=p<0

p
Logo: q <0 e p<0:>r=7>0.

25. Lema 3

Sendo a € R, a > 1, r e s racionais, temos:

as > a' se, e somente se, s >r

Demonstracao:

lema 2
as>a o as-a‘“>ar-a"<:>a5‘f>1( = )s—r>0<:>s>r

26. Lema 4

SendoaeR,a>1ea e R — Q,temos:

a* > 1 se, e somente se,a >0

Demonstracao:

Sejam os dois conjuntos que definem o ndmero irracional a,
AM={reQ|r<al e Aa={seQ|s>a}
e em correspondéncia 0s conjuntos de poténcias de expoentes racionais que
definem a¢,

By={a"|reA} e B,={a%|s €A}
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FUNCAO EXPONENCIAL

1? parte

Provemos a proposicao:

a>0=a*>1

Pela definicao do nimero « irracional e positivo, existemr € A; e s € A, tal que
O<r<aoa<s.

Pelolema 2,comoa > 1,r>0es>0,temos:a">1ea> 1.

Pelo lema 3, comoa > 1er <s,temos: 1 < a' < a° e, agora, pela definicao
de poténcia de expoente irracional, vem:

1<a <a*<as,

isto €&,

a*>1

2? parte

Provemos, agora, por redu¢ao ao absurdo, a proposi¢ao:
a*>1=a>0

Suponhamos a < O, isto €, —a > 0.

Pela primeira parte deste teorema, temos:
a>1,-a€ER-Q
Al B
Multiplicando ambos os membros da desigualdade obtida por a* > 0, vem:
a~*-a*> a%,
isto €,
1> a%,
0 que contraria a hipotese; logo:

a>0

27. Teoremal

Sendoa€R,a>1,x; € Rex, €R, temos:

ab > 1 se, e somente se, b > 0
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FUNCAO EXPONENCIAL

Demonstracao:

(lema 2

be @)(ab>1<:>b>0)
beR«< ou

beR-0 "BV @>1ob>0)
28. Teorema 2

Sendoa € R,a>1,x1 € Rex, €R, temos:
a*1 > a*2 se, e somente se, x4 > Xo

Demonstracao:
a*1 (teorema 1)

a1 > ak o >lea™>1 & X —x%>09X%X>X%
a2

29. Teorema 3

Sendoa e R,0<a<1eb &€ R, temos:

a® > 1 se, e somente se, b < 0
Demonstracao:

1
Se0<a< 1,entéo?> 1.
] 1
Sejac = = > 1; pelo teorema 1, vem:
cP">1e-b>0

1
Substituindo ¢ = = temos:
1

—b
c‘b=<§) =a">1ob<0

30. Teorema 4

Sendoa € R, 0<a<1,x4 € Rex, €R,temos:
a*1 > a*2 se, e somente se, X; < X,

Demonstracgao:
a1 _ (teorema 3)
aX1>aX2<:>ax2>1<:>aX1X2>1 S X% <0oXx <X
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FUNCAO EXPONENCIAL

EXERCICIO

4x—x2
59. Determine o menor valor da expressao <3) .

ITII.Imagem

31. Vimos anteriormente, no estudo de poténcias de expoente real, que, se
a € R*, entdo a* > 0 para todo x real.
Afirmamos, entao, que a imagem da funcao exponencial é:

IV. Grafico

32. Com relacado ao gréfico cartesiano da funcdo f(x) = a*, podemos dizer:

1°) acurva representativa esta toda acima do eixo dos x, poisy = a* > 0 para
todo x € R;

2°) corta o eixo y no ponto de ordenada 1;

3°?) sea>1éo grafico de uma funcao crescente e se 0 < a < 1 € o gréafico
de uma funcao decrescente;

4°) toma um dos aspectos das figuras abaixo.

ya y A

y:aX y:ax
@>1 0<a<1)

_/ ©, 1) O ™~

x
x
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FUNCAO EXPONENCIAL

3. Exemplos:

1°) Construir o grafico da fungao exponencial de base 2, f(x) = 2*.

1 Vi
1 ! /
-2 P 6
4 5 /
1 4 fx) =5 2
2
0 1
L 1 _
1 2 —a4/-3/-2[-1] of 1| 2| 3| 4 X
2 4
3 8
" °

1 1\x
2°) Construir o grafico da funcao exponencial de base DX f(x) = (5) .

IEL)
-3 8 8
-2 4 7
\ 6
-1 2 \[ s
0 1 4
1) 3
1 )= (5 2
1 2 1
1 T~
2 — —4]-3[-2[-1 o] 1] 2] 3] 4 [
4
1
1 8

Fundamentos de Matematica Elementar | 2



FUNCAO EXPONENCIAL

3°) Construir o grafico da fungao exponencial de base e, f(x) = e*.

Um numero irracional importantissimo para a analise matematica é indicado

pela letra e e definido pela relagao:

1
e=Ilm@{@A+x)*xER
x—0

A demonstracao de que o citado limite existe sera feita quando realizarmos o
estudo de limites. A tabela abaixo sugere um valor para e (com quatro casas deci-

mais): e = 2,7183.

(x 1 0,1 0,01 0,001 | 0,0001 0,0000h
1
kﬁl.-l—x)X (1+1)'=2 | (14+0,1)19=2,594 | (1+0,01)19°=2 705 | 2,717 |2,7182 2,7183J
X e*
-3 0,05
-2,5 0,08
-2 0,14 y
~1,5 | 022 y=¢ | |7 [ ]
6| | [
-1 0,36 s| [/
4
-0,5 0,60 3
0 1 2
0,5 1,65 —-4/-3-2/-1 0| 1 2| 3 X
1 2,72
1,5 4,48
2 7,39
2,5 | 12,18
\ 3 20,80 )
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FUNCAO EXPONENCIAL

EXERCICIOS

60. Construa os graficos cartesianos das seguintes fungoes exponenciais:
a) y=3% c) y=4 e) y=107*

1\* 1\*
ey

61. Construa o gréafico cartesiano da fungdo em R definida por f(x) = 22x1,

Solugao

Vamos contruir uma tabela da seguinte maneira: atribuimos valores a
2x — 1, calculamos 22*~1 e finalmente x.

(x| 2x—1 | y=221)
1 i
_1 _3 g 8 '
1 1 !
_ = ) = 6 I
2 4 5 I f(X = [l
0 =1 i 4 /
2 3] |/
1 2
2 0 1
1| 1 2 — .
-2[-1] of 1| 2| 3| 4| 5] x
2 2 4
2
\_ 2 3 8
62. Construa os graficos das funcoes em R definidas por:
1 IxI
a) f(x) = 217 c) f(x) =2 e) f(x) =(§>
X1 1 2x + 1
b) f(x) =3 2 d) f(x) = (5)
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FUNGCAO EXPONENCIAL

63. Represente graficamente a funcao f(x) = .
64. Represente graficamente a funcao f: R — R, definida por f(x) = e

65. Construa o grafico da funcao em R definida por f(x) = 2%X + 1.

Solugao
(x [2xly=224+2\ (x [2x]y=2+1\ ((x [2]y=20+1)
3 sl L sl L S
B 1 8 7| 8 8
2 = 5 = =l
a “| a4 Bl At 4
1 e e 3
B Tl 2 el B 2
0 O 1 0| 1 2
1 1| 2 1] 2 3
2 2| 4 2| 4 5
\3 J 3.8 J \_3| 8 o J
Notemos que o grafico deve v
apresentar para cada x uma
ordenada y que € o valor de 2% s
mais uma unidade. Assim, se .
cada 2* sofre um acréscimo -
de 1, tudo se passa como se -
a exponencial y = 2X sofresse a
uma translacao de uma unida- 5
de “para cima”. 2
| L+
—4——3—2—1 ol 11 2| 3] 4| 5 x|

66. Construa os graficos das fungdes em R definidas por:

a) f(x) =2x—-3 c) f(x) =2 — 3
b) f(x) = (%)X +1 d) f(x) =3 — (%)X
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FUNCAO EXPONENCIAL

67. Construa os graficos das funcoes em R definidas por:
a) f(x) = 2x + 27

b) f(x) = 2X — 2%

68. Construa o grafico da fungdo em R definida por f(x) = 3 - 2x71,

Solugao

Vamos construir uma tabela atribuindo valores a x — 1 e calculando 2* 1,
3. 2x"1 e x. Temos:

(x [ x—1] 2¢t [y=3. 20\
1 3
=2 =9 8 8
1 3
= || =2 4 4
1 3
o 1 2 2
1 0 1 3
2 1 2 6
3 2 4 12
4 3 8 24
yl
13
12
11
10
9 /
8 /
7 /
6
5
al |/
3
2
V
—— 1 |1
of 11 2| 3/ 4| 5/ 6| 7| 8 X
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FUNCAO EXPONENCIAL

69. Construa os graficos das funcdes em R definidas por:

1 1
a) fx) =75 - 3 ¢ fx) =75 " 31
b) f(x) = 0,1 - 223 d) fx) = 3-27

V. Equacgodes exponenciais

34. Definigio

Equacoes exponenciais sao equagdes com incoégnita no expoente.

Exemplos:
x =64, (V3) = 8L, 4 — 2x =
Existem dois métodos fundamentais para resolucao das equacoes exponen-
ciais.
Faremos neste capitulo a apresentagao do primeiro método; o segundo sera
apresentado quando do estudo de logaritmos.

35. Método da redugao a uma base comum

Este método, como o préprio nome ja diz, sera aplicado quando ambos o0s
membros da equacao, com as transformacdes convenientes baseadas nas proprie-
dades de poténcias, forem redutiveis a poténcias de mesma base a (0 < a # 1). Pelo
fato de a funcao exponencial f(x) = a* ser injetora, podemos concluir que poténcias
iguais e de mesma base tém os expoentes iguais, isto é:

( a>=a’ob=cO0<a#1) )

EXERCICIOS

70. Resolva as seguintes equacdes exponenciais:

a) 2¥ =64 b) 8X=% c) (V3) =181
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FUNGCAO EXPONENCIAL

Solucao

a) 22=6422=206<=x=6
= {6}

1 5
N o= —— 3\X S — 5 = — =
b) 8 32@(2) 25@2 27° & 3x 5o x 3
5
<[4
W 3 . b 4 x 4 8
c) (V3)'=¥81(3?2) =37 32=33c ey=gex=3
8
s (3]
71. Resolva as seguintes equacdes exponenciais:
a) 2x =128 h) 4"2%
b) 3* =243 i) (125) =25
1 O
¢ 2=7% i) (4 = Tz
X
d) (%) =125 k) 100* = 0,001
e) V2)=8 ) 8 = 0,25
f) (V3) =39 m) 125% = 0,04
X
g) 9% =27 n) (%) =225
72. Resolva as seguintes equacdes exponenciais:
a) 23-1 = 32 h) 73x+4 = 492x-3
1 2x+3
ax+3 — NoE3x-1 — | =
b) 777> =49 i) 5=X —(25>
¢) 11245 = 1 ) (V2= (Y1e)>
d) x2 x—16 — =16 K) 82x+1 — 13l4xfl
e) 3¢+ =243 l) 41 = g
f) 52x2+3x 2 -1 m) 27x2+1 — o
g) 811 3X — = 27 n) 8x2—x — 4x+1

73. Resolva a equagao 44 = 412,
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FUNGCAO EXPONENCIAL

74. Determine os valores de x que satisfazem a equacao 100 - 10* = V10005.

75. Resolva as equagdes exponenciais abaixo:
a) (2t =4
b) 32x—1 . 93x+4 — 27x+1
c) V52 . V2525 — X532 = 0

Solugao
a) (P l=4c2*=2cx2-x=2ox=20ux=—1
S ={2, -1}
b) 32)(,1 . 93x+4:27x+1<:>32xfl . (32)3x+4: (33)x+1<:>32xfl . 36x+8:33x+3<:>
S 3T =33 58+ 7 =3x+3x = —%
4
-4
c) \/5x—2 . {/252x—5 — 2{/53x—2 P 5152 . (52)% — 52(2;_2@5&524_&(;)(10 =

:5@(2;—2<:>x—2 4x—10 _3x—2

2 X 2X
& X =3 ou x = —6 (nao serve, pois x > 0)
S = {3}

X2+ 3%x—-18=0¢<

76. Resolva as seguintes equacdes exponenciais:
3x+2 . Ox 812x

a) (2x)x+4 =32 f) 2435+1 = 2734
b) (9x+1)X—1 = 3P+x+4 g) **{[23x=8 = ox-5
c) 231 . 42x+3= g3~ h) 8% = 32% : 4x1

d) (32x—7)3 DXl — (33)(—1)4 i) X’1/x3l23x71 _ 383 =0

e) 23+2 1 82x—T7 — gx-1 ) Jex-T. X*%/42x—3 — §/25x+3

77. Determine os valores de x que satisfazem a equacao (43‘X)2_X = 1.
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FUNGCAO EXPONENCIAL

78. Resolva a equacdo exponencial: 2x~1 + 2% 4 2x+1 — 2x+2 4 2x+3 = 190,

79.

80.

Solugao

Resolvemos colocando 2*~1 em evidéncia:

XL 4 X XL X2 I =120 20 (1 +2+22 23+ 2% =
=1202%1.15=120=21=8c2%1=28ox-1=3ox =4,
S = {4}

Resolva as seguintes equacdes exponenciais:
a) 31 — 3 4 31 + 2 =306

b) 52 — 5X 4+ 5*1 =505

C) 23x + 23x+1 + 23X+2 + 23x+3 = 240

d) 5%°1 — 54 — 54l 4 5ax+2 = 480

e) 3.2x 5 .oxtl 4 5. ox+3 _ ox+5 = 9

f) 20 442 — 5. 4L — 3. 22FL _ 4x = 2Q
Resolva as seguintes equacdes exponenciais:

a) 4 — 2x =56 b) 41— 9.2x+2=0

Solucao

a) X —2X=56 (2 -2 —-56=0 (22 -2x—-56=0
Empregando uma incégnita auxiliar, isto €, fazendo 2* = y, temos:
y2—y—-56=0cy=8o0uy=-7

Observemos que y = —7 nao convém, pois 'y = 2X > 0.
Dey = 8,temos: 2 =8 & 2x =23 < x = 3.
S = {3}

b) 41 —-9.2X+2=04-4—-9:-22+2=04-(2)2—-9:-2+2=0
Fazendo 2* =y, temos:

4y2—9y+2=0@y=20uy=%
mas y = 2%, entao:
2X=2<:>x:10u2"=%<:>x=—2
S ={1, -2}

Fundamentos de Matematica Elementar | 2



81.

82.
83.
84.

85.

86.

87.

88.

89.

90.

FUNGCAO EXPONENCIAL

Resolva as seguintes equacdes exponenciais:

a) 4 —2-2=0

b) 9%+ 3% =90

c) 4 — 202"+ 64=0
d) 4 +4=5-2

)
) O+ 3L =4
) 5%+ 5+ 6=0
g) 2% + 2¢+1 =80
hy 101 -11-101+1=0
) 4HL 4+ 437x = 257
1
j) 52— 423 -8=0

— O

Resolva a equacao 25\/; - 124 - 5\/; = 125.
Calcule o produto das solucdes da equacdo 4 +2 — 3 . 2+3 = 160.

Resolva as seguintes equagdes exponenciais:

8) B — oo + 3 =

- 3x—2
_ 3 30
b) 2x+1+2x 2_F:7

C) 162x+3 _ 162x+1 — 28x+12 _ 26x+5

Resolva a equacao exponencial:
o G B

X +

3
Determine o ndmero de solugdes distintas da equagao 2* — 27% = k, para k

1
X

real.

Resolva a equacao exponencial:
Resolva a equacao exponencial:
4 — - =t o2t
Resolva a equacao:
3)(—1 _ % =4 . 31—3x

Resolva a equacao:
8 —3-4—-3.-2xt148=0
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FUNGCAO EXPONENCIAL

91. Resolva as equacoes em R,:

2_ 2_
a) XX 5x+6 — 1 b) X2x x+4 — X
Solugao
a) Devemos examinar inicialmente se O ou 1 sao solucoes da equagao.

Substituindo x = 0 na equacao proposta, temos:

08 = 1 (falso)
Logo, O nao € solugao.
Substituindo x = 1 na equacao, temos:

12 = 1 (verdadeiro)

Logo, 1 é solucao da equacgao.
Supondo agora 0 < x # 1, temos:
OB =1 5 x2 - B5x+6=0=>x=20Uux=3
Os valores x = 2 ou x = 3 sao solucodes, pois satisfazem a condicao

0 <x#1.
S={1, 2,3}

Examinemos inicialmente se O ou 1 sao solugcoes da equagao pro-
posta:

0% = 0 (verdadeiro) = x = 0 é solucao
11 = 1 (verdadeiro) = x = 1 é solucao
Supondo 0 < x # 1, temos:

1
x2x2‘7"+4=x:>2x2—7x+4=1:>2x2—7x+3=0=>x=30ux=5

1
Os valores x = 3 ou x = — sao solucgoes, pois satisfazem a condi-
~ 2
cao 0 < x # 1.

1
S—{O, 1, 3, 2}

92. Resolva as equacoes em R, :

a) X2*3X =1 C) XX2*2 =1 e) XX273X74 =1
b) x2X+5 = 1 d) Xx2f7x+12 =1

93. Resolva as equacoes em R,:

a) XX =x c) X =x e) X227 = x
b) W+l = x d) X2x275x+3 =X
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94. Resolva em R a equagdo (x2

FUNGCAO EXPONENCIAL

X + 1)(2)(2,3)(,2) =1.

95. Determine, em R, o conjunto solucdo da equacgao X8 =1,

96. Determine o nimero de solucdes de 2 = x2.

Sugestao: Faca os graficos de f(x) = x2 e g(x) = 2%

Observe que 2190 > 1002,

97. Resolva em R, a equacdo x* — (x2 + x) x* + x3 = 0.

98. Resolva a equagao 4* + 6% = 2 - 9%,

Solugao
Dividindo por 9%, temos:

4 X 4\ [(6\ 2\ [2\
s01m o B o (2] () 2m0m(2) (2] 2m0

2 X
Fazendo (?) =y, temos:
y=1
ou

2+y—-2=0
y y < y = —2 (ndo convém)

2 X
masy = (E) , entao:

2)(
<§> =1x=0

= {0}

99. Resolva as equacoes:
a) 45+ 214 = 3 - 49% b) 22+2

100. Resolva os seguintes sistemas de equacoes:

_6x_2.32x+2:o

4* = 16y 2% — =24
21 = 4y c) X+y=38
2202-y) — 100 - 52— 3X — 202 =
(ﬁ)
x+ty=5 32 — 2\2
101.Se {2X+2y — 5 calcule o valor de x — .
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FUNGCAO EXPONENCIAL

102. Calcule o produto das solugcdes das equacoes:

2. 3 =108
4x. 2y = 128

103. Resolva o sistema de equacoes:

Xy2715y+56 =1
y—x=5

104. Resolva os sistemas de equacoes parax € R, ey € R,.

XXty = yX*y XY = yX

105. Resolva o sistema de equacoes parax > 0ey > 0,sendom - n > O:
XY = yX
XM = yn

106. Para que valores reais de maequacao 4* — (m — 2) - 2+ 2m + 1 = 0 ad-
mite pelo menos uma raiz real?

Solugao

Fazendo 2% =y, temos:
yY—-m-2)y+@2m+1)=0

Lembrando que a equacao exponencial admitira pelo menos uma raiz
real se existiry = 2* > 0, a equacao acima devera ter pelo menos
uma raiz real e positiva.

Sendo f(y) = y2 — (m — 2)y + (2m +1), temos:

a) as duas raizes sao positivas:

Y1>Y2>0:>A>O,§>Oea-f(0)>0

2
A=0sA=m2-12m=0=>m=<Ooum=12 (1)
S S m— 2
3>0=35="5>=>0=m>2 (2)
a'f(0)>0:>a'f(0)=2m+1>0:>m>—% (3)
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107.

108.

109.

110.

111.

FUNGCAO EXPONENCIAL

0 12
(1) ° ¢ m
2 |
2 1
(2) 1 | m
|
@) 2 : m
|
(1N 2N (@3) 'S m
12

b) somente uma raiz é positiva:
1
yl>0>y2:>a~f(0)=2m+1<0:>m<—§:>

:32={meR|m<—%}
yp,>0ey, =0=S=m—-2>0e

f(0)=2m+1=0:>m>2em=—%:%:@

O conjunto dos valores de m, para que a equacao exponencial propos-
ta admita pelo menos uma raiz real, é:

y1=>0=y,=

1
S=Sluszussz{mE[R|m<—Eoum>12}

Determine m real para que as equacdes abaixo admitam pelo menos uma raiz
real.

a) 3 —2m+3)-3F+ M+ 3)=0
b) 221 —2m — 3) - 21 + (7 - 2m) =0
c)m--2m+1)3F+m—-1)=0

Determine m real para que a equacao m (2* — 1)2 — 2x(2* — 1) + 1 = 0 admita
pelo menos uma raiz real.

Para que valores reais de m a equacao 2* + 27* = m admite pelo menos uma
raiz real?

. L ar X .
Para que valores reais de m a equacao prympey =m,comO0 < a # 1, admite

raiz real?

Mostre que a equacdo a® — (m + 1) a* + (m — 1) = 0, com 0 < a # 1, admite
pelo menos uma raiz real, qualquer que seja m real.
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VI. Inequagodes exponenciais

36. Definigio

Inequagoes exponenciais sao as inequagdes com incégnita no expoente.

Exemplos:
2> 32, (VB)* = 25, 4x — 2 > 2

Assim como em equacoes exponenciais, existem dois métodos fundamentais
para resolucao das inequagdes exponenciais.

Do mesmo modo usado no estudo de equacgdes exponenciais, faremos neste
capitulo a apresentagao do primeiro método; o segundo sera visto no estudo de lo-
garitmos.

31. Método da redugao a uma base comum

Este método sera aplicado quando ambos os membros da inequacao puderem
ser representados como poténcias de mesma base a (0 < a # 1).

Lembremos que a funcao exponencial f(x) = a* é crescente, se a > 1, ou de-
crescente, se 0 < a < 1; portanto:

Se b e ¢ sao numeros reais, entao:
paraa > 1temseal >a‘< b >c
para0<a<1ltemsea’>a°ob<c

EXERCICIOS

112. Classifique em verdadeira (V) ou falsa (F) as seguintes sentencas:

a) 327 >1 ¢) (0,302 >1 e) ™2 >1
4 -1,5 7 -0,32
b) (g) >1 d) (g) <1 fle®>1
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113. Classifique em verdadeira (V) ou falsa (F) as seguintes sentencas:

a) 213 > 21.2 f) (0,11)734 < (0,11)*2
b) (0,5)% > (0,5)+2 g) €7 > e

2\-23 2\-17 1)\43 1\-15
@ (3) 7~ (3) v (7<)

5 3,1 5 2,5 . 5 % 5 %
d |z <7 i) (¥3)F > (V3)

_3 -5
B _ (y3)2 (3 (3T
e) (V2)° < (v2) "My <\
114. Classifique em verdadeira (V) ou falsa (F) as seguintes sentencas:

a) 204 > 403 e) (V3)705 <27-01
b) 812> 415 f) (V8) 12 > (Va1
c) 934 < 323 g) 8712 >0,2522

1 \5.4 1 \1.6 2\2,5

— — — -1,2
d) (\/§> <<8> h)<3> < (2,25)

115. Resolva as seguintes inequacdes exponenciais:
3\ 125

a) 2X> 128 b) (g) > 57 c) 2y <8
Solucao

a) 2x> 128 < 2x > 27
Como a base é maior que 1, vem x > 7.
S=XeRIx>T}

3\ 125 3\ 3\73
b){5) =27 @\5) =T
Como a base esta compreendida entre O e 1, temos x < —3.
S=eERIx=< -3}

L9
c) 2y <V8 23 <2?

. . X 3 9
Como a base é maior que 1, temos: 3 < vy S x < 7

S={X€R|X<%}

2 | Fundamentos de Matematica Elementar @



FUNCAO EXPONENCIAL

116. Resolva as seguintes inequacdes exponenciais:

a) 2 < 32
1\ 1
b) (3] =81

c) <57

g 4=8

1 X
h) <§> < 243
1

J) (0,0l)x<m
k) (0,008)* > 25

) 0,16* > 15,625

117. Resolva as seguintes inequacdes exponenciais:

3%+3 > 243
2%-1=8
(0,1)3~% < 0,0001
76 <1

a
b
c

)
)
)
d)
e) (0,42)1"2 =1

f) 3@-5x+6 = g

g) 2 < 64

h) 0,3y 2 8=1

i) 4_x2 +1 < 321X

j) 27 3>09

k) (0,01)2¢*1 = (0,001)3
1

3x2-5 —
[) 8% 7> 16

1 x2—1 1 \2x+1
m (5 <(=)

(_7)x2+1 = (3,—0,7)2“1

118.

119.

n) (VO,
1 X2+5x+1 1
Resolva, em R, a inequacao <§> =75

Resolva as seguintes inequagoes exponenciais:

a) 8 <2x< 32 g) 4 <8X <32

b) 0,0001 < (0,1)* < 0,01 h) 25 < 12521 < 125
1

c) 57 <3 <81 i) (0,375 =< (0,09)%*+3 < (0,36
1 . 2

d g=4=<32 j) 1< 7¥"%3 <343
8 4\ 3

e) 57 < <§> <7 k) 33 < 3¥ 546 < g

f) 0,1 < 100* <1000
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FUNCAO EXPONENCIAL

120. Resolva as seguintes inequacdes exponenciais:

1
a) (3X)2X*7 > f

3x+1 -1
b) (%) . . 41+2xfx2 = (%)x

x+1

x—1
c) 71 : 79T < V343

Solucao

a) (37 >2—17<:>32X2*7X> 3 3o2x2—7x>-3o2¢2-7x+3>0s

@x<%oux>3

S={x€RIx<%oux>3}

i 3x+1 o i x—1 i X |3x+1 i —271+2x—x2
b) 2)( * 4 = 8 L1 2 . 2 =
1 \3x1 1 3x2+x 1 —2—4x+2x2 1 \3x-3
F) -G E) TR

1 5x2—3x—2 1 \3*-3
@(7> 2(7) &bx2—-3x—2=<3x—-3 &
1
S —-6Bx+1<0or-<sx<1

x+1 x—1 3 x+1 x—1 3

X+l X1 X+l X-1 3 X+l x-1 3
C) T7x1 o 7xtl < \'343 & 7x 1 L Tl < T2 & Tx1 1 < 72 &

x+1_x—1<i
C}'x—l X+ 1 2(:’
x+1 Xx—1 3
-—— - —<0&

<:}'x—:I_ X+ 1 2

-3 4+ 8x+ 3
C2x+ O)x - 1)
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FUNCAO EXPONENCIAL

1
-1 -3 1 3
’ ’ ’ ’ -
—3x*+8x +3 - | - | + | 4 | -
1 1 | 1 .
X+ 1 - : + : + : dt : dt
T T f T >
x—1 - I = I | e | +
| ] | ] ~
—3%2+ 8x +3 ! ! I !
T ER RS = 0 & 0 e =
2x+ 1) (x — 1) I I I I
A A A A -

S={XER|X<—lOU-%<X<1OUX>3}

121. Resolva as inequacdes exponenciais:
a) (2x+1)2x—3 < 128
b) (27x—2)x+1 = (9x+1)x—3

2 3x—2 4 2x+1 8 x—3
o (55 =(=7)

d) 253-4x : 1252-x > B3x+1

0’043x+2 . 251-4x
€) 00,0083 % - 12543 > 1

2x—3 1
f) 2% T : 32%T > 4
1 1 1
g) (0,1)x** - (0,01)**3 < (0,001)*+2

1
3% (3\wz 27 \v5 X
niz) \z2) =|\®
122. Resolva a inequacao:

X — 2><+1 _ 2x+2 _ 2x+3 + 2><+4 <%

Solucao
2*—2”1—2X+2—2X+3+2X+4<%®2"(1—2—22—23+24)<%<:>
(:)2"-3<%<:)2X<2*24:>x<—2

S=xeRIx< -2}
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123. Resolva as seguintes inequagdes exponenciais:

a) 21 4 2x 4 X+l _ D42 4 Ox+3 > 240

b) 3%+5 — x4 4 Ix+3 _ 32 < 540

C) Ax+1 22x+1 + 4% — 22x71 _ 4x71 = 144

d) 321 — gx — 321 — gl < 42

e) 322045 — 9. 22043 _ 5. AxFl 4 7. D21 — 3. 4x < 60
f) 3° + 5. 3L 4 2. 32 _ 4. 343 4 3P+4 < 63

124. Resolva as seguintes inequacgoes:

a) 32F2 — 33> 3 — 3 0) 495 +5-242>0
b) 2 — 1 > 21X

Solugao

a) 3%T2 — FFB>F-33%.32-3%.33-3F+3>0c
©9(3)2 -28-3*+3>0
Fazendo 3* =y, temos:

9y2—28y+3>0<:>y<%ou y > 3; mas y = 3%, logo:

3X<%ou3x>3@3X<3‘20u3x>34:>x<—2oux>1
S=)x€ERIx<-2o0ux>1}
b) 2*—1>21‘X¢:>2X—1>%<:>2X(2X—:L)>2<:>(2X)2—2X—2>O
Fazendo 2% =y, temos:
y2—y—2>0cy<-—-louy>?2
Mas 2* =y, logo: 2X < —1 ou 2* > 2
Lembrando que 2* > 0, V x € R, temos:
2X>2sx>1
S=xeRIx>1}

1 1
C) 42 4+5-24+42>04:-424+5-2+2>0
o2 (22 +5-224+42>0
Fazendo 2* =y, temos:

2y2+5y+2>0<:>y<—20uy>—1

> mas y = 2%, logo:

2X<—2ou2x>—%
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FUNCAO EXPONENCIAL

Lembrando que 2* > 0, V x € R, temos:
2> -2 VxER
S=R

125. Resolva as seguintes inequagodes:

a) & —6-2+8<0 g) 25+ 6-5 +5>0

b) 9 — 4 - 31 427 >0 h) 3X(3*+ 6) <3 (231 —3)
) 521 —26 -5+ 5<0 i) 23 4 2 X< B

d) 22 — 2x*1 — 8 <0 )3@F-1D=1-3~

g) 3% — 1> 3x_ 3 k) 4x+2_2x+2>2x+1 1

f) 2% (2X + 1) < 2 ) e — el —eX+e<0

126. Determine o conjunto solucdo da inequacado 22+t2 — 0,75 - 2*+2 < 1,

127.Resolva a inequagao 275 + 3% < 3X+2 4 2x+2 4 Ox,

X

1<O.

128. Determine o conjunto de todos 0s nlmeros reais x para 0s quais 132

129. Resolva a inequacao x2~9+4 < 1 em R,.

Solucao

1°)Verificamos se O ou 1 sao solucoes:
x=0=04<1 (V) 5 =
x=1=13<1 (@[~ ot~

2?)Supomos 0 < x < 1 e resolvemos:

1
X2x279x+4<xo:>2x2—9x+4>0:>x<§0ux>4

Lembrando que 0 < x < 1,vem S, = {xe R | O<x<%}.
3?)Supomos x > 1 e resolvemos:

22X2*9X+4<x°:>2x2—9x+4<0:>%<x<4

Lembrando que x > 1,vem S; = {x € R 11 <x < 4}.

ASO|UQE§OéS=51U52U83={X€R|O$X<%Ou1<x<4}.
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Funcao
logaritmica

I. Definicao

58. Dado um nimero real a (0 < a # 1), chamamos funcao logaritmica de base a
a funcdo f de R* em R que associa a cada x o nimero log, X.

Em simbolos:

R > R
X — logy x

Exemplos de funcdes logaritmicas em R*

a) f(x) = logy x c) h(x) = log x

b) g(x) = logy x d) p(x) = /nx
2

II. Propriedades

1?) Se 0 < a # 1, entdo as fungdes f de R* em R, definida por f(x) = log, X,
e g de R em R¥*, definida por g(x) = a*, sdo inversas uma da outra.

Demonstracao:

Para provar esta propriedade, basta mostrarmos que fog = Iz e gof = 'Rt'
De fato:

(fog)(x) = f(g(x)) = log, g(x) = logz @ = x e

(g0 (0 = g(f(x) = a™ = alogax = x
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FUNCAO LOGARITMICA

2?) A funcao logaritmica f(x) = log, x € crescente (decrescente) se, e somente
se,a>1(0<a<).

Demonstracao:

Provemos inicialmente a implicacao
a>1 = (Vxp € RE, Vxy € R¥, X, > X4 = log, Xo > 108, Xq).
De fato:

uaisquer que sejam x4 € X, positivos e x, > x4 tem-se pela terceira conse-
1 2 2 1,
quéncia da definigao de Iogaritmos

alogax2 > glogax1
e, agora, pelo teorema 2 (item 28), concluimos que:
log, Xo > 108, X4
Provemos agora a implicacao
(Vx, € R¥, Vx, € RY, log, Xo > 108, X1 = X9 > Xyq) = a > 1.

Considerando

08, X0 =y, = X, = a2e

log, X1 = y1 = x4 = a¥1, temos:

Yo >y, = a¥2 > alt,

Pelo fato de a funcao exponencial ser crescente para base maior que 1, con-
cluimos que a > 1.

A demonstragao de que a funcao logaritmica é decrescente se, e somente se,
a base é positiva e menor que 1 ficard como exercicio.

59. oObservacoes

1%) Quando a base € maior que 1, a relagao de desigualdade existente entre
os logaritmos de dois nimeros positivos tem 0 mesmo sentido que a relagao entre
esses numeros.

Exemplos:
1°) 4> 2 = log, 4 > log, 2
2°) 15> 14 = logz 15 > logz 4

B W

?) 0,42<6,3 > |0g7 0,42 < |Og7 6,3
Y 4>03 = ¢n4>¢n0,3

o1

)

9 5<7 = log V5 < log 7
)
)
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FUNGCAO LOGARITMICA

2?) Quando a base € positiva e menor que 1, a relagao de desigualdade exis-
tente entre os logaritmos de dois nimeros positivos é de sentido contrario a que
existe entre esses numeros.

Exemplos:

19)
29)

39%)
42)

8>2 = logL 8 <logs 2
2 2

12 >5 = logi 12 < logs 5
3 3

V3 <7 = logy, V3 > logy, 7
03<24 = |0g02 0,3 > |Og0’2 2,4

3?%) Se a base é maior que 1, entdao 0s nimeros positivos menores que 1 tém
logaritmos negativos e 0s nimeros maiores que 1 tém logaritmos positivos.

De fato, se a > 1:

0<x<1 = logyzx<log, 1

x>1 = log, x > log, 1
Exemplos:

1°) log, 0,25 <0

2°) log 0,02 <0

3°) log,32>0

49) logz\5 >0

= loga,x<O0

= log, x>0

4%) Se a base é positiva e menor que 1, entao 0os nimeros positivos menores
que 1 tém logaritmos positivos e 0s ndmeros maiores que 1 tém logaritmos negativos.

De fato,se 0 < a < 1:

0<x<1 = logyzx>log, 1

x>1 = log,x <log, 1
Exemplos:

1°) logos0,25>0

2°) logp40,03>0

3% logos4 <0

4%) logy, V3 <0

= log, x>0

= log,x <0
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FUNCAO LOGARITMICA

III. Imagem

Se 0 < a # 1, entdo a funcdo f de R* em R definida por f(x) = log, x admite
a fungao inversa de g de R em R* definida por g(x) = a*. Logo, f € bijetora e, portan-
to, a imagem de f é:

IV. Grafico

Com relagao ao grafico cartesiano da funcao f(x) = log, x (0 < a # 1), podemos
dizer:

1°) esta todo a direita do eixo y (x > 0);
2°) corta o eixo x no ponto de abscissa 1 (log, 1 = O paratodo O < a # 1);

3°) se a > 1 é de uma funcao crescente e se 0 < a < 1 é de uma fungao de-
crescente;

4°) é simétrico em relagao a reta 'y = x (bissetriz dos quadrantes impares) do
grafico da fungao g(x) = a%;

5°) toma um dos aspectos da figura abaixo:

glx) = a* Y A
g(x) = a*

y

f(x) = log,x

e (1,0 X

‘. . f(x) = log,x
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FUNGCAO LOGARITMICA

60. Exemplos:
1°) Construir o gréfico cartesiano da fun¢ao f(x) = log, x (x > 0). Construimos
a tabela dando valores inicialmente a y e depois calculamos x.

(x y = log, x) [ x y = log, X )
1
_3 g _3 yA
— 1 — 4 fX) = log«
2 2 2 . ——
2
-1 % -1 1 -
of i l23]als 06 78] x
0 1 0 -
)
1 2 1 -3
—a
2 4 2
N 3 )8 3

Uma alternativa para construirmos o grafico de f(x) = log, x (x > 0) seria cons-
truirmos inicialmente o grafico da fungao inversa g(x) = f~1(x) = 2% e lembrar que, se
(b,a) € f~1 =g, entdo (a, b) € f.

f1 f
(" x y=2X\ (" x y=|og2x\
7
1 1 »
_ < = _ () 5 2
3 8 8 3 8
1 1 7 —
— —_ —_ — J
2 4 4 2 ; /
1 1 ;
4
1 2 2 1 3
ol / — 1,
O 1 1 O 1 TX)—lg2
1 2 2 1 “3]-2]-1 1231405061718 | x
1
2 4 4 2 -2,/
_3!
k3 8 ) KS 3 )
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FUNCAO LOGARITMICA

2°) Construir o grafico cartesiano da fungao f(x) = logs x (x > 0).
2

-
N
—h

T (7 y
X y=\5 X y = log,
2 2 .
-3 8 8 -3 7
2| a4 4 —2 \\ 5 y2x
-1 2 2 -1 ;
O 1 1 0 JIERY: 3
1 1 f (x)=k2_} 5
1 > > 1 :
1 1 _3]-2[-1 1INJ2 (345678 X
2 T 7 2 _;
- -y
3 i i 3 -3 f(x) = log 1 I~
1l 8 J 81 — J

EXERCICIOS

205. Assinale em cada proposicao V (verdadeira) ou F (falsa):
a) log, 3 > log, 0,2
b) logz 5 < logs 7
) Iog% 6 > Iog% 3
) logo1 0,13 > logp 1 0,32
e) log, 0,10 > log, 0,9
) logp o 2,3 < logps 3,5

l0g = < log =
g log7 <log3

2 3
h) logo,s 3 > 10805 4
i) logs V2 > logs V3
J) logz_y) (1 ++2) <log5 ;)6
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FUNGCAO LOGARITMICA

206.Sendo y = e* para x pertencente a R, expresse sua funcao inversa.

207. Se f(x) = loge i, calcule o valor de f(e3).
X

208. Sejafafuncao que a cada quadrado perfeito associa seu logaritmo na base 2. Se
f(x2) = 2, determine o valor de x.

209. Construa os graficos das fungoes:

a) f(x) = logsz x c) f(x) = log x
b) f(x) = Iog%x d) f(x) = Iog%x

210. Construa os graficos das fungoes:
a) f(x) = log, IxI c) f(x) = llogy Ixl|
b) f(x) = llogy xI

211.Represente graficamente a funcao f definida por f(x) = ¢n IxI.
212.Construa os graficos das fungoes:

a) f(x) = log, (x — 1) c)
b) f(x) = logsz (2x — 1) d)

(x) = logy x?

.f'
f(x) = log, VX

213. Construa os graficos das fungoes:
a) f(x) = 2 + log, x b) f(x) =1 + Iog%x

214.Represente graficamente a funcao f definida por

) = {O se Ixl <1
- log, IxI selxl=1 e a>1

215. Represente graficamente a funcao f: R — {2} — R definida por
f(x) = llogy Ix — 21I.

216. Determine o nimero de pontos comuns aos graficos das fungdes definidas por
y=¢€e*ey=—loglxl,x # 0.

217. Determine o dominio da fungéo f(x) = logs (x2 — 4).
Solucao

Para que o logaritmo seja real, devemos ter logaritmando positivo e base
positiva e diferente de 1.

@ Fundamentos de Matematica Elementar | 2



FUNCAO LOGARITMICA

Assim:

log; (X2 —4)ER & x2—4>0 x<—-2 ou x>2
D={x€eRIx<—-2 ou x>2}L

218. Determine o dominio das fungoes:

x+ 1
a) f(x) = log, (1 — 2x) c) f(x) = logs 1T x
b) f(x) = logs (4x — 3)2 d) f(x) = log (x2 + x — 12)

219. Determine o conjunto do dominio da fungdo definida por log (x2 — 6x + 9).

220. Determine os valores de K para que o dominio da funcao f dada por
f(x) = log (x2 + Kx + K) seja o conjunto dos ndimeros reais.

221.Determine o dominio da fungao f(x) = log 1, (2x2 — Bx + 2).

Solucao

2x2 —5x+2>0 (1) e
O<x+1#1 (2)
Resolvendo separadamente as inequacoes (1) e (2), temos:

|Og(x+1) (2X2 = B 4 2) ER & {

1
1)2x2 —5Bx+2>0 = x<73 ou x>2

(2)0<x+1#1 =-1<x#0

Fazendo a intersecao desses conjuntos:
1

2
m Q

|
o

|

|
@) |
[
|

|_.
o-———fF—-0wn
/
x

O — — =0 — -
N

[

|
=

MmN @

1
D={XER|—1<X<E ou x>2 e x#O}

222.Determine o dominio das fungoes:
a) f(X) = |0g(3,X) (X + 2) C) f(X) = |Og(2X,3) (3 + 2X — X2)
b) f(x) = log, (x2 + x — 2)
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