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Relacoes

I. Par ordenado

59. Par

Chama-se par todo conjunto formado por dois elementos. Assim {1, 2}, {3, —1},
{a, b} indicam pares. Lembrando do conceito de igualdade de conjuntos, observamos
que inverter a ordem dos elementos nao produz um novo par:

{1,2} ={2,1}, {3, -1} = {—1, 3}, {a, b} = {b, a}

Em Matematica existem situagdes em que ha necessidade de distinguir dois
pares pela ordem dos elementos. Por exemplo, no sistema de equacoes

X+y=3
x—y=1

x =2 ey =1 ¢é solucao, ao passo que x = 1 ey = 2 nao € solucao. Se representas-
semos por um conjunto, teriamos: {2, 1} seria solucao e {1, 2} nao seria solucao. Ha
uma contradigao, pois, sendo {2, 1} = {1, 2}, o mesmo conjunto é e nao é solugao.
Por causa disso dizemos que a solucao é o par ordenado (2, 1), em que fica suben-
tendido que o primeiro elemento, 2, refere-se a incognita x e o segundo elemento, 1,
refere-se a incognita y.
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RELACOES

60. Par ordenado

Admitiremos a noc¢ao de par ordenado como conceito primitivo(*). Para cada
elemento a e cada elemento b, admitiremos a existéncia de um terceiro elemento
(a, b), que denominamos par ordenado, de modo que se tenha

((a,b)=(c,d)<:>a=c e b=d )

II. Representacao grafica

61. Plano cartesiano

Consideremos dois eixos x e y per- o
pendiculares em O, 0s quais determinam o y} V'
plano a. P2 P

Dado um ponto P qualquer, P € «,
conduzamos por ele duas retas:

X'//x e y'/y
Denominemos P, a intersecao de x
com y' e P, a intersecao de y com x'.

Nessas condi¢cdes definimos: >

a) abscissa de P € o ndmero real xp
representado por Py

b) ordenada de P é o nimero real yp representado por P,

c) coordenadas de P sdao 0s numeros reais xp € Yp, geralmente indicados na
forma de um par ordenado (Xp, Yp) €M que Xp € 0 primeiro termo

d) eixo das abscissas € o eixo x (ou Ox)
e) eixo das ordenadas € o eixo y (ou Qy)

f) sistema de eixos cartesiano ortogonal (ou ortonormal ou retangular) é o
sistema xQy

g) origem do sistema é o ponto O
h) plano cartesiano € o plano «

() Poderiamos definir par ordenado como Kuratowski fez:
(a,b) = {{a}, {a, b}}

mas isso ficaria fora do nivel deste curso.
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RELACOES

Exemplo: vh

Vamos localizar os pontos

A(27 O)v B(Ov _3)7 C(27 5)v D(_3; 4)v D L-L-F

E(—=7, —3), F(4, —5), G(g, %) e

5 9 )
H(——, ——) no plano cartesiano,
2 2

lembrando que, no par ordenado, o
primeiro numero representa a abs- E
cissa e o segundo, a ordenada do

ponto.

F=-q4-1—|-

o

E X o e il
1
1

—

62. Correspondéncia entre pontos e pares ordenados

Teorema

Entre o conjunto dos pontos P do plano cartesiano e o conjunto dos pares or-
denados (xp, Yp) de nimeros reais existe uma correspondéncia biunivoca.

Demonstracao:

12 parte

As definicoes dadas anteriormente indicam que a todo ponto P, P € «, corres-
ponde um unico par de pontos (P4, P,) sobre os eixos x e y respectivamente e, por-
tanto, um unico par ordenado de ndmeros reais (Xp, Yp) tais que xp € yp S80 represen-
tados por P4 e P,, respectivamente.

Esquema: P — (P4, Po) — (Xp, Yp).

22 parte

Dado o par ordenado de nimeros reais (Xp, Yp), €Xistem P, € x e P, € y tais que
P, representa xp € P, representa yp conforme vimos no item 60.

Se construirmos x' / x por P, e y' /'y por P4, essas retas vao concorrer em P.
Assim, a todo par (xp, Yp) corresponde um unico ponto P, P € «.

Esquema: (Xp, yp) — (P4, Po) — P.
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EXERCICIOS

117.Dé as coordenadas de cada ponto do plano cartesiano abaixo.

yA

><"

118. Assinale no plano cartesiano os pontos: A(2, —3), B(O, —4), C(—4, —5), D(—1, 0),

E(O, 5), F(5, 4), G(3, 0), H(—3, 2), I<%, %)

II1. Produto cartesiano

63. Sejam A e B dois conjuntos n&o vazios. Denominamos produto cartesiano de
A por B o conjunto A X B cujos elementos sao todos pares ordenados (x, y), em que
0 primeiro elemento pertence a A e 0 segundo elemento pertence a B.

AXB={xy)|xEA e yeEB}

Lé-se a notacao A X B assim: “A cartesiano B” ou “produto cartesiano de A
por B”.

Se A ou B for o conjunto vazio, definiremos o produto cartesiano de A por B
como sendo o conjunto vazio.

AXD=0 DXB=¢ DXD=D
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Exemplos:
1°) SeA=1{1,2,3} e B=1{1, 2}, temos

AXB= {(:L, 1), (1, 2), (2, 1), (2, 2),(3, 1), (3, 2)}

e

BXA-= {(:L, 1), (1, 2), (1, 3), (2, 1), (2, 2), (2, 3)}
e as representacdes no plano cartesiano sao as seguintes:

v AXB A BXA
1,3 @23
3{----- $----- +
Py y12 422 6.2 by I 3 (.2, 422
N HISCRISCR) N +(_1,_1_)_ éz 1)
1 2 3 X 1 2 x

2¢) Se A = {2, 3}, entdao o conjunto A X A (que também pode ser indicado por
A2 e |&-se “A dois”) é:

AXA={22),(23),(3,2),(3,3)}
39) SeA={xeR|1=<x<3}e &
B = {2}, entdo temos A X B = {(x, 2) | x € A}
A representacao grafica de A X B da como resul- !
tado o conjunto de pontos do segmento paralelo '
ao eixo dos x da figura ao lado. :

21----- —

N+-m oo =
WE-=—=— ===

49) SeA={(x€R|1=<x=<3} e B={x€R|1=<x<=< 5}, temos
AXB={xy €ER2|1=<x<3 e 1<y =< 5} representado graficamente no
plano cartesiano pelo conjunto de pontos de um retangulo. Notemos que
BXA={xy ER2|1<x=<5 e 1<y =< 3}é representado por um retangulo
distinto do anterior.
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) AXB A BXA

1--- - 14--- -

1 I 3 X 1 5 X
Observacoes:
12) Se A # B,entdao A X B # B X A, isto &, o produto cartesiano de dois con-

juntos nao goza da propriedade comutativa.

22) Se A e B sao conjuntos finitos com m e n elementos respectivamente,
entdao A X B é um conjunto finito com m - n elementos.

32) Se A ou B for infinito e nenhum deles for vazio, entao A X B é um conjunto
infinito.

EXERCICIOS

119. Dados os conjuntos

A=1{1,3,4} B={-21} C={-1,0,2}
represente pelos elementos e pelo grafico cartesiano os seguintes produtos:
a) AXB c) AXC e) B2

b) BXA d CXA f) C2

120. Dados os conjuntos
A={xER|1=<x=<3}
B={xeR|-2=<x=<2}
C={(xeER|-4<x=<1}
represente graficamente os seguintes produtos:
a) AXB c) BxC e) A2
b) AXC d CXB f) C2
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121.

122,

123.

124,
125.

126.

127.

128.

Dados os conjuntos A = {1, 2,3,4}e B = {x € R | 1 < x < 4}, represente
graficamente os conjuntos:

a) AXB

b) BX A

c) (AXB)U (B XA)

Sejam os conjuntos A, B e C tais que A C B C C. Estabeleca as relacées de
inclusao entre os conjuntos A X A,A X B,AX C,B XA BXB,BXC,CXA,
CXBeCXC.

Sabendo que {(:L, 2), (4, 2)} C AZ e n(A2) = 9, represente pelos elementos o
conjunto A2

Solucao

0 numero de elementos de A2 é igual ao quadrado do nimero de ele-
mentos de A; portanto:

n(A2) = [n(A)) = (A = 9 = n(A) = 3

Se A é um conjunto de 3 elementos, (1, 2) € A2 e (4, 2) € A2, conclui-
mos que A = {1, 2, 4}.

Assim sendo:
AXA= {(1, 1), (1, 2), (1, 4), (2, 1), (2, 2), (2, 4), (4, 1), (4, 2), (4, 4)}

Se{(1, —2),(3,0)} C A2 e n(A2) = 16, entdo represente A2 pelos seus elementos.

Considerando A C B, {(O, 5), (-1, 2), (2, —1)} CAXB e nAXB)=12, repre-
sente A X B pelos seus elementos.

Sejam F = {1, 2, 3,4} e G = {3, 4, 7}. Determine o ndmero de elementos de
FXG.

3
DadososconjuntosA={1,E}U{XERI2<x<3}eB:{xE[R§|1sxs2},
represente graficamente A X B.

Seja Z o conjunto dos nldmeros inteiros. Sejam ainda os conjuntos
A={xeZ|-1<x<2}eB=1{3,4,5}. Qual é o nimero de elementos do
conjunto D = {(x,y) EA X B |y = x + 4}?
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IV. Relacado binaria

64. Consideremos os conjuntos A = {2, 3, 4}
e B ={2, 3, 4, 5, 6}. O produto cartesiano de A
por B € o conjunto

AXB={xy |xEAeyeEB}

formado por 3 - 5 = 15 elementos representa-
dos na figura ao lado. Se agora considerarmos
0 conjunto de pares ordenados (x,y) de A X B
tais que x | y (Ié-se: “x é divisor de y”), teremos
R={x,yEAXBIx|y ={22), @2 4,
(2, 6), (3, 3), (3, 6), (4, 4)}, que é chamado rela-
cao entre os elementos de A e de B ou, simples-
mente, relacao binaria de A em B.

O conjunto R esta contido em A X B e é
formado por pares (x, y), em que o elemento x
de A é “associado” ao elemento y de B median-
te um certo critério de “relacionamento” ou
“correspondéncia”.

Sera bastante util a representacao da re-
lagao por meio de flechas, como na figura ao
lado.

RELACOES

g
sprosenardendnnd
i
S
R
2 3 4 X=
A B

65. Dados dois conjuntos A e B, chama-se relacao binaria de A em B todo subcon-

junto R de A X B.

( R é relacao binariade AemB < R C A X B. )

Se, eventualmente, os conjuntos A e B forem iguais, todo subconjunto de

A X A é chamado relacao binaria em A.

( R é relacao binarilkem A & R C A X A. )

Utilizaremos as seguintes nomenclaturas ja consagradas:

A = conjunto de partida da relacao R

B = conjunto de chegada ou contradominio da relagao R

1 | Fundamentos de Matematica Elementar



RELACOES

Quando o par (x, y) pertence a relacao R, escrevemos xRy (lé-se: “x erre y”).

( x,y) E R & xRy )

Se o par (x, y) nao pertence a relagao R, escrevemos xy{y (l&-se “x nao erre y”).

( (x,y) € R < xHy )

Exemplos:

1°) SeA={1,2,3,4,5} e B={1, 2, 3, 4}, quais sao os elementos da relacao
R={xvy) | x<y}deAemB?

Os elementos de R sao todos os pares ordenados de A X B nos quais o pri-
meiro elemento é menor que o segundo, isto €, sao os pares formados pela “asso-
ciacao de cada elemento x € A com cada elemento de y € B tal que x <y”.

Temos, entao:

R={(1,2),(1,3),(1,4),(2,73),(2,4), 3, 4)}

2?) SeA=1{1,2,3,4,5} e B={1, 2, 3, 4,5, 6}, quais sao os elementos da
relacao binaria R de A em B assim definida: xRy &y = x + 27?

Fazem parte da relacao todos os pares ordenados (x, y) tais que x € A,y € B
ey=x+ 2.

Utilizando as representacoes graficas:

yl

e
R BRI
RIS S 4

| 1]

R e
1 1 1 1 1
T S S
1 1 1 1 1
1 1 1 1 1
1 2 3 4 5 X A B
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39) SeA={-1,0,1, 2}, quais sao os elementos da relacao
R={xy) €A2|x2=y??
Fazendo a representagao grafica, notamos que:
R={(0,0),(1,1),(1,-1),(-1, -1), (-1, 1), (2,2)}

yA
e =
e L S
-1, P 1 2, x= ‘
O ORI S
1 - 1 1 A B

49) SeA={x€R|1=<x=<3}eB={y€R|1=<y= 2}, pede-se a represen-
tacdo cartesianade AX BeR ={(x,y) EAX B |y = x}.

v h AXB v h

2{---- - 2{----
/
1 1

\

EXERCICIOS

129. I) Enumere pares ordenados.
Il) Represente por meio de flechas.

Ill) Faca o gréfico cartesiano das relagoes bindrias de A = {—2, —1,0, 1, 2} em
B={-3,—-2,—-1,1, 2, 3, 4} definidas por:

a) XRyox+y=2 d x\Wyeox+y>2
b) xSy @ x2 =y e) x\Wy & (x —y)2 =
c) Xy < x| = lyl
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130.Dado o conjunto A = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, enumere os pares ordenados e construa
o grafico cartesiano da relacao R em A dada por:

R ={(x,y) € A2| mdc (x,y) = 2}

131. Seja o conjunto A = {1, 2, 3, 4, 5, 6}. Construa o grafico cartesiano da relagao
R em A definida por:

XRy < x e y sdo primos entre si

132. Dado o conjunto A = {m € Z | —7 < m < 7}, construa o grafico cartesiano da
relagao binaria R em A definida por:

XRy & x2 + y2 = 25

V. Dominio e imagem

66. Dominio

Seja R uma relacao de A em B.

Chama-se dominio de R o conjunto D de todos os primeiros elementos dos
pares ordenados pertencente a R.

[XED (:)EIy,yEBI(x,y)ERJ

Decorre da definicao que D C A.

67. Imagem

Chama-se imagem de R o conjunto Im de todos os segundos elementos dos
pares ordenados pertencente a R.

[yelm & Elx,xeAI(x,y)eRJ

Decorre da definicao que Im C B.

Exemplos:

1¢°) SeA={0,2,3,4tleB ={1, 2, 3, 4,5, 6}, qual € o dominio e a imagem da
relacdo R = {(x,y) € A X B | y é mdiltiplo de x}?
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Utilizando o esquema das flechas é fa-
cil perceber que D é o conjunto dos elemen-
tos de A dos quais partem flechas e que Im é
0 conjunto dos elementos de B aos quais che-
gam flechas; portanto:

29) SeA={x€R|1=<x<3}eB={yeR|1=<y=< 4}, qual é o dominio e
aimagem da relacdo R = {(x,y) EA X B | y = 2x}?

Utilizando a representacao cartesiana, temos:

D=x€ER|1=x<2lelm={yeER|2=<y=<4}

A
y y“
1 1 1 '
a4--- _ AXB _‘_4__ : '
1
R/
3T ImJ 13 '
B i
T Fo-- |
2 1
i
1--- - 1-]--- : -
1 1 1 1 1
1 1 ' ' |
' ' _ L I |
T T > + . g >
1 3 X 1 ~—~—2 3 X
D
e —_—
A

EXERCICIOS

133. Estabeleca o dominio e a imagem das seguintes relacoes:

a) {(1,1),(1,3), (2,4} d) {(1+v2,42), (1 -3, 1)}
b) {(—2,4),(-1,1), (3, -7),(2,1)} e) {(3%) (% —1), (% o)}

o) {2,1), @, -3),(5v2)}
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134.

135.

136.

137.

138.

VI.

68.

Estabeleca o dominio e a imagem das relacdes binarias do exercicio 129.

Sejam os conjuntos A = {-2,-1,0,1,2,3,4,5},B={-2,-1,0,1,2}eRa

relacao binaria de A em B definida por:
XRy & x = y?2
a) Enumere os pares ordenados de R.

b) Enumere os elementos do dominio e da imagem de R.
c¢) Faca o grafico cartesiano de R.

Qual € o dominio da relacao

f= {(x,y)E[R{X[R{Iy=4_2X2}?

SeRéarelacdobindiade A={(x ER|1<x<6lemB={yeR|1=<y=4}

definida por:

XRy & x = 2y
forneca:
a) a representacao cartesiana de A X B;

b) a representacao cartesiana de R;
¢) o dominio e a imagem de R.

Se R e S sdo as relagdes bindrias de A = {x € Z | =2 < x < 5} em

B={yc€Z|-2<y =< 3} definidas por:
xRy & 2 divide (x —y)
xSy & (x —1)? = (y — 2)?
forneca:
a) as representacoes cartesianas de R e de S;
b) o dominio e a imagem de R e de S;
c)RNS.

Relac¢ao inversa

Dada uma relagao binaria R de A em B, consideremos o conjunto

RT={y,x)€BXAI(xy) R}

Como R~ é subconjunto de B X A, entdo R~1 é uma relacdo binaria de B em

A, a qual daremos o nome de relacao inversa de R.

( v, X) ER? & (x,y) ER )
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Decorre dessa definicdo que R™1 é o conjunto dos pares ordenados obtidos a
partir dos pares ordenados de R invertendo-se a ordem dos termos em cada patr.

Exemplos:

1°) Se A = {2, 3, 4,5} e B = {1, 3, 5, 7}, quais sao os elementos de
R={x,y)EAXB|x<y}ledeR1?

Utilizando o esquema das flechas,

temos: R = {(2, 3),(2,5),(2,7),(3,5),(3,7),(4,5),(4,7),(5,7)} e
R1={3,2),(5,2),(7,2),(5,3),(7,3),(5,4),(7,4),(7,5)}

29) SeA={x€R|1<x=<4}eB={yeER|2=<y= 8}, representar no
plano cartesiano as relacées R = {(x, Y VEAXB|y= 2x} e sua inversa R™1.

4t---- -

-
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VII. Propriedades das relagoes

69. Sao evidentes as seguintes propriedades:
12) D(R™1) = Im(R)

isto €, o dominio de R~ & igual & imagem de R.
22) Im(R™1) = D(R)

isto é, a imagem de R~ é igual ao dominio de R.
38)(RH1=R

isto €, a relacdo inversa de R™1 € a relacdo de R.

EXERCICIOS

139. Enumere os elementos de R™1, relagdo inversa de R, nos seguintes casos:
a)R =1{(1,2),(3,1),(2,3)}
b)R ={(1, -1),(2, -1), (3, -1), (=2, 1)}
)R ={(-3,-2),(1,3),(-2,-3),(3,1)}

140. Enumere os elementos e esboce os graficos de R e R™1, relagdes binarias em
A ={x € N | x < 10}, nos seguintes casos:

a)R={xy)eA?|x+y=8}

b)R = {(x,y) € A2 | x + 2y = 10}
OR={xyEA|y=(x—-3?2+1}
d)R={x,y) eA?|y=2%

141.Dados os conjuntos A={x ER |1 <x<6},B={yeER|2=<y=<10}eas
seguintes relagdes binarias:

aAR={xy)EAXBIx=y}

b)S={x,y) EAXB|y=2x}

o)T={xyyEAXB|y=x+2}

d)V={xy)EAXB|x+y=T7}

dé o grafico cartesiano dessas relagdes e das respectivas relagdes inversas.
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Introducao
as funcoes

I. Conceito de funcao

10. Exemplos iniciais
Vamos considerar, por exemplo, 0s conjuntos
={0,1,2,3} e B={-1,0,1,2,3}
e as seguintes relagdes binarias de A em B:

R—{xy EAXB|y=x+1}
={(x,y) EA X B |y2=x?}

T—{xy EAXB|ly=x}
V={x,y)EAXB|y=(x—1)2— 1}
W={xy EAXB|y=2}

Analisando cada uma das relacdes, temos:

a) R={0,1),(1,2),(2,3)}

Para cada elemento x € A, com excecao
do 3, existe um s6 elemento y € B tal que
(x,y) € R.

Para o elemento 3 € A, nao existey € B
tal que (3,y) € R.

1 | Fundamentos de Matematica Elementar
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INTRODUGCAO AS FUNCOES

b) §={(0,0),(1,1),(1,-1),(2,2),(3,3)}

~ —
Para cada elemento x € A, com excegao "\
do 1, existe um s6 elemento y € B tal que
(x, y) € S. Para o elemento 1 € A existem
dois elementos de B, 0 1 e o —1, tais que
(1,1)=Se(1,—-1) €S.
A B
c) T={0,0),(1,1),(2,2),(3,3)}
Para todo elemento x € A, sem exce-
¢ao, existe um s6 elemento y € B tal que
x,y) €T
A B
\ <7
d) V = {0,0), (1, ~1), 2,0, 3, 3)} '
Para todo elemento x € A, sem exce- ‘
¢ao, existe um s6 elemento y € B tal que
x,y) e V.
A B
e) W=1{0,2),(1,2),(22), (3,2} =
Para todo elemento x € A, sem exce- -
cao, existe um s6 elemento y € B tal que
(x,y) € W. N N

As relacbes T, V e W, que apresentam a particularidade: “para todo x € A exis-
te um sé y € B tal que (x, y) pertence a relagao”, recebem o nome de aplicacao de

A em B ou funcao definida em A com imagens em B.
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II. Definicao de funcao

71. Dados dois conjuntos A e B(*), ndo vazios, uma relacéo f de A em B recebe o
nome de aplicacao de A em B ou funcao definida em A com imagens em B se, €
somente se, para todo x € A existe um s6y € B tal que (x,y) € f.

( fé aplicacadtode AemB < (Vx€AI|yEB|(x,y) EF) J

12. Esquema de flechas

Vejamos agora, com o auxilio do esquema de flechas, que condi¢des deve
satisfazer uma relacao f de A em B para ser aplicacao (ou fungao).

12) E necessario que todo elemento x € A participe de pelo menos um par
(x,y) € f, isto €, todo elemento de A “deve servir como ponto de partida de flecha”.

22) E necessario que cada elemento x € A participe de apenas um Unico par
(x, y) € f, isto &, cada elemento de A “deve servir como ponto de partida de uma
Unica flecha”.

Uma relacao f nao € aplicacao (ou fungao) se nao satisfizer uma das condicoes
acima, isto é:

12) se existir um elemento de A do qual
nao parta flecha alguma ou

fnao é funcao

22) se existir um elemento de A do qual
partam duas ou mais flechas. -

fnao é funcao

(*) Em todo o nosso estudo de funcoes, fica estabelecido que A e B sao conjuntos formados
de numeros reais, isto €, A e B contidos em R.
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73. Grafico cartesiano

Podemos verificar pela representacao cartesiana da relacao fde Aem B se fé
ou nao funcgao: basta verificarmos se a reta paralela ao eixo y conduzida pelo ponto
(x, 0), em que x € A, “encontra sempre o grafico de f em um s6 ponto”.

Exemplos:

1°) Arelacao fde Aem R, com
A={xER|-1=<x=<3}

representada ao lado, & fung¢ao, pois toda
reta vertical conduzida pelos pontos de abs-
cissa x € A “encontra sempre o grafico de f
num sé ponto”.

2°) Arelacao fde Aem R, representada
ao lado, em que

A={xeR|-2=<x=<2}

nao é funcao, pois ha retas verticais que en-
contram o grafico de f em dois pontos.

3¢9) Arelacao fde Aem R, representada
ao lado, em que

A={xER|0=<x=<4}

nao é funcao de A em R, pois a reta vertical
conduzida pelo ponto (1, O) nao encontra o
grafico de f. Observamos que f é fungao de B
em R em que

B=xeR|2<x=< 4}

Nt ceme e -
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EXERCICIOS

142. Estabeleca se cada um dos esquemas das relacoes abaixo define ou nao uma
funcagode A ={-1,0,1,2}emB = {-2, -1, 0, 1, 2, 3}. Justifique.

a)

143. Quais dos esquemas abaixo definem uma funcao de A = {0, 1, 2} em
B={-1,0,1,2}?

a) c)
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144. Quais das relacdes de R em R, cujos graficos aparecem abaixo, sao funcoes?

Justifique.
a) vk c) vk e) vk
I}
/
. x| /1%
X
b) [yh d) v f) vk
x X
T \ /
X

ITI. Notacao das funcgodes

74. Toda funcdo é uma relacao binaria de A em B; portanto, toda funcdo é um con-
junto de pares ordenados.

Geralmente, existe uma sentenca aberta y = f(x) que expressa a lei mediante
a qual, dado x € A, determina-se y € B tal que (x, y) € f, entao

f={xy) I xEAyEBey=f(x)}

Isso significa que, dados os conjuntos A e B, a fungao f tem a lei de correspon-
déncia y = f(x).

Para indicarmos uma funcao f, definida em A com imagens em B segundo a lei
de correspondéncia y = f(x), usaremos uma das seguintes notacgoes:

f. A 5B AL B fA > B talque
ou ou

x = f(x) x = f(x) y = f(x)
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Exemplos:
1°) :A—> B talque y = 2x

€ uma fungao que associa a cada x de A um y de B tal que y = 2x.
2?) T R—-> R talque y=x2

é uma funcado que leva a cada x de R um y de R tal que y = x2.
3%) R, >R talque y=x

€ uma funcao que faz corresponder a cadax € R, umy € R tal quey = VX .

15. Imagem de um elemento

Se (a, b) € f, como ja dissemos anteriormente, o elemento b é chamado ima-
gem de a pela aplicacao f ou valor de f no elemento a, e indicamos:

fa) =b

”

que se lé “fde a éiguala b”.

Exemplo:

Seja a fungao

f: R>R
X — 2x + 1, entdo:

a) aimagem de O pela aplicagao f é 1, isto é:
f0)=2-0+1=1

b) aimagem de —2 pela aplicacao f é —3, isto é:
f(=2)=2-(-2)+1=-3

c) analogamente:

1) _, L, NI
(5)-22+1-2 N
fN2) =2-V2 +1 ]

f0,7)=2-0,7+ 1 =2,4 7\
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145.

146.

147.

148.

149.

150.

151. Sejaafuncaofde R em R definida por f(x) = 2

EXERCICIOS

Qual é a notagao das seguintes funcoes de R em R?

a) fassocia cada numero real ao seu oposto.

b) g associa cada nimero real ao seu cubo.

c) h associa cada nimero real ao seu quadrado menos 1.
d) k associa cada numero real ao nimero 2.

Qual é a notagao das seguintes fungoes?

a) f é funcdo de Q@ em @ que associa cada numero racional ao seu oposto
adicionado com 1.

b) g é afuncao de Z em Q que associa cada nimero inteiro a poténcia de base
2 desse numero.

c) h é afuncdo de R* em R que associa cada nimero real ao seu inverso.

Seja f a funcao de Z em Z definida por f(x) = 3x — 2. Calcule:

a) f(2) b) f(—3) c) f(0) d) f(%)

Seja f a funcao de R em R definida por f(x) = x2 — 3x + 4. Calcule:

a) f(2) c) f(%) e) f(N3)

b) f(—1) d) f(—%) f) f(1 —\2)

Seja P o Unico nuimero natural que é primo e par. Sendo f(x) = (0,25)™ + x — 1,

determine o valor de f(P).

Seja f a funcao de R em R assim definida

1 se X EQ
f(x) = x+1 se x&Q

Calcule:

a) f(3) c) f(V2) e) fV3 — 1)
3

b) f( 7) d) f(V4) f) f(0,75)

Xx—3

.Qual é o elemento do dominio

3 )
que tem _Z como imagem?
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Solugao
. 3
Para determinar o valor de x tal que f(x) = _Z basta, portanto, resolver a
- 2x—3 3
equacao = ——

o

Resolvendo a equacao:

A3 _ 3 L 4x-3)=-35 0 8x-12=-15 & x= —>
5 4 8
) 3
Resposta: O elemento € x = _E'
. ~ - 3x + 2 .
152. Seja a funcao fde R — {1} em R definida por f(x) = T Qual é o elemento

do dominio que tem imagem 27?

153. Quais s&o os valores do dominio da funcédo real definida por f(x) = x2 — 5x + 9

que produzem imagem igual a 37?

154. A funcao f de R em R € tal que, para todo x € R, f(3x) = 3f(x). Se f(9) = 45,

calcule f(1).

Solugao

Fazendo 3x =9 = x =3

f9) =f(3-3)=3-f(3)=45=3-15 = f(3) = 15
Fazendo3x =3 = x=1
f8)=f3-1)=3-f1)=15=3-5 = f(1)=5
Portanto, f(1) = 5.

155. A funcao f: R — R tem a propriedade: f{(m - x) = m - f(x) param € R e x € R.

Calcule f(0).

156. E dada uma funcao real tal que:

1

1. f(x) - f(y) = f(x +y)
2. f(1) = 2

3. fV2) = 4

Calcule f(3 + V2).
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157. Seja f uma funcao definida no conjunto dos nimeros naturais, tal que:
fin + 1) = 2f(n) + 3
para todo n natural.

a) Supondo f(0) = 0, calcule f(1), f(2), f(3), f(4), ... e descubra a “férmula geral”
de f(n).
b) Prove por inducao finita a formula descoberta.

IV. Dominio e imagem

Considerando que toda funcao f de A em B é uma relagao binaria, entao f tem
um dominio e uma imagem.

76. Dominio

Chamamos de dominio o conjunto D dos elementos x € A para 0s quais existe
y € B tal que (X, y) € f. Como, pela definicao de fun¢ao, todo elemento de A tem essa
propriedade, temos nas funcoes:

dominio = conjunto de partida
isto €&,
D=A

17. Imagem

Chamamos de imagem o conjunto Im dos elementos y € B para 0s quais exis-
te x € A tal que (x, y) € f; portanto:

imagem é subconjunto do contradominio
isto €,
ImC B

dominio contradominio
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Notemos que, feita a representacao cartesiana da funcao f, temos:
Dominio

(D) é o conjunto das abscissas dos pontos tais que as retas verticais conduzi-
das por esses pontos interceptam o grafico de f, isto €, € o conjunto formado por
todas as abscissas dos pontos do grafico de f.

Imagem

(Im) é o conjunto das ordenadas dos pontos tais que as retas horizontais con-
duzidas por esses pontos interceptam o grafico de f, isto €, € o conjunto formado por
todas as ordenadas dos pontos do grafico de f.

Exemplos:
19) 39)
g

----- -4

: X

| i _ -2

—I2 0 1I X
D={xeR|-2=<x=<1} D={x€ER|x#0}
m={yER|0=<y=<4} m={yeER| -2<y<0

oul<y<?2}
20) 4¢)
A vA

I_----4 2

N\ Rl

| [ o -

! ~2 1 12 X

: 3

-2 _1\._ x
D={x€ER|-2=<x=<3} D={x€ER|-2<x<2}
m={yeR| -1=<y=<4} Im = {1, 2}
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18. Dominio das fun¢gbes numéricas

As funcoes que apresentam maior interesse na Matematica sao as fungodes nu-
méricas, isto €, aquelas em que o dominio A e o contradominio B sao subconjuntos de
R. As fungoes numéricas sao também chamadas funcgoes reais de variavel real.

Observemos que uma funcao f fica completamente definida quando sao dados
0 seu dominio D, o seu contradominio e a lei de correspondéncia y = f(x).

Quando nos referimos a funcao f e damos apenas a sentenca aberta y = f(x)
que a define, subentendemos que D é o conjunto dos numeros reais x cujas imagens
pela aplicacao f sao numeros reais, isto €, D é formado por todos 0s ndmeros reais
X para 0s quais é possivel calcular f(x).

(XED s fX)ER )

Exemplos:
Tomemos algumas funcodes e determinemos o seu dominio.
1°) y = 2x
notando que 2x € R para todo x € R, temos:
D=R

29) y =%
notando que x2 € R para todo x € R, temos:

D=R

1
3) y=—
)y ”

1 , . -
notemos que 7 € R se, e somente se, x é real e diferente de zero; temos, entao:

D = R*
49) y = x
notemos que Vx € R se, e somente se, x é real e ndo negativo; entao:
D=R,
59) y =¥x
notando que Yx € R para todo x € R, temos:
D=R
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EXERCICIOS

158. Estabelega o dominio e a imagem das fungdes abaixo:

a) c)

W

lx

%
i
A

159. Determine o conjunto imagem das fungoes abaixo representadas nos graficos
cartesianos.

a) c)
y 4 yA
X
St
x
b) d)
y 4 yﬂ
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= ¥

p—
fr—
I —

BX’

160. Considerando que os graficos abaixo sao graficos de funcoes, estabelegca o

dominio e a imagem.

a) yA d) yA
b) e)
yA yA
N TN
\ / X
c) f)
yA

>y

<y
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161. Dé o dominio das seguintes fungdes reais:

a) f(x) = 3x + 2 d) px) = Vx -1 g sx)=V2x — 1
1 B 1 _ 1
&) h() = == ) rx) = 22 ) u = B2
x2 — 4 X — 2 x—3

162. Sendo x = 4, determine o conjunto imagem da fungaoy = Vx +Vx — 4.

163.Se f: A —» B é uma funcao e se D C A, chama-
mos de imagem de D pela fungao f ao conjunto
anotado e definido por: 6

f<D>={yEB|existexe Dtalque f(x) =y} 4T~~~

Se g € a funcao de R em R cujo grafico esta 27------t-d-
representado ao lado, determine a imagem de g
do intervalo fechado [5; 9].

[ Y M ———

'y

|
6

S ----
i+ ----

V. Funcgoes iguais

79. Duasfuncdes f: A— B e g: C — D sdo iguais se, e somente se, apresentarem:
a) dominios iguais (A = C);
b) contradominios iguais (B = D);
c) f(x) = g(x) para todo x do dominio.

Isso equivale a dizer que duas funcoes f e g sao iguais se, e somente se, forem
conjuntos iguais de pares ordenados.

Exemplos:

1°) SeA={1,2,3} e B={-2,-1,0, 1, 2}, entdo as funcoes de A em B
definidas por:

x2 —1

fx)y=x—1 e gKx) = 1
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sao iguais, pois:

x=1=fl)=1-1=0e gd)=——=0

x=2:ﬂ2=2—1=1egm=4_

9—-1
=3=f3)=3-1=2 3) = =2
X = f(3) e 83 =57

ou seja, f =g ={(1,0), (2, 1), (3, 2)}.

29) As funcdes f(x) = Vx2 e g(x) = |x| de R em R s3o iguais, pois Vx2 = x|,
VxeR.

39) As funcdes f(x) = x e g(x) = |x| de R em R nao s3o iguais, pois x # |x|
para x < O.

EXERCICIOS

164. Sejam as funcdes f, g e h de R em R definidas por f(x) = x3, g(y) = y3 e h(z) = z°.
Quais delas sao iguais entre si?

165. As funcdes f de R em R definida por f(x) = Vx2 e g de R em R definida por
g(x) = x sao iguais? Justifique.

166. As fungdes f e g cujas leis de correspondéncia sao

x—1 Vx — 1 . . .
f(x) = | e g(x) = ——= podem ser iguais? Justifique.

167.As funcdes fe gde A={x ER| -1 < x < 0oux > 1} em R, definidas por:

f(x) = x+1 e gx) = xtd sdo iguais? Justifique
VX2 — W — x £ Justase.

168. As funcodes:

R >R gR-{1} - R sao iguais? Justifique.
e 24
X b x+1 X X
x—1
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