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I. Introducao

74. Neste capitulo, trabalharemos com funcdes polinomiais
P(x) =a, + ax +a,x* + ... + ax

em que os coeficientes a,, a,, a,, ..., @, S80 nimeros complexos e a variavel x tam-
bém é complexa, isto €, x pode ser substituido por um nimero complexo qualquer.

Ha algumas propriedades que exigem restricao para os coeficientes (por exem-
plo, os coeficientes devem ser reais); quando surgirem, faremos a restrigao.

75. Recomendamos ao estudante fazer, neste instante, uma revisdo de alguns
assuntos basicos vistos no capitulo anterior, tais como:
a) valor numérico de P(x) para x = « (item 37);

b) funcao polinomial identicamente nula e teorema correspondente (itens 38
e 39);

c¢) funcoes polinomiais idénticas e teorema correspondente (itens 40 e 41);
d) adicao, multiplicacao e divisdo de polindémios (itens 42 e 58);

e) divisao por bindmios do 1° grau, especialmente o teorema de D'Alembert
(item 69)
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Equacao polinomial

Dadas duas funcdes polinomiais f(x) e g(x), chama-se equag¢ao polinomial ou
equacao algébrica a sentenca aberta f(x) = g(x).

Assim, por exemplo, se f(x) = x3 + x2 — x — 1 e g(x) = 3x? — 3, a sentenca
aberta x3+ x2 — x — 1 = 3x? — 3 é uma equacao polinomial.

Recordemos que uma sentenca em x, aberta, pode ser verdadeira ou falsa
conforme o valor atribuido a x. No nosso exemplo, temos:

parax=0, 034+ 0°-0—-1=3-0%2—-3 (falsa)
f(0) g(0)

parax=1, 1%+ 12—-1 -1 =3-1%2—- 3 (verdadeira)
f(1) g1)

Raiz de equagao polinomial

Dada uma equacao polinomial f(x) = g(x), chama-se raiz da equacao todo nu-
mero que, substituido em lugar de x, torna a sentenca verdadeira. Assim, o nimero
r € raiz de f(x) = g(x) se, e s6 se, f(r) = g(r) € sentenca verdadeira.

Retomando o exemplo dado, na equacao x3 + x> — x — 1 = 3x?> — 3 as raizes
sao 1,2 e —1, pois:

parax=1, 1°*+12-1-1=3-12-3 = 0 = 0 (verdadeira)

parax =2, 224+ 22-2-1=3-22-3 = 9 =9 (verdadeira)

parax = —1, (1) + (-1 — (-1) — 1 =3(—1)> — 3 = 0 = 0 (verdadeira)

enquanto 3 nao € raiz, pois:

parax=3, 33+32-3-1=3:-32-3 = 33 =24 (falsa)

Conjunto solucao

Chama-se conjunto solucao ou conjunto verdade da equacao f(x) = g(x) em C
0 conjunto S cujos elementos sao as raizes complexas da equacao.

Por exemplo, o conjunto solugdo da equagdo x® + x> — x — 1 = 3x2 — 3 é
S={1,2, -1}
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Resolu¢do de uma equacgao

Resolver uma equacgao polinomial € obter o seu conjunto solucao.

Dada a equacao polinomial f(x) = g(x), resolvé-la significa desenvolver um
raciocinio 16gico e concluir quais sao as raizes, sem ter de “adivinhar” nenhuma
e sem “esquecer” nenhuma. Aprender a resolver equacdes polinomiais é a meta
deste capitulo.

Vimos que a equacdo x® + x2 — x — 1 = 3x2 — 3 apresenta as raizes 1,2 e
—1, porém nao esclarecemos duas questoes:

1%) como obtivemos as raizes?
2%) sao s6 essas as raizes da equacao?

A teoria seguinte responde a essas perguntas.

Equacées equivalentes

Duas equacoes polinomiais sao equivalentes quando apresentam o mesmo
conjunto solucao, isto €, toda raiz de uma equagao é também raiz da outra e recipro-
camente. Assim, por exemplo, as equacoes

Mx+x2=—x—1=3x*-3 e 2Qx*—2*—x+2=0
sao equivalentes, pois S, = {1, 2, -1} e S, ={1, 2, -1}
Ha duas transformacgdes que nao alteram o conjunto solucao de uma equacao

polinomial, isto €, ha duas maneiras de transformar uma equacao polinomial em
outra, equivalente a primeira:

1%) somar aos dois membros a mesma funcao polinomial

f(x) = g(x) < f(x) + h(x) = g(x) + h(x)

Exemplo:

Seja a equacao:

3 —4x+11=2x2+x+5 (1)
(x) g(x)
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Adicionemos h(x) = —g(x) = —2x?> — x — 5 aos dois membros:

B —4x+11) + (=2 = x —5) = (2¥* + x + 5) + (—2x* — x — H)
f(x) h(x) g(x) h(x)

Simplificando, temos: x> = 5x + 6 = 0 (2)

Decorre que (1) € equivalente a (2), portanto: S, = S, = {2, 3}.

Na pratica, aplicamos esta propriedade com o seguinte enunciado: “Em toda
equacao polinomial, transpor um termo de um membro para outro, trocando o sinal
do seu coeficiente, nao altera o conjunto solucao”:

f(x) = g(x) & f(x) —gx) =0

2%) multiplicar os dois membros pelo mesmo nimero complexo k(k # 0)
f(x)=g(x) & k-f(x) =k gX)

Exemplo:

2
STX - % =0 e 6x%2 — 1 = 0 sado equivalentes, pois a 22 foi obtida da 12 através

de uma multiplicacao por 8.

Na resolucao de uma equacao polinomial procuramos sempre transforma-la
em outra, equivalente e muito simples, em que 0 conjunto solucao possa ser obti-
do com maior facilidade. Assim, empregando as operagoes descritas no item ante-
rior, € possivel transformar qualquer equacao f(x) = g(x) numa equagao equivalente
P(x) = f(x) — g(x) = 0, isto &, toda equacao polinomial é redutivel a forma:

= -2 —
ax"+a _,x""'+a _x"?+..+ax+a,=0

Quando transformamos uma equacgao polinomial para a forma P(x) = O,
podem ocorrer dois casos imediatos:

1°) P(x) € identicamente nula, isto €, estamos diante da equacao

O-x"+0-x""*+0-x""2+..4+40-x+0=0
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que € uma sentenca verdadeira para todo ndmero complexo que seja colocado no
lugar de x; portanto:

S=C

2°) P(x) é constante e nao nula, isto €, estamos diante da equacao

O-x"+0-x""*4+0-x""2+...+40-x+k=0
que € uma sentenca falsa para todo nimero complexo que seja colocado no lugar
de x; portanto:

S=0

Exemplos:

1°) Resolver (x — 1)(x*+ 1)+ x> =x3+x—-1

Temos: x* — x> +x—1+x>=x3+x-1

Istoé: (x* +x—1)—-(x®*+x—-1)=0

Portanto: Ox* + Ox> + 0x + 0 =0 = S=C

2°) Resolver x(x — 1)(x —2)=x2 —=3x> +2x — 7

Temos: x2 — 3x2 + 2x =x3 = 3x2 + 2x — 7

Istoé: (x* —3x>+2X) = (x3 —=3x2+2x—7)=0

Portanto: 0x* + Ox2 + Ox + 7 =0 = S =

Daqui por diante, excluiremos esses dois casos imediatos; portanto, s6
consideraremos as equacgoes polinomiais P(x) = O em que o grau de P € maior
do que zero.

Como toda equacao polinomial pode ser colocada na forma
Px)=ax"+a, _x""*+a _x""?+..+ax+a,=0,

€ evidente que as seguintes proposicoes sao equivalentes:
(1) r é raiz da equacao P(x) = 0
(2) r € raiz da funcao polinomial P(x)
(3) r é raiz do polindbmio P

e as trés proposicoes sao sintetizadas por P(r) = O.

Diremos também que a equacao P(x) = O € de grau n se, e s6 se, P(x) e P sao
de grau n.
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Teorema Fundamental da Klgebra (T.F.A.)

Todo polindmio P de grau n = 1 admite ao menos uma raiz complexa.

Admitiremos a validade deste teorema sem demonstracao.

Teorema da decomposicao
Todo polinémio P de grau n (n = 1)
P=ax"+a, _,x""*+a _x""2+..+ax+a, (a#0)
pode ser decomposto em n fatores do primeiro grau, isto é:
P=a(x—r)x—rn)(x—r)..(x—r)
emaquer,r, I, ..., I, S80 as raizes de P.

Com excecao da ordem dos fatores tal decomposicao € unica.

Demonstracao:

1?) parte: existéncia

a) Sendo P um polinémio de grau n = 1, podemos aplicar o T.FA. € P tem ao
menos uma raiz r,. Assim, P(rl) = 0O e, de acordo com o teorema de D’Alembert,
P € divisivel por x —r,:

P=(x—-r)-Q (1

em que Q, € polinémio de grau n — 1 e coeficiente dominante a,. Se n = 1, entdo
n—1=0 e Q, ¢ polinbmio constante; portanto, Q, =a, e P = an(x - rl), ficando
demonstrado nosso teorema.

b)Sen=2,entdon — 1 =1 e o T.FA. € aplicavel ao polindbmio Q,, isto €, Q,
tem ao menos uma raiz r,. Assim, Ql(rz) =0 e Q, édivisivel por x — r,:

Qj_ = (X - r2) : Q2 (1|)
Substituindo (1') em (1) resulta: P = (x — r,)(x = 1r,) - Q, (2)

em que Q, € polindbmio de grau n — 2 e coeficiente dominante a_. Se n = 2, isto &,
n—2=0,entdo Q, = a, e P = ax — r)(x — r,), ficando demonstrado nosso
teorema.
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¢) Apds n aplicacoes sucessivas do T.FA. chegamos na igualdade:

P= (X - rl)(x - r2)(X - r3) (X N r”) -Q

em que Q, tem grau n — n = O e coeficiente dominante a_; portanto, Q, = a, e

P=a, (X - rl)(x - rz)(x - rs) (X - rn)

2?) parte: unicidade
Vamos supor que P admita duas decomposicoes:

P=a(x—r)x—r)x—r)..(x—r)

P=a'(x —r)x—r)x—ry..(x=r))

Supondo reduzidos e ordenados os dois segundos membros, temos:
ax"—asS, -x""t+ .. .a x"—a S, x" 1+ .
e, pela definicao de igualdade de polindbmios, temos necessariamente:

n=m e a =a'

Ficamos com a igualdade:

(x — rl)(x — r2)(x — r3) (x - rn) = (x — r‘l)(x - r‘2)(x - r'3) (x - r‘n) (3)

Atribuindo a x o valor de r,, temos:

0=(r, = r)r,—ry)(r, =1y (. — 1)
e, se o produto € nulo, um dos fatores r, — r} € nulo; com uma conveniente mudanca
na ordem dos fatores, podemos colocar | r, = r',

A igualdade (3) se transforma em:

(x=—r)x —r)x—r) . (x=r)=(x—r)x—r)x —ry) . (x = 1)

e em seguida em:

(x=r)x =) (x=r)=(x=r,)x = ry)..(x = 1)

Atribuindo a x o valor r,, temos:

— ' il il
0=(r,—r)rb—ry(n—r)
e, analogamente, um dos fatores r, — r', € nulo; com uma conveniente mudanga na

ordem dos fatores, podemos colocar | r, = r,
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Continuando, r, = r', para todo i € {1, 2, 3, ..., n}.
As igualdades m =n,a' =a,r, =1r,r,="r,r;, =r, .. =r, s30 aprova
da unicidade da decomposicao.

Consequéncia do teorema da decomposicao

Teorema

Toda equacao polinomial de grau n (n = 1) admite n, e somente n, raizes com-
plexas.

Demonstracao:

Seja a equacao polinomial

Px)=ax"+a _x""*+a _x""2+..+ax+ta,=0

2

Vimos na demonstracao da existéncia da decomposicao que P admite as
raizes (distintas ou ndo) r,, r,, f5, ..., f,. Provamos que sao sé essas as raizes de P ao
provarmos a unicidade da decomposicao.

Exemplos:

1°) Fatorar o polindmio P = 5x® — bx* — 80x + 80, sabendo que suas raizes
sao 1, —2, 2, —2i, 2i.

P=5Kx—1)(x + 2)(x — 2)(x + 2i)(x — 2i)

2°) Qual é o conjunto solucdo da equacao 7(x — 1)3(x — 2)4x — 3)2 = 07?
De que grau é essa equagao?

Temos:

P=7x—1)(x—1)Xx—1)(X—2)(x — 2)(x — 2)(x — 2)(x — 3)(x — 3);

asraizesdePsaol1,1,1,2,2,2,2,3e 3, portanto a equagao € do 9° grau e seu
conjunto verdade é S = {1, 2, 3}.

Observacoes

1%) Tendo em vista o teorema da decomposigao, todo polinbmio P de grau n
(n = 1) pode ser encarado como o desenvolvimento de um produto de n fatores do
1° grau e um fator constante a,, que € coeficiente dominante em P.

P=aXx—-—r)Xx—-—r)x-r)..x-—r)
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2?) Nada impede que a decomposicao de P apresente fatores iguais. Associan-
do os fatores idénticos da decomposicao de P, obtemos:

— _ mq _ mo _ m3 _ m
P=ax—r)"™x—r)"x—r)" .. (x—r)"
emauem, + m, + Mg+ ..+ m =n e r,r,f,,..,r sao dois a dois distintos.

Neste caso, P ¢ divisivel separadamente pelos polinémios (x — r,)™, (x — r,)™,
e (X =)™,

Dada a equacdo polinomial (x — 1)(x3 — 4x + a) = (x2 — 1)?,
a) coloque-a na forma P(x) = O;
b) Obtenha a para que 2 seja uma das raizes da equacao.

Solucao

a) Desenvolvemos os dois membros:

X(x2—4x +a)— (X3 —4x+a)=(x* —1)(x* — 1)
Xf=x—4x’+ 4+ax—a=x*—2x2+1

e transpomos:
K= x3—A4x+(bd+ax—a—x¥+2x2—-1=0
—x3—-2x2+ (4 +ax—(a+1)=0

XX+2x> —(4+ax+@+1)=0

P(x)

b) 2 éraiz se, e s6 se, P(2) = 0, entao:
PR)=22+222—(4+a)22+(@a+1)=8+8—-8—-2a+a+1=
=9-a=0=a=9

Resposta: x3 + 2x> — (4 +ax +(@a+1)=0 e a=09.

Determine m de modo que —2 seja raiz da equacao
X+ m+2)x2+ 1 +mx—2=0.
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Resolva em C as seguintes equacgdes polinomiais:

a) (x+1)x—x+1)=(x—1)°

b) (x + 2)(x + 3) + (x — 2)(1 — x) = 4(1 + 2x)

) R+ -1 - -1Dx*+ 1) =2x*—-x>—-1)+ 3

Determine o grau e o conjunto solugao das equacdes no universo C:
a) bx—1)x—-7)=0

b) 3(x + 4)?(2x — 5)* =0

c) 11(x2 -2 =0

Uma das raizes da equagéo 2x* — 6x°® + 4x2 = 0 é 1. Designando-se por x, a
maior das raizes dessa equacao, calcule 5xi.

Qual o valor de a se o nimero complexo z = 1 + i € uma das raizes da equacao
x8 = a?

Quais as solugdes da equacao Q(x) = 0, em que Q(x) € o quociente do polinémio
x* — 10x® + 24x? + 10x — 24 por x> — 6x + 5?

Se a e b sao raizes do polinbmio P(x), 0 que se pode afirmar sobre o grau de
P(x)?

Resolva, em C, a equacdo x* — bx? — 10x — 6 = 0, sabendo que duas raizes
sao —1 e 3.

Solucao

Vamos dividir P(x) = x* — 5x? — 10x — 6 por (x + 1)(x — 3):

1 0 -5 -10 -6 -1
1 -1 -4 -6| o] 3
1 2 2| o0

Temos que P(x) = (x + 1)(x — 3)(x2 + 2x + 2), portanto as demais raizes
vemde x? +2x +2 =0,istoé,x = —1 £ i.

Resposta: S ={—-1,3, -1 +i —1 —i}.

Resolva, em C, a equacado 6x3 + 7x? — 14x — 15 = 0, sabendo que uma das
raizes é —1.
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0 polindmio P(x) = x> — x* — 13x® + 13x®> + 36x — 36 é tal que P(1) = 0. Quais
0s outros valores de x que o0 anulam?

Determinetodas asraizes daequacao P(x) = 0,sendo P(x) = 9x3 — 36x? + 29x — 6.
Sabe-se que esse polindmio € divisivel por x — 3.

a) Calcule as raizes quadradas do nimero complexo 2i.
b) Determine as raizes da equacdo z2 — (3 + 5i)z — 4 + 7i = 0.

Dé uma equacao do 3¢ grau cujas raizes sao 1, 2 e 3.

Determine o polindbmio P(x) do 3¢ grau cujas raizes sao 0, 1 e 2, sabendo que
oL)--2
2/ 2

Decomponha o polindmio —x3 + 4x? + 7x — 10 em um produto de fatores do
primeiro grau.

Decomponha em fatores do primeiro grau:
a) 6x? — bxy + y?
b) x* + 4 (no campo complexo)

O polinémio p(x) = ax®> + bx* + cx® + dx* + ex + f é divisivel por g,(x) =
= —2x2 +V5xe por g,(x) = x> — x — 2. Quantas raizes reais possui 0 polindbmio
p(x)?

Se A é uma matriz quadrada n X n, | é a matriz identidade da ordem n, entao o
determinante da matriz (A — xI) € um polinébmio de grau n na variavel x, cujas rai-
zes sao chamadas valores proprios de A. Determine os valores préprios da matriz

1 1 1
1 1 1].
1 1 1

Qual ou quais das afirmacgoes abaixo sao verdadeiras?

a) Seja P(x) = a,x" + axx"~* + ... + a,. Entdo, P(x) = O para todo x real
< a,=a, =..=a, =0.

b) Sejam P(x) = (ax + 2)x + bx + 4 e Q(x) = x> + bx + c. Entao, P(x) = Q(x)
paratodoxreal & a=1,b =3 ec = 4.

¢) Todo polindmio P(x) do grau n admite no maximo n raizes reais.
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Exemplo preliminar

Consideremos a equacao polinomial (x — 3)(x — 1)%(x — 4)3 = 0, que apresenta
seis raizes, sendo uma raiz igual a 3, duas raizes iguais a 1 e trés raizes iguais a 4.

Dizemos que 3 € raiz simples, 1 é raiz dupla e 4 é raiz tripla da equacao
dada.

Multiplicidade

Dizemos que r é raiz de multiplicidade m (m > 1) da equacao P(x) = O se, e
somente se,

P=x—-rnNm"-Q e Q) #0

isto &, r é raiz de multiplicidade m de P(x) = O quando o polindmio P é divisivel por
(x — ™ e nao é divisivel por (x — r)™ "1, ou seja, a decomposicao de P apresenta
exatamente m fatores iguaisa x — r.

Quando m = 1, dizemos que r € raiz simples; quando m = 2, dizemos que r é
raiz dupla; quando m = 3, dizemos que r € raiz tripla, etc.

Exemplos:

1°) A equacao x*(x + 5)” = 0 admite as raizes 0 e —5 com multiplicidades 4
e 7, respectivamente, e, embora a equacao seja do 11° grau, seu conjunto solugao
tem so6 dois elementos, portanto S = {0, —5}.

2°) A equacao (x — a)" = 0 admite s6 a raiz a com multiplicidade n, isto €, seu
conjunto solucao é S = {a}.

Determine todas as raizes e respectivas multiplicidades nas equacoes:
a) 3x +4)x2+1)=0

b) 7(2x — 3)*(x + 1)3(x — 5) =0

c) 4(x — 10)5%(2x — 3) = 4(x — 10)°%(x — 1)

d) X+ x+ 1)3(7x — 14i®* =0
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Qual € o grau de uma equacao polinomial P(x) = O cujas raizes sao 3, 2, —1
com multiplicidades 7, 6 e 10, respectivamente?

Solucao

P(x) = k(x — 3)"(x — 2)%(x + 1)*°*em que (k € C e k # 0)

Resposta: grau 23.

Forme a equacao cujas raizes sao 2, —3,1 + i e 1 — i, com multiplicidade 1.

Solugao

Aequagao € k - (x — r)(x — r)(x — r)(x — r,) = 0, isto €,
k- Xx=—2)x+3)x—1—-i)x—12+i)=0

e desenvolvendo temos:

K- (x* —x2—06x2+14x — 12) =0comk # O

Forme uma equacao polinomial cujas raizes sdo —2, —1, 1 e 4 com multiplici-
dade 1.

Construa uma equacao algébrica cujas raizes sao 2, 3, V3 e —V3com multiplici-
dade 1.

Construa uma equacao algébrica cujas raizes sao 1, i e —i com multiplicidade
1, 2 e 2, respectivamente.

Qual é a multiplicidade da raiz r na equacao polinomial P(x) = 0, nos seguintes
casos?

19)P(x) =x" —5x5+6x> e r=0
29Px)=x>—2x*+x*—x>+2x—1 er=1
Solugao
19) P(x) = x3(x?> — bx + 6) = (x — 0)%(x2 — 5x + 6)

Q(x)
Como Q(0) # O, resulta que O é raiz com multiplicidade 5.
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2°) Vamos dividir P(x) sucessivas vezes por x — 1:

1 -2 1 -1 2 -1]|1
1 -1 0 -1 1| of 1
1 o o -1]o0 1
1 1 1] o0 1
1 2| 3%#0

Temos P(x) = (x — 1)3(x> + x + 1)

Q(x)
Como Q(1) = 3 # O, resulta que 1 € raiz tripla.
Resposta: 5 e 3.

Resolva a equacao x* — 4x3 + 8x2 — 16x + 16 = 0, sabendo que 2 é sua raiz
dupla.

Se, na equacdo x3 — 75x + 250 = 0, m é raiz dupla e n = —2m é a outra raiz,
ache m e n.

Solucao

A equacao dada € redutivel a forma
(x = m)3*x+2m) =0

isto €, desenvolvendo:

x3 —3m3x + 2m3 =0

portanto, devemos ter:

3m? =75 e 2m® = 250

eisso acarretam =5 e n = —10.
Resposta:m =5 e n = —10.

Qual das equacodes abaixo possui raiz de multiplicidade 3?
a)x*—-1=0 c) x*—4x2=0
b) x —2)*=0 d x—13x+1)=0

Qual é a multiplicidade da raiz x = 1 da equagao x* — x3 — 3x2 + bx — 2 = 0?
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Uma das raizes do polindmio P(x) = —x® — x> + x + 1 é x = 1. Qual o produto
das outras raizes?

Qual a proposicao correta sobre as raizes da equacao x* — 20x? + 36 = 07

a) Duas sao complexas e duas sao reais.
b) Sao todas racionais.
¢) Formam uma progressao aritmética.

Sabendo que P(x) = —x* + 11x3 — 38x?> + 52x — 24 tem uma raiz dupla
X = 2, qual o dominio da funcao f(x) = log [P(x)]?

Se x, = —2 é raiz dupla da equacdo 2x® + 7x? + 4x + K = 0, calcule o valor de
K.

Quais os valores de a e b para que a equacao
x*+@Ba—bx+2b—4)x2+ (@ +4)x+a+b=0
tenha uma raiz dupla igual a zero?
Quais os valores de m e n para que a equacao:

3
x7—5x6+4x5—3x4+2x3+(m—5n)x2+<€m—n+2)x+(5—m-n)=0
admita duas, e apenas duas, raizes nulas?

Sabendo que 0 € raiz de multiplicidade 3 da equacao
a
x5 — 3x* + 4x3 + <12b + §>x2 +((@—3b+ 13)x + (ab + 4) =0,

calcule a + b.

Qual deve ser o valor de m para que a equacao algébrica
X—=@+mx2+ @4 +4m)x —4m =0
admita o valor 2 como raiz dupla?

Equacao do 2% grau
Consideremos a equagao:

(ax2+bx+c=0 (a#0)
cujas raizes saor, e r,.
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Vimos que essa equacao pode ser escrita sob a forma:
2 ax —r)x—r)=0
Temos a identidade:
ax® + bx + ¢ = a(x — r,)(x = r,), Vx
Isto é:
x2+£x+£=x2—(r +1,) + 1,1, VX
a a 1 2 127

Portanto:

sao as relagdes entre coeficientes e raizes da equacao do 2° grau.

Equacgao do 3% grau
Consideremos a equacao:
Dax+bx2+cx+d=0 (a#0)
cujas raizes s@o r,, r, € r,.
Vimos que essa equacao pode ser escrita sob a forma:
(2) a(x - rl)(x - rz)(x - r3) =0
Temos a identidade:

ax®*+bx2+cx+d= a(x - rl)(x - rz)( X — r3), X

Isto é:
b c d
3 — y2 —_ —- — y3 2 —
X+ X+ X+ — =X (r, + 1, + 1@ + (1, + 0ry + rrx — 1, x
Portanto:
b c d
= — L R L= — el = ——

sao as relagdes entre coeficientes e raizes da equacao do 3° grau.
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Equagao de grau n qualquer

Vamos agora deduzir as relagcoes entre coeficientes e raizes de uma equagao
polinomial de grau n (n = 1).

Dada a equacao

Px)=ax"+a, _x""*+a, _x"2+..+ax+a,=0 (a, #0)
cujas raizes sao r,, r,, r,, ..., I, temos a identidade:

PX) =a(x —r)x —r)x—r)..(x—r)=
=ax —afn +r+rn ..ot

Sl
+arn F a2 —
Sz
—a(rnr + nn e n r T3+ L+
SS

+(—1D)ra Sx" "+ ...+ (—1)ra(rhr, ... 1), VX

S

n

portanto, aplicando a condicao de igualdade:

S, =1, 41,41+ .t = —n-i
=N ry ry r, = B
n
S,=nr,+trnr,+rr+.. + =L
, =N, + 0+, +o.+r a
n
S + + ..+ =g
3 riroly P1P10 ol -1l a

_ (soma de todos os C_ produtos) (—1) a,_n
de h raizes da equacao

sao as relacoes entre coeficientes e raizes da equacao P(x) = O, também chamadas
relacoes de Girard.
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Aplicagoes

1?) Calcular a soma e o produto das raizes da equacao
2x* + 3x3 + 4x2 + 5x + 6 = 0.
Temos:

— s _ 3 — 4 A _ 6 —
r1+r2+r3+r4——a—4——? r,rrr, = (—1) a_4_?_3

2%) Se {r,, r,, r,} é 0 conjunto solucdo da equagao

2x3 + 5x2 + 8x + 11 = 0, calcular r2 + r3 + r3.

Temos:

a, 5
rR+r+r=—=——
1 2 3 a3 2

a, 8
rr,+rr.+rrn=—=—=4
12 1'3 2'3

a, 2

ao 11
fhlf,=——=—"7
a, 2

=<—£)—2(4)=%T5—8=—%

3?) Resolver a equacgao x3 — 6x2 + 3x + 10 = 0, sabendo que a soma de duas
raizes é 1.

Temos:
(1)rl+r2+r3=—i=6 (3)r1r2r3=—ﬁ=—10
a3 a3
a
2)rr,+rr+rrn= 5 3 4)r,+r,=1

3

@em(1) > 1+r,=6=r,=5

__10 _ _
@rnn="7F="21_ rr=—1 e r,=2,portanto S = {—1,2, 5}.

@r+r,=1 (ou vice-versa)
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Observacao

As n relagbes de Girard para uma equacao polinomial de grau n nao sao su-
ficientes para obter r,, r,, r,, ... r,. Se tentarmos o calculo de r,, por exemplo, ap6s
varias substituicoes, obteremos a equacao

n n-1 n-2 —
ari+a, _,r "t+a _.' “+..+ar+a, =0

P(ry)

que equivale a equacao dada.

Exemplo:
Resolver P(x) = x3 — 6x2 + 3x + 10 = 0.
Qr,+r+r,=6; Qrr,+rr+r=3; (3)rr,=-10

Temos: (2)r,(r,+r)+r,,=3 = r(6—r)+ —r:LO =3 =
1

de (1) de (3)

= r’(6-r)—10=3r, = r’=6r7+3r,+10=0 (??)

1
P(r,)

Quando é dada uma condicao para as raizes (por exemplo, soma de duas raizes
€ 1), entao € possivel obter o conjunto solugcao, como vimos no item 95 — 32,

Se x,, X, € X, 80 as raizes da equacao x* — 2x> — 5x + 6 = O, calcule o valor
de x, + x, + X,.

Calcule a soma e o produto das raizes das seguintes equacdes:
a)x3—2x2+3x—-5=0

b) x*+ 7x3 —56x>+ 11x+1 =0

c) 2x* +4x> + 7x + 10i =0
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Se o0 conjunto solugdo da equacao x* —ax® +Bx> —yx +8=0 é S={a,b,c,d},
calcule, em funcao de «, B, y € 8, 0 nimero

1 1 1 1
= — 4+ —+ =+ —.
y a b c d

Solugao

Pelas relacoes de Girard, temos: abcd = & € abc + abd + acd + bcd = v.
bcd + acd + abd + abc v

Assim, temos: y = =bod =3
Y

F.

Resposta: y =

Se a, b, ¢ sdo raizes da equacao x3 — 2x? + 3x — 4 = 0, calcule % + % + %

Calcule a soma dos inversos das raizes da equacao x> — 7x2 + 4x — 1 = 0.

Se a, b, ¢ e d sdo as raizes da equacao 2x* — 7x3 + 9x? — 7x + 2 = 0, qual é
o valor da expressao:

e_ 1,1 .1 1,

bcd  acd = abd * abc

Sendo {a, b, ¢} a solugdo da equacao 2x® — 3x?> + bx + 1 = 0, calcule o valor
da expressdo a?b? + a?c? + b3c?.

Solucao

Aplicando as relacoes de Girard, temos:

a, 3 ag 1
—+ =+ == = == = —— = ——
()a+b+c a, > (3) abc a, >
a, 5
+ac + bc =— = —
(2) ab + ac + bc a, >

Portanto:
a2b? + a’c? + b%c? = (ab + bc + ca)? — 2[(ab)(bc) + (bc)(ca) + (ab)(ca)] =
= (ab + bc + ca)®> — 2abc(b + ¢ + a) =

(5= (3352

Resposta: %
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Calcule a soma dos quadrados das raizes da equacao
X+ 5x3 —11x> + 4x — 7 = 0.

Calcule a soma dos quadrados e a soma dos cubos das raizes da equacgao
X2 —px2+qgx —r=0.

Solugao

Pelas relacoes de Girard, temos:

r+r+r=p, nL+rn+rn=q, re=r
Facamos X =r2+ri+r: e Y=rl+rl+rl.
Temos: X = (r, + 1, + 1,2 — 2(r,r, + r,r, + 1,r,) = p? — 2p
pX = (r,+r,+ )+ r2+12) =

=Y+ 42+l i+ i =

=Y +rrn 1) F o ) F o+ ) =

=Y + rirz(p — r3) + rirg(p — r2) + r2r3(p — ri) =

=Y +p(ryr, + 1,0, +1,1,) = 3,60, =Y + pg — 3r
portanto Y = p(p2 — 2q) — pg + 3r = p® — 3pq + 3r
Resposta: X =p?2—2g e Y =p— 3pg + 3r.

Seja a equacao do 4° graucom q,r,setreais,x* + g3+ 2 +sx +t=0
tal que L, M, N, P sao raizes reais dessa equacao.
Qual o valor de:

L M N P

?
MNP - LNP * LMP * LMN

Sendo a, b, ¢ as raizes da equacdo x° + x — 1 = 0, calcule o valor de

bc ac ab
— 4+ =+ —.
Iog(a b c)

Se a, b e ¢ sao raizes da equacao x3 — rx + 20 = 0, em que r € um ndmero
real, qual o valor de a3 + b® + ¢3?

Resolva a equagao x3 — 4x2 + x + 6 = 0, sabendo que uma raiz € igual a soma
das outras duas.

Resolva a equagao x® — 9x? + 20x — 12 = 0, sabendo que uma raiz € igual ao
dobro da soma das outras duas.

Resolva a equacdo x® — 5x? + 2x + 8 = 0, sabendo que uma raiz é o quadruplo
da soma das outras duas.
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Sendo a, b e ¢ as raizes da equacao x® — 2x2 — 9x + 18 = 0 e sabendo que
a>0 e ¢c= —a,qual ovalordea + b?

Sejam a, b e c,coma < b < ¢, as raizes da equacao
x3 —10x? + 31x — 30 = 0.
Sabendo que uma raiz € a diferenca entre as outras duas, qual o valorde a — b + ¢?

Sejam a < b < ¢ as raizes da equacao x® + 2x? — x — 2 = 0. Calcule o valor de
a + 2b + c, sabendo que a + ¢ = —1.

Calcule as raizes da equacado x® + 4x2 — 11x + k = 0, sabendo que a soma de
duas raizes vale —7.

Resolva a equacao x* + 4x3 — 2x? — 12x + 9 = 0, sabendo que tem raizes
iguais duas a duas.

Resolva a equacgao x® — 10x? + 31x — 30 = 0, sabendo que uma raiz é igual a
diferenca das outras duas.

Resolva a equacgdo x® + 5x? — 12x — 36 = 0, sabendo que uma raiz é igual ao
produto das duas.

Determine as raizes da equacao 3x® — 16x? + 23x — 6 = 0, sabendo que 0
produto de duas delas € igual a unidade.

Resolva a equacao 5x* — 26x° — 18x? + 32x — 8 = 0, sabendo que o produto
de duas raizes € 2.

O produto de duas raizes da equacdo x> + bx? + 2x + d = 0 éiguala 2 e a
soma das mesmas raizes € diferente de zero. Qual é a 3? raiz?

O produto de duas raizes da equacao 2x® — 19x? + 37x — 14 = 0 é 1. Qual é
a soma das duas maiores raizes da equagao?

Resolva a equacao x3 + 7x? — 6x — 72 = 0, sabendo que a razao entre duas

raizes é 3
>

Resolva a equacdo 5x® — 37x2 + 90x — 72 = 0, sabendo que uma raiz € média
harmoénica das duas outras.

Quais osvaloresdeae b seasequagdesx®* +ax>+18=0e xX*+bx+12=0
tém duas raizes comuns?

Determine m de modo que a equacao x3 + mx — 2 = 0 tenha uma raiz dupla.
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Resolva a equacgao x3 — 9x2 + 23x — 15 = 0, sabendo que suas raizes estao
em P.A.

Solucao
Pelas relacoes de Girard, temos:

a2
@yr,+r,tr,= —a—=9
3

al
2)rr, o= a_3 = 23

(3) ryrry=— o, 15
a3
e pela condicao do problema temos:
(4)r, +ry,=2r,
Substituindo (4) em (1) resulta: 3r, =9 = r, = 3
Temos, entao:
@ ar i =6 & (@) 05 =19
portanto r, e r, sdo raizes da equacdoy? — 6y + 5 =0, istoé,r, =1 e r, = 5.
Resposta: S = {1, 3, 5}.

Resolva a equacado x® — 6x? + 11x — 6 = 0, sabendo que suas raizes estdao em
P.A.

Sendo ¢ a maior das trés raizes a, b e ¢ da equacgdo x® + 6x> + 11x + 6 = 0, e
sabendo que uma delas é a média aritmética das outras duas, qual o valor de
a+ b+ 4c?

Resolvaaequacao 64x3 — 56x2 + 14x — 1 = 0, sabendo que suas raizes estaoem
P.G.

Solucao

Pelas relacoes de Girard, temos:

a, 7
(1) I’l+ r2+ r3= —a—3=§
a, 7
2)rr,+rrtrr,= a_3 =35
a, 1
(3) I'll’ZI’3 = = a— = a

g
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e pela condicao do problema, temos:
(4)r,-ry=r?

Substituindo (4) em (2), temos:

7
it Ot rr=rrtr2+rr=r+r+ r3)=§
entao r Lo =r _ L

2 8 32 2 4

Aplicando o algoritmo de Briot-Ruffini, vamos dividir

64x3 — 56x°> + 14x — 1 por X — %;

64 —-56 14 —1‘%

64 —40 4 o |

e recaimos na equacao 64x%> — 40x + 4 = 0 cujas raizes sao
1 1

r1=?e ;s =4

g
g1t 11

Resposta: S = { R 8}'

As raizes da equagao x3 — 6x2 + Kx + 64 = 0 sao ndimeros reais em progres-

sao geométrica. Qual o valor de K?

Resolva a equacdo x* — 4x3 — x2 + 16x — 12 = 0, sabendo que existem duas
raizes simétricas.

Solucao
Temos:
a3
Qr,+trtrtr,= 3 4
4
a2
(@) Tt 2F Tty 2R [T, aF Tlty 2R [l 2 g, = P -1
4
al
(3) ryrry + ryrr, + 1yt +rrr, = — P —-16
4
aO
(4) ryrrar, = P —-12

4

(5)r, +r, =0 (condicao do problema)
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Comparando (1) e (5), resulta:
(Mtr)+rn+r=4=r+1,=4 (6
Substituindo (5) em (3), resulta:
rh(ts + 1)+ rar(r, +1,) = —16 = rr,= -4 (7)
4 0
Substituindo este ultimo resultado em (4), vem:
(rr)rr, =—12 = —4rr,=-12 = rr, =3 (8)
De (6) e (8) resulta que r; e r, sdo as raizes da equacao y> — 4y + 3 = O,
istoe,r,=1 e r, =3.
De (5) e (7) resulta que r, e r, sao as raizes da equacao y> — 4 = 0, isto
é&,rn=2er,=-2.
Resposta: S = {2, —2, 1, 3}.

Resolva a equacao x* — 2x® + 4x? + 6x — 21 = 0, sabendo que duas raizes
sao simétricas.

Determine a condicdo para que a equacao x> — ax? + Bx — vy = O tenha duas
raizes simétricas.

Resolva a equacao x® — 3x3 — 4x + 12 = 0, sabendo que duas raizes sao simé-
tricas.

Quais os valores de h para que a equacado x3 + hx?2 + (2h + 1)x + 1 = 0 admita
duas raizes opostas?

Qual é a relacao entre a, b, ¢ para que a equacao x3 — ax? + bx — ¢ = O tenha
duas raizes simétricas?

Determine as raizes «, 3 € y do polinémio x3 — px? + gx — r,dado que o + 3 = O.

Resolva a equacgdo 2x* — x3 — 14x? + 19x — 6 = 0, sabendo que existem duas
raizes reciprocas.

Solucao
Temos:
1
Qr,+r,+r+ =%
2)rr,+rt+nr, ot trn=—7
19
(3) ryrory + ryb,r, + 1, + rpr, = — >
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(4) rrrr,=—3

B)r, = ri (condicao do problema)
2

De (5) em (4) resulta r,r, = =3 (4')
19

De (5) em (3) resulta r,r,(r, + 1,) + rr,(r, + 1,) = — >

istoé,1-(r, +r,) —3(% -r, - r4> = —%, ou melhor: r, + r, = —2 (3')

(1)
Resolvendo o sistema (3'), (4') resultar, =1 e r, = —3 (ou vice-versa).
Entao, temos o sistema:

5
Dr, +r, = —
D+ 2 quefornecer, =2 e r, =%(ou vice-versa).

Gy, =1

Resposta: S = {2, % 1, —3} .

Resolva a equacdo x® — x> — 8x + 12 = 0, sabendo que admite uma raiz com
multiplicidade 2.
Solucao
Temos:
a2
(@L) 17, = 7y = Iy = 5 1

3
a

@) rr,+nn+nn=—=-8
a3
3o
(3) rlr2r3 = —a— =—-12

3

(4) r, =r, (condicéo do problema)

De (4) em (1) resulta 2r, + r, = 1 (1')

De (4) em (2) resulta 13 + 2r,r, = —8 (2')

Eliminando r, por substituicéo de (1') em (2'), temos:
2+ 2r(1 - 2r)=-8 = 32— 2r, — 8 = 0, portanto

rh,=2 ou r1=—%.
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ser, = 2, entao - 12

(B)ry=— r2 =-3
1
11
(A)r,=1—2r, 3
ser, = ——, entao o7 )?
3 (3) r3 = — :::f = —T

Resposta: S = {2, —3}.

Resolva a equacao 8x* — 28x3 + 18x? + 27x — 27 = 0, sabendo que uma das
raizes tem multiplicidade 3.

Calcule a area do triangulo cujos lados sao as raizes da equacao
x3 + ax? + Bx + y = 0, em que os reais «, B, y sdo dados.

Solucao 1
Pela formula de Hierdo, um triangulo de lados r,, r,, r, € semiperimetro
1+ +f3

p=—""7— apresenta area:

S=~pp—r)p—r)p—r)

portanto

S = —\/p[p3 - (rl + r2 + r3)p2 + (rlrQ + r1r3 + r2r3)p - r1r2r3] =

sl g) ol -

Solucao 2

Temos P(x) = x3 + ax? + Bx + v = (X — r)(X — r,)(Xx — r,)
entdo § =/p(p — r.)(p — r,)(p — 1) =Vp - P(p) =

_ o [ o aB
_J 2[ g "2 2+7)]

2 2
Resposta: S = \/—0‘— T L
2 16 4 2
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A soma de duas raizes da equacado x* + 2x3 + px2 + gx + 2 =0¢é —1 e 0 pro-
duto das outras duas raizes é 1. Calcule p e q e resolva a equacao.

Determine a condicdo para que as raizes da equacao x® + px> + gx +r =0
formem uma P.G.

Solugao

Temos:
A)r,+r,+r,=-p
2)rr,+rnrt+rrn=aq
(3) ryrry=—r

(4) r,r; = r2 (condicdo do problema)

De (4) em (3) resulta ri= —r (3')

De (4) em (

portanto, r,(r, + r, + r,) = q, ou melhor, r,(—p) = q (2')
Substituindo (3') em (2'), vem: 3\/? - (—p) = q,isto &, —r - (—p)® = 3.
Resposta: g° = rp°.

2)resultarr, + 13 +rr,=q,

Determine m para que a equacao x* — 7x + m = 0 tenha uma raiz igual ao
dobro de uma outra e, em seguida, resolva a equacao.

Ache a condicao para que a equacao x° + px + g = O tenha uma das raizes
igual @ soma dos inversos das outras duas.

Dada a equacdo x* + px® + gx®> + rx + s = O, prove que:

a) se as raizes estdo em P.G., entdo p?s = r2,
b) se as raizes estdo em P.A., entdo p3 — 4pq + 8r = 0.

Numa equagao do terceiro grau, o primeiro coeficiente é 1, o segundo € igual a
2, o terceiro € desconhecido e o Ultimo € 8. Sabendo que essa equacao tem as
trés raizes em P.G., determine as raizes e escreva a equacao.

Determine p e g de modo que a equagdo x* + px® + 2x2 — x + q = 0 apresente
duas raizes reciprocas entre si e as outras duas raizes com soma igual a 1.

Determine m e k de modo que a cada raiz a da equacao mx* + 8x® + 13x? +

- 1 . . ~
+ kx + 1 = O corresponda o nimero o também raiz da mesma equacao.
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Sendo a, b, c raizes da equacgao x3 — 3x + 54 = 0, calcule log (% + % + %)
Prove que, se a e b sdo raizes da equacgao x> — px + B™ = 0, teremos:
log, @ + log, b° + log, a* + log, b* = mp.

Vamos expor aqui algumas propriedades que relacionam entre si as raizes
complexas e nao reais de uma equacao polinomial de coeficientes reais e ajudam a
determinar as raizes da equacao.

Raizes conjugadas

Teorema

Se uma equacao polinomial de coeficientes reais admite como raiz 0 nimero
complexo z = o« + Bi (B # 0), entdo essa equagao também admite como raiz o nimero
Z = a — Bi, conjugado de z.

Demonstracao:

Sejaaequacdo P(x) =ax"+a, _x""*+a _x""2+..+ax+a,=0
de coeficientes reais que admite a raiz z, isto €, P(z) = O.
Provemos que zZ também é raiz dessa equacao, isto &, P(z) = O:

P(Z)=a(z)' +a, ,(@ "+a, """

+..+az+a,=

— -1 -2 = —
=az +a, 22 t+a, 2" ?+..+taz+a,=
—EF 43 -1 3 =543 =
=3z +a, 22 *+a, 2" ?+..+taz+a,=
— -1 -2 a - a —
=az +a, 22 *+a "2 +..+az+a,=

=az+a, 2" ‘+a 2 2+..+az+a,=P3z) =0=0.

Multiplicidade da raiz conjugada

Teorema

Se uma equacao polinomial de coeficientes reais admite a raiz z = o + i
(B # 0)com multiplicidade p,entao essa equacao admite araiz z= o — i com multiplici-
dade p.
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Demonstracao:

Suponhamos que a equacao P(x) = O com coeficientes reais admite a raiz
z =a + Bi (B # 0) com multiplicidade p e a raiz Z = a — Bi com multiplicidade
p' (p' # p). Provemos que isso leva a uma contradicao.

Seja m 0 menor dos ndmeros p e p'. Como o polindmio P € divisivel por (x — z)°
e (x —2)", P é divisivel por (x — z)" e (x — Z)". Sendo z # Z, resulta que P é divisivel por
(x — 2" - (x — 2", entdo:
P=[x-2" x-2-Q=[x-2z)x-Z|"-Q=[®*-@+2x+zz"-Q =
=[x —2ax + (> + BI)]" - Q

Como P e [x?2 — 2ax + (a? + B?)]™ tém coeficientes reais, decorre que Q tem
todos os coeficientes reais. Sao possiveis dois casos:

1°2caso:m =p <p'

P=xx—2"-(x—2)"-Q=(XX—2P-(x—2z)P-Qe,como p éamultiplicidade da
raiz z, decorre que Q nao € divisivel por (x — z). Mas Q deve ter ainda p' — p fatores
X — Z, pois p' > p.

Portanto Q nao € divisivel por x — z e € divisivel por x — Z. Isto é absurdo por
contrariar o teorema anterior,

22 caso:m=p' <p

P=x—-2"(x—2)"Q = (x—2z)°(x —2)*Qe,como p é a multiplicidade da raiz z,
decorre que Q nao é divisivel por (x — z). Mas Q deve ter ainda p — p' fatores x — z,
pois p > p'.

Portanto Q n3do é divisivel por x — Z e é divisivel por x — z. Isto também é
absurdo por contrariar o teorema anterior.

Para evitar contradicao, temos necessariamente p = p'.

Observacoes

1?) Os dois teoremas anteriores s6 se aplicam a equacoes polinomiais de
coeficientes reais. Por exemplo, a equacao x> — ix = O tem como raizes O e i, entre-
tanto nao admite a raiz —i, conjugada de i.

2?) Como a toda raiz complexa z = o + Bi (B # 0) de uma equacao com
coeficientes reais P(x) = O corresponde uma outra raiz Z = a — Bi, com igual multi-
plicidade, decorre que o nimero de raizes complexas nao reais de P(x) = O é neces-
sariamente par.
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3%) Se uma equacao polinomial de coeficientes reais tem grau impar, entao
ela admite um numero impar de raizes reais. Assim, por exemplo, toda equacao
ax® + bx2 + cx + d = 0 (com a, b, ¢, d reais) tem uma ou trés raizes reais, pois o
ndmero de raizes complexas e nao reais € patr.

Aplicagodes
1%) Determinar o menor grau que pode ter uma equacao polinomial de coefi-
cientes reais para admitir 1,ie 1 + i como raizes.

Tal equacao tera no minimo 5 raizes: 1, i, —i, 1 + i, 1 — i e, portanto, tera no
minimo grau 5.

2%) Formar uma equacao polinomial de grau minimo e coeficientes reais que
admita O como raiz simples, 1 como raiz dupla e 2 — 3i como raiz tripla.

Tal equacao tera também 2 + 3i como raiz tripla, portanto a solucao é:

kX —0O)(x — 1P (x—2+3i))(x—2—-3i)*=0,emque k ERek # 0.

3?) Resolver a equacao x* + x3 + 2x? + 3x — 3 = 0, sabendo que uma das
raizes & iV3.

Temos, entao, que —iV3 também é raiz; portanto, o 1¢ membro é divisivel por

(x — i\/g)(x + |\/§) =x2 + 3.
Dividindo, recaimos em (x> + 3)(x> + x — 1) =0

e obtemos as duas raizes restantes:

1+V1+4 -1++5

2 — 1 = — =
X+x—1=0 = x > >

Obtenha a equacao de menor grau que tem como raizes i, 2i e 3i e apresenta
coeficientes reais.

Solucao

Toda equacao polinomial com coeficientes reais que admite a raiz com-
plexa z também admite a raiz z; portanto, as raizes da equacao procurada
sao: i, —i, 2i, —2i, 3ie —3i.
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A equacao é:

k(x — i)(x + i)(x — 2i)(x + 2i)(x — 3i)(x + 3i) =0
kx> + 1)(x*+ 4)(x*+9) =0

Resposta: k(x® + 14x* + 49x2 + 36) = 0 com k # O.

Forme uma equacao algébrica de coeficientes reais, com grau minimo, de modo
que 0,1 + i e i sejam raizes simples.

Qual é o grau minimo de um polindmio de coeficientes reais, sabendo que
z,=1+1i e z,=—1 + isao raizes?

Os coeficientes do polinbmio p sao reais e sabe-se que ele possui 3 raizes,
duas das quais sdo O e i(i? = —1). Como p pode ser expresso?

Os ndmeros complexos 1 + i, 1 + i2 e 2 — i sdo raizes do polindmio p de coe-
ficientes reais. O que se pode afirmar sobre o grau de p?

Resolva a equacao x* + 3x2 + 2 = 0.
Resolva a equacao x* — 4x? + 8x + 35 = 0, sabendo que uma das raizes é 2 + V3.

Solucao

Como a equacao tem todos os coeficientes reais, resulta que outra raiz é
2 —iV3 (conjugada de 2 + i\/§). Assim, o polindmio dado € divisivel por

(x—2—i\/§)(x—2+i\/§),

isto &, por x2 — 4x + 7:

x*+0x2— 4x2 + 8 +35| x> —4x+7

—x*+4x3 = 7x? x>+ 4x +5
4x% — 11x> + 8x + 35
—4x3 + 16x% — 28x

5x? — 20x + 35
—bx2 + 20x — 35
0
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A equacdo dada se escreve: (x> — 4x + 7)(x* + 4x +5) =0
e as raizes de x? + 4x + 5 = 0 sdo as que faltam. Portanto:

X_—4i\/16—20_—4i2i
B 2 B 2

Resposta: S = {2 +iV3,2 —iV3, -2 +i, -2 — i}.

=—2=*]

Resolva a equacao x* — 2x® + 6x2 + 22x + 13 = 0, sabendo que uma das
raizes é 2 + 3i.

Construa uma equacao polinomial do 6° grau e de coeficientes reais que admita
1, 2 e i como raizes simples e O como raiz dupla.

Sabe-se que a equacao algébrica x* — ax® + bx> — cx +d = 0,em que a, b, ¢,
d sao numeros reais, admite 1 como raiz dupla e i (unidade imaginaria) como
raiz simples. Calcule os valores de a, b, c e d.

A equacao x® + mx? + 2x + n = 0, em que m e n sao ndmeros reais, admite
1 + i como raiz. Quais os valores de m e n?

Determine a e b (reais) de modo que a equacao 2x3 — 5x? + ax + b = 0 admita
araiz2 +i.

Resolva a equacgado x” — x® + 3x® — 3x* + 3x® — 3x> + x — 1 = 0, sabendo que
i € uma das raizes da equacao e tem multiplicidade 3.

Uma raiz de uma equacao do terceiro grau com coeficientes reais € 1 + 2i e a
soma das demais raizes é 3 — 2i. Determine as raizes dessa equacao.

E dado o polindmio P(x) = x4 + Cx2 + Dx + E com C, D, E niimeros reais. Sabe-se que
o numero complexo (0, 1) é raiz de P(x) = O e que dividindo P(x) por Q(x) obtém-se quo-
ciente Q,(x) = x3 + 2x2 + 4x + 8 e por resto 15. Determine P(x) e as raizes de P(x) = O.

Dada uma equacao polinomial P(x) = O com coeficientes reais, vamos desen-
volver uma teoria que permite determinar o ndmero de raizes reais que a equacao
admite num certo intervalo dado ]a; bl.

Seja P(x) = 0 uma equagao polinomial com coeficientes reais. Indiquemos por r,,
fyf5, .o, I, SUAS raizes reais e por z,,z,,z,, z,, ..., Z,, Z, SUas raizes complexas e nao reais.
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Pelo teorema da decomposicao, temos:

P=a,x—r)x=r).(x=r) [x=z)x-2)x - 2)x-2,) .. x ~ z)lx = Z)] (@)

Vamos efetuar o produto correspondente a duas raizes complexas conjugadas
z, =a+Bi e Z, = o — Bi. Por exemplo:

(x - zl)(x - 21) =x2 - (z1 + Zl)x +2,2, =X —2ax + o? + B? =
=(x—aP+p2 >0, VxER

Verificamos que o produto é positivo para todo valor real dado a x. Como o
polinbmio:

€ o produto de q fatores do tipo que acabamos de analisar, concluimos que Q assu-
me valor numérico positivo para todo x real e a expressao (1) fica:

P=a Q- (x—r)x—-r)x-r).(x-r)
com Q(x) > 0, Vx € R.

Teorema de Bolzano
Sejam P(x) = O uma equacao polinomial com coeficientes reais e Ja; b[ um
intervalo real aberto.

1°) Se P(a) e P(b) ttm mesmo sinal, entdo existe um nuimero par de raizes reais
ou nao existem raizes da equacao em ]a; bl.

2°) Se P(a) e P(b) tém sinais contrarios, entao existe um ndmero impar de rai-
zes reais da equacao em Ja; bl.

Demonstracao:
Notemos que, se r, € interna ao intervalo ]a; b[, entdo a <r, <b, isto é:

a_ri<0 —r)lb—r)<O
2<% = oo

Notemos também que, ser, € externaaointervalo Ja; b[, porexemplo,sea <b <r,,
resulta:

a—r <O
e = - b—-r)>0
b — re<0} @-r)fo-r)
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Calculemos agora o produto P(a) - P(b):
P(a)-Pb)=[a, Q@) -(a—r)@a—r)..(a=r)a,-Qb)-(bo—r)b—r,)...b—r)]=
=a2-[Q@) - QM) -[(a—r)o —r)][l@—=r)b—r)]..[[a=r)o—-r)] @
Verificamos que P(a) - P(b) € um produto de p + 2 fatores numéricos, a saber:
um fator € a2 > 0

um fator € Q(a) - Q(b) > 0, pois Q(x) > 0, Vx € R
p fatores do tipo (a — r,)(b — r,.), em que r,, & raiz real da equacao dada

Assim, os Unicos fatores negativos do segundo membro da relagdo (2) sao
os fatores correspondentes as raizes de P(x) = O internas ao intervalo ]a; b[, o que
permite concluir a existéncia de duas possibilidades.

1%) Quando P(a) e P(b) ttm mesmo sinal, isto &, P(a) - P(b) > 0, existe um nu-
mero par de fatores negativos do tipo (a — r)(b — r,) e, portanto, existe um ndmero
par de raizes reais da equacao P(x) = O que sao internas ao intervalo ]a; bl.

2%) Quando P(a) e P(b) tém sinais contrarios, isto &, P(a) - P(b) < O, existe um
ndmero impar de fatores negativos do tipo (a — r)(b — r) e, portanto, existe um nu-
mero impar de raizes reais da equacao P(x) = O que sao internas ao intervalo ]a; b[.

Aplicagoes

1?) Quantas raizes reais a equacao x3 + 5x> — 3x + 4 = 0 pode apresentar no
intervalo 10, 1[?

Temos P(x) = x3 + bx? — 3x + 4, entao:

P(O) =0+ 5(0)2 —-30) +4=4>0

P1)=13+51)2-3(1)+4=7>0

Como P(0) e P(1) sao positivos, a equacao pode ter duas ou nenhuma raiz real
no intervalo dado.

2?) Quantas raizes reais a equacao x3 — 3x2 + 7x + 1 pode apresentar no
intervalo 1—1, 1[?

Temos P(x) = x3 — 3x? + 7x + 1, entdo:
P(—1) = (-1 = 3(-1)*+ 7(-1)+1=-10<0
P1) =1 —-3(1)2+71) +1=6>0

Como P(—1) e P(1) tém sinais contrarios, a equacao pode ter uma ou trés rai-
zes reais no intervalo dado.
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3%) Determinar m de modo que a equacao:
X —=2x*+3x* —=56x2+x+(M—-3)=0
tenha ao menos uma raiz real compreendida entre O e 2.
A condicao para isso € que P(0) e P(2) tenham sinais opostos. Temos:
PO)=m-3 e P2)=m+3
Portanto:

PO)-P2)<0 = IM—-3)(M+3)<0 = -3<m<3

Interpretaciao geomeétrica

Se y = P(x) € uma fungao polinomial de coeficientes reais e variavel real x,

podemos, a cada par (X, y) da funcao, associar um ponto do plano cartesiano e,
assim, obter o seu grafico.

Exemplos:

1°) Graficodey = 2x — 1, x € R.

Considerando que dois pontos distintos determinam uma reta, vamos atribuir a
x dois valores distintos e calcular os correspondentes valores dey = 2x — 1.

YA

=
=
xy

P,(0, —1)

Obtemos P,(0, —1) e P, (1, 1) e tracamos a reta P,P,, que € precisamente o
grafico da fungao dada.
20) Graficodey =x2 —6x + 8, xER

0 grafico desta funcao € uma parabola com a concavidade voltada para cima,
eixo de simetria vertical, vértice no ponto V tal que

__b_ S S
XT3 e 4a 1
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e corta o eixo dos x nos pontos que tém como abscissas as raizes da equacaoy = 0,
isto €, nos pontos (2, 0) e (4, 0).

Fazendo a tabela:

7Y
X y ponto
0 8 A
1 3 B A i G
2 0 C ;
3 -1 D=V E
4 0 E B F
5 3 F l -
C\J/E X
6 8 G D=V
39) Graficodey = x3, x ER
Vamos inicialmente construir a tabela:
YA
X x3 ponto
3 2t G
2 8 A
-1 -1 B
1 1
2 8 ¢ e/F
0 0 D V4L X
B
1 1 E
2 8
1 1 F
3 27 A
2 &' ¢

Fundamentos de Matematica Elementar | B



EQUACOES POLINOMIAIS

Nestas condicdes, pesquisar as raizes reais de uma equacao polinomial
P(x) = O é localizar (quantos e onde) os pontos em que o grafico cartesiano da fun-
¢ao y = P(x) intercepta o eixo das abscissas (y = 0).

Assim, o teorema de Bolzano comporta uma interpretacao geométrica basea-
da, em resumo, no seguinte:

sinal de P(a) = sinal de P(b) = numero par de raizes reais

sinal de P(a) # sinal de P(b) = numero impar de raizes reais

Exemplo:
sinal de P(a) # sinal de P(b)

YA YA
P(a) P(b)

P(a)

P(b)
ndmero impar de raizes

sinal de P(a) = sinal de P(b)

P@)}---- P(b)

()] S U . P(a)

P(b) [ --------------+

P(a) '"‘:"—\

P(a)

Q

-
N—1<
ot---------

P(b)

ndmero par de raizes
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Qual das equacoes seguintes tem pelo menos uma raiz r, que satisfaz 1 <r < 2?
a)x*+23¢+x+1=0

b) X —=3x2+x—-4=0

c) 23 —7x>+4x+4=0

dx*-9x+4=0

e)x4+%x3+x+20=0

Considere a equacao P(x) = O, com coeficientes reais e o intervalo |—1, 2I.
Se P(—1) > 0 e P(2) > 0, qual das proposicoes abaixo é correta?

a) Existe um ndmero par de raizes reais ou nao existem raizes reais de P(x) = O
em ]—1, 2[.
b) Nunca existem raizes reais da equacao em ]—1, 2|[.

Pelo menos quantas raizes reais possui a equacao x® + ax? + bx + ¢ = 0, com
a,b,c eR?

Aequacao x" — 1 = 0,em que n € um ndmero natural maior que 5, tem para n par:
a) 1 raiz positiva, 1 raiz negativa e (n — 2) raizes complexas.
b) 1 raiz positiva, (n — 1) raizes nao reais.

Uma das raizes do polindmio x® + 4x? + x — 6 é 1. O que se pode afirmar sobre
as outras duas raizes?

Uma das raizes da equacao x> + (m + 1)x> + (m + 9)x + 9 =0 é —1.

Determine m para que as outras raizes sejam reais.

Mostre que a equagdo 1 000x% + 20x?> — 1 = 0 admite uma raiz positiva inferior
al
5
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Solugao
Facamos P(x) = 1000x® + 20x?> — 1 e calculemos P(0) e P(%):
P(0) = 1000(0)®> +20(0)? -1 =-1<0

1\ 1) 1Y . 1000 + 2500 — 3125 _ 375

Como P(0) - P(%) < 0, resulta que P apresenta um nimero impar de raizes

reais no intervalo ]0; %[ (teorema de Bolzano).

Quantas sao as raizes reais da equacdo x° — 10x?> + 5x — 1 = 0, no intervalo
10; 3[?

Dada a funcao polinomial f(x) = x3 + 2x, construa seu grafico cartesiano e, a
partir dai, estabeleca o nimero de raizes reais da equacao f(x) = O.

Determine a de modo que a equacédo x3 + x> + 5x + a = 0 tenha ao menos
uma raiz real no intervalo 1—2; O[.

Qual é o valor de k para que a funcadoy = x® — 2x2 + 3x — k tenha um zero entre
2e37?

Qual é o conjunto dos valores de k, para os quais f(x) = x> — 2x?> + 3x— k tem
um ou trés zeros reais entre 1 e 2?

Quais os valores de b para que a equacao 2x* + bx® — bx — 2 = 0 tenha quatro
solugoes reais e distintas?

0 polinémio de grau 3 cujo grafico esta esbogado na figura abaixo tem:
a) uma raiz igual a —2, uma raiz igual a 3 e uma raiz complexa.

b) termo independente igual a —3.

C) uma raiz real e duas complexas.

2 yT 3/
/

Qual das proposicoes acima € correta?

xy

-3
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O grafico abaixo € o de um polindbmio cujos zeros reais estao todos no trecho
desenhado.

YA

NI A
~_

Qual das proposicoes abaixo, sobre o polindmio acima, é correta?

a) Pode ser do 3° grau.
b) Pode ser do 5° grau.
c) Pode ser do 6° grau.

Um polinémio P do 5° grau com coeficientes reais tem duas raizes imaginarias.
Sabendo que P(—2) = —1,P(—1) = 2,P(0) = —4,P(1) = =7 e P(2) > 0, diga
quantas sao as raizes reais de P e em que intervalo estao.

Vamos desenvolver aqui um raciocinio que permite estabelecer se uma equa-
c¢ao polinomial de coeficientes inteiros admite raizes racionais e, em caso positivo,
vamos obter tais raizes.

Teorema das raizes racionais

Se uma equacao polinomial
Px)=ax"+a,_ x""*+a,_x""2+..+ax+a,=0(a, #0),de coeficien-
tes inteiros, admite uma raiz racional % emquep€Ee”Z,qe Zf € p e g sao primos

entre si, entdo p € divisor de a, e g € divisor de a,.
Demonstracgao:

Se % € uma raiz de P(x) = O, temos:

n—1 n—2
n’ q" n-1- 2n71 ta, ;- I:q)n72 1 0
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Multiplicando a equacgao por q", temos:
ap'+a, ,p" " g+ta, ,p" %>+ ..+apg *+a,q"=0
Isolando a p" e, depois, a,q", temos:
(1)ap'=—qla, ,p""*+a, p" 29+ ..+ apq 2+ a0
(2)a,q" = —plap"~*+a, ,p"%q+ ... +a,q"
Como a,, a,, a,, ...,a,, p € g sdo todos inteiros, decorre que:
a=[a, _,pt+a ,p'2q+ ..+ a9 ' éinteiroe
B=[ap~*+a, ,p" 2q+..+a,q " éinteiro.
Assim, retomando (1) e (2), vem:
WM& _veze @™ - pgez
q p
Isso significa que:
(1) a,p" € divisivel por q e, como p" e g sao primos entre si, a, € divisivel por q.
(2) a,q" € divisivel por p e, como g" e p s&o primos entre si, a, € divisivel por p.

Aplicagoes
1%) Quais sao as raizes racionais da equacao.
2x8 — bx5 + 4x* — 5x® — 10x®> + 30x — 12 = 07

As possiveis raizes racionais dessa equacao tém a forma % em que p é divi-

sor de —12 e q é divisor positivo de 2, isto é:

pe{-1,1,-2,2,-3,3,-4,4,-6,6,—-12,12} e q € {1, 2}
Assim, se a equacao tiver raizes racionais, essas raizes estao no conjunto:

1 1 3 3
{ 17 17 2' 27 31 31 41 4' 67 61 121 121 ?1 ?7 ?7 ?}

que foi obtido da tabela:

-1 1 -2 2 -3 3 -4 | 4 -6 | 6 —-12 | 12

-1/ 1 |-2|2 -3, 3| -4 4 |-6 6  -12 12
1 1 3 3
> 511 53 2| 2 3 3 6 6
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Fazendo a verificagcao para os 16 elementos do conjunto, vemos que as unicas

p s 1 .
raizes racionais sao 2 e - pois:

P(2) = 2(2)° — 5(2)° + 4(2)* — 5(2)® — 10(2)? + 30(2) — 12 =
=128 — 160 + 64 — 40 — 40 + 60 — 12 = 0

1\ (1Y (1. (1) (1) 12
P(?)_2<2) 5(2> +“(2) 5(2> 1O<2) *
1 .1 _5_ 1 _5_5 40—
+3O<?>—12—32 3 +4 3 > + 15 —-12

_1-5+8-20-80+96 _

32 0

e para os demais elementos P(x) # O.
2%) Quais sao as raizes inteiras da equacgao x® + 3x?2 — 3x — 9 = 0?
Temos:

pE{-1,1,-3,3-9,9 e q=1
entao % €(-1,1,-3,3, -9, 9}

Fazendo as verificagoes:

P(—1) = —4,P(1) = —8,P(—=3) = 0, P(3) = 36, P(—9) = —468 e P(9) = 936
portanto, a Unica raiz inteira é —3.

Observacodes

1?) O teorema anterior s6 se aplica a equacoes polinomiais de coeficientes
inteiros (todos). Nao € suficiente que o coeficiente dominante (a,) € o termo indepen-
dente (a,) sejam inteiros.

. - 5 i . .
Assim, por exemplo, a equacao x> — ?x + 1 = O apresenta as raizes racionais 2

1 . . .
e > enquanto o teorema anterior (aplicado erradamente) preveria apenas como
possiveis raizes 1 e —1.
2?) Se a equacao P(x) = 0, com coeficientes inteiros e a, # 0, admite uma raiz

inteirar = % entdo r € divisor de a, (termo independente de P).
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Assim, as possiveis raizes inteiras de 7x> + x* —x* — x2 —x + 6 = 0 sdo —1,
1,-2,2,-3,3,—6,6.

3?%) Se a equacao P(x) = 0, com coeficientes inteiros e coeficiente dominante

unitario (a, = 1), admite uma raiz racional % entdo essa raiz € necessariamente

inteira, pois q = 1.

Assim, por exemplo, qualquer raiz racional da equacao
X+ 113 - 7x2+4x—-8=0
€ necessariamente inteira, pois esta no conjunto {—1, 1, —2, 2, —4, 4, —8, 8}.

a) Quais sao os divisores de 127

b) Quais sao os divisores positivos de 5?

¢) Quais sao as possiveis raizes racionais da equacao
5X" 4+ 4x5 + 2x3 + x + 12 = 0?

Quais das fracdes abaixo podem ser raizes da equacao:
16x° + ax® + bx* + cx® + dx?2 + ex + 45 = 0 (a, b, ¢, d, e inteiros)?
3 357 6 5 7 11 9 13

4’78810 11" 12’ 13’ 15’ 16
Quais sdo as raizes inteiras da equacdo x> — 9x? + 22x — 24 = 0?

Solucao
Como o coeficiente de x3 € 1, as possiveis raizes inteiras da equacao sao
os divisores de —24, isto é:

1,-1,2,-2,3,—-3,4,-4,6, 6,8, —8,12, —12,24, —24.
Calculando o valor de P nesses nimeros, temos:

P(1) # O, P(—1) # O, P(2) # 0, P(—2) # O,

P(3) # 0, P(=3) # 0, P(4) # 0, P(—=4) # O,

mas P(6) = 0.
Dividindo P por x — 6:
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recaimos na equacgao x> — 3x + 4 = 0 cujas raizes sao complexas e nao
inteiras.

Resposta: 6.

Quais as possiveis raizes inteiras da equacao x® + 4x? + 2x — 4 = 0?

A equacao x™ + a, - x" "' + ... + a_ = 0 admite raizes reais fracionarias? Por
qué? Eventualmente, quais sao as raizes reais inteiras?

Pesquise as raizes inteiras da equacao x> — 9x? + 23x — 15 = 0.

Resolva a equacdo 2x* — 5x® — 2x2 — 4x + 3 = 0.

Solugao
Vamos inicialmente pesquisar raizes racionais da equacao. Se L é raiz,
entiop € {1, 1,3, -3} e q € {1, 2} q
P 43.341+ 13 3
portanto q E{l, 1,3, -3, 5 T T o [

Fazendo P(x) = 2x* — bx® — 2x? — 4x + 3, temos:
P(1) # 0,P(—=1) # 0,P(—3) # O

mas P(3)=0eP (%) = 0, portanto P é divisivel por (x — 3)<x = %)

N
I
o1
|
N
|
N
w

N
i
N
|
ik
o
N[ [ w

—2+*v4 — 16 4_16:_i+iﬁ

4 2~ 2

e 1 1, V3 1 V3
Resposta.S—{S, > ?+|7, > |7}.

Resolva a equacao x3 — 2x2 — x + 2 = 0.

Determine as raizes da equacao x> — 8x® + 6x2 + 7x — 6 = 0.
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Resolva: 2x8 + x5 — 13x* + 13x2 — x — 2 = 0.
Determine as raizes da equacao x® + 3x®> — 6x* — 6x3 + 9x> + 3x — 4 = 0.

Resolva a equacao x3 — 9x? + 26x — 24 = 0, sabendo que as raizes sao
numeros inteiros e consecutivos.

A equacado 4x3 — 3x2 + 4x — 3 = 0 admite uma raiz igual a i. Qual a proposicao
correta?

a) A equacao nao admite raiz real.
b) A equacao admite, como raiz, um ndmero racional.

Quais as raizes da equacado 3x® — 13x%2 + 13x — 3 = 0?

Resolva a equacao 15x3 + 7x2 — 7x + 1 = 0.

Resolva a equacdo x® — x* — 82x® — 281x? — 279x — 198 = 0.

Qual é o nimero de raizes inteiras da equacao x® + 8x* + 21x?> + 60 = 0?
Determine as raizes da equacado x3 + x2 — 4x + 6 = 0.

Resolva a equacao 5x3 — 37x? + 90x — 72 = 0, sabendo que admite raizes
inteiras.

Sabe-se que o nimero complexo i é solucdo da equacao x* — 3x> — 4 = 0.
Quantas raizes reais racionais possui essa equacao?

As equacoes (x —a)(x — b) =0 e x2 — 2 = 0,em que a, b sdo nimeros racio-
nais, podem ou nao ter raizes comuns? Justifique.

~ X X\ n\. . . n!
Resolva a equacao 4(3> 5(2> =5,emque ( p) indica o quociente —p!(n o)
~ Ax+2,4 L . n!
Resolva a equacao = 70, em que A indica o quociente ———.
Ao ' (n — p)!

a) Qual a equacao do terceiro grau, com coeficientes reais, que possui a raiz real
. 1 .

5 e a raiz complexa > (1 ++3 |)?

b) Determine quatro inteiros consecutivos n — 2, n — 1, n, n + 1, tais que o

cubo do maior seja igual a soma dos cubos de cada um dos trés outros.

Resolva a equacao 2% + 14 - 2% — 96 - 2% — 896 - 2% + 2048 = 0.
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I. Equac¢des fundamentais

150. Sejam f(x) e g(x) duas funcdes trigonométricas da variavel real x e sejam D, e
D, os seus respectivos dominios. Resolver a equagao trigonométrica f(x) = g(x) signi-
fica determinar o conjunto S, denominado conjunto solu¢ao ou conjunto verdade,
dos nimeros r para os quais f(r) = g(r) € uma sentenca verdadeira. Observemos que
uma condicao necessaria para que certo r seja uma solucao da equacao dada é que
reDjere D,

151. Quase todas as equacdes trigonométricas reduzem-se a uma das trés equacdes
seguintes:

1%) sen o = sen 3

2%) cosa =cos B

3Ntga=1tgB

denominadas, por esse motivo, equagoes fundamentais. Assim, antes de tudo, é ne-
cessario saber resolver as equacoes fundamentais para poder resolver qualquer outra
equagao trigonométrica.
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II. Resolucao da equag¢ao sen « = sen 3

152. Se sen o = sen B = OP4, entdo as imagens
de a e B no ciclo estao sobre a reta r que € perpen-

A
dicular ao eixo dos senos no ponto Py, isto €, estdo PﬁNP ;

\y

em P ou P'.

Ha, portanto, duas possibilidades: 0

cy

1%) o e B tém a mesma imagem, isto €,
sao congruos

ou

2%) o e B tém imagens simétricas em relagcao ao eixo dos senos, isto €, sao suple-
mentares.

153. Em resumo, temos:

a =B + 2kw
sena=senf = < ou

a=m— B + 2kmw

EXERCICIOS

290. Resolva as seguintes equagodes, para x € R:

= B e) sen ___\/5
a) senx—sen5 X=—
2 V3
b) cossec x = cossec =5 f) senx = -5
c) senx =0 g) senx =1
1
d) senx=? h) senx = —1
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Solucao
x =g + 2k

a) senx=sen%=> ou
—m T _Arm
X= 5+2k’n’— 5 + 2k

S={x€[R§|x:£+2k*n- ou x=4—ﬂ+2kﬂn-}

5 5
b) cossecx=cosse02—w:> L 1 =
S sen x o
SenT
X=2—7T+2k'n'
— sen x = sen 2% = 3
3 ou
x=w—2§+2k¢r
S={XER|X=2?TF+2K1T ou x=%+2k¢r}
X =0 + 2km

c) senx=0=sen0 = <{ou
Xx=a— 0+ 2kmw

S={x€ER|x=km}

_
X—6+2k’n
d) Senx=i=sen£:>
2 6 ou
X=fn'—%+2k'n'
S={x€R|x=%+2kw ou x=%n+2kw}
x =27 | ok
4
_ 2 51
€) senx = ——— =sen— = Jo0u
2 4 5
X:"IT—T'FQK"IT
_ _51T _ v
S= XER|X—T+2K’IT ou X——Z+2k7r
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x=£+2k’rr

f) senx=—3=sen£=> ou
2 3

X:ﬂ—%+2k’ﬂ

S={x€R|x:%+2kfn ou x=%+2kw}

g) senx =1 = sen % entao:
S={x€R|x=%+2k¢r}

h) senx = —1 = sen 3777 entao:

S={x€R|x:37w+2k7r}

291. Resolva as equacoes abaixo, no dominio R:

a) sen2x=% c) 2sen?x —3senx+1=0
b) sen?x — senx =0 d) 2cos?2x =1 — senx
Solucao
a) senx 1eentao

{xe[RiIx——+2kq-r ou x—%+2k¢r ou

_Im __m
X = 5 + 2km ou X = 6+2kw}

b) senx(senx — 1) =0 = senx =0 ou senx = 1, entdo:

S={XER|X=IMT ou x=%+2k¢r}
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C) senx = =
) 4

3*+x1
4

1 =
= senx=1 ou senx = DX entao:

S:{XER|X=%+2|(1T ou x=%+2k¢r ou x:%+2kw}

d 2-(1—sen?x)=1—senx = 2sen’x —senx—1 =0

1*+Vv1+8 1+3 1

resolvendo: sen x = = =1 ou ——
4 2
recaimos em equacoes fundamentais
senx=1 = x:%+2kw
1 ™ 7
= —— ===+ = —+

sen X > = X 5 2km ou X 5 2k

S={x€R|x:%+2kw oux:—%+2kwoux=%+2kfrr}

292. Resolva as equacoes abaixo:

T
a) senx = sen7

V3

b) senx = Y

c) sen?x =1

d) 2-senx —cossecx =1

e) senx +cos 2x = 1

f) cossecx =2

g) 2-sen’x=1

h) 2-sen?2x+senx —1=0
i) 3-1gx=2-cosx

)

j) cos?x =1 — senx

293. Determine os valores de x que satisfazem a equacao:

4sen*x —11sen?x+6=0

294. Resolva as seguintes equacoes:

a)sen2x=i c) sen(x—1>:ﬁ
2 3 2
b) sen 3x=% d) sen 2x = sen x
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Solucao

a) sen2x=i=sen1:>
> 5 ou

2x=w—%+2kw

S={XER|X=l+k’n’ ou x=5—w+kfrr}

12 12
m
3x =— + 2k
3 _\F2_ ™ 4 m
b) sen x—?—sen—=> ou
3X=Tr—%+2k'rr
™ 2Kkt ™ 2k
= = —— + = =4 ==
S {xe[RiIx e 3 o a 3}
T e
X——=—+ 2km
c) sen(x—1>=ﬁ=sen1 ou ° °
3 2 3 -
—_—_— = __+
X 3 ™ 3 2k

S:{xeRlx:%anm ou X=Tr+2k1'r}

2X = X + 2kmw
d) sen 2x = senx = J0U
2X = — X + 2km

S={X€[R§|X:2k7r ou x:1+&}
3 3

295. Determine x € R tal que:

a) sen 5x = sen 3x b) sen 3x = sen 2x

296. Resolva, em R, a equacao:
2senx|senx|+3senx =2

sen(x+y)=0

297.Resolva o sistema {
X—y=m
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III. Resoluc¢cdo da equagao cos o = cos 3

154. Se cos a = cos B = OP,, entdo as imagens de
a e B no ciclo estao sobre a reta r que é perpendicular VA
ao eixo dos cossenos no ponto P,, isto é, estao em P

ou P \ P

Ha, portanto, duas possibilidades: \

1%) o € B tém a mesma imagem, isto €, sao A
congruos 9] P,/ u

ou

2%) a e B tém imagens simétricas em relagao ao
eixo dos cossenos, isto €, sao replementares.

155. Em resumo, temos:

a =B + 2km
CoOsS a = Ccos B = qou = o= B + 2km
a=—B +2kmw

7

£

298. Resolva, em R, as seguintes equacoes:

a) cosxzcos% e) cosx =—1

21 1

= J—— f —

b) sec x = sen 3 ) COS X >
2

c) cosx=20 g) cosx=7
d) cosx=1 h) cosx=—§
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Solucao
a) cos x = cos5:>x 5
e
S=XxER|[x=*+t—+
{x | x = }
b) secx=se02—w:> = 1 :>cosx=cos2—ﬁrr
3 coS X Co2_q-r 3
3
S—{xE[Rlx=i2?ﬂ+2kfn}
c) cos x = 0 = cos —
2
S={x€R|x=%+k¢r}
d) cosx=1=cos 0
={x ER|x = 2km}
e) cosx=—-1=cosm
={XER|x=m + 2km}
e
f = —_—= —_—
) COS X 0053
S:{xeR|x=t%+2kw}
g) cosx—Q=cos1
2 4
S—{xeRlx—t%ukw}
51
h) cos x = ——— = cos —
) cosx = 6
S={xe[R|x=i%"+2k¢r}
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Resolva as equacdes abaixo, no conjunto R.
a) 4-cos?2x =3 c) sen?x =1 + cos x
b) cos?2x+cosx=0 d) cos2x+3-cosx+2=0

Solugao

a) cos2x:i => cosx=ﬁ ou cosx=——3 entao
4 2 2’
S={x€R|x=i%+2kfn ou x=i%+2kr}
b) cosx-(cosx +1)=0 = cosx =0 ou cosx = —1, entao
S={XER|X=%+|&’ITOUX=1T+2K1T}

c) 1 —cos2x =1+ cosx = cos?2x + cosx =0
€ recaimos no anterior.
d (2:-cos2x—1)+3-cosx+2=0 = 2-cos2x+3-cosx+1=0
-3+V9-8 -3=x1

1
COS X = = = c0SX=—1 ou COSX = ——
4 4 2

entdo S:{xeRlx:w+2kw ou x:t%"+2kw}

Resolva, em R, as seguintes equagoes:

a) cosx=—% f) 4cosx+ 3secx=8

b) cosxz—% g) 2 —2cosx=senx-tgx

c) cosx=§ h) 2 sen?x + 6 cos x = 5 + cos 2x
d) secx =2 i) 1+ 3tg2x=5secx

3 1
2y — i _ — =
e) 2c0s“X=Ccosx j) (4 sen? x) (4 cos? x) 0

Resolva as seguintes equagodes, em R:

7 [+ %)
a) cos 2x > C) cos (X 5
b) cos 2x = cos x d) cos (x - 1) =

4
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Solucao
a) 0032x=§= cos% = 2x = %+ 2k, entao:
LT }
S = {x ER|x e kr
2X = X + 2k
b) cos 2x = cos x = 40U entao:

2x = =X + 2Km

S={X€[R§|X=2k’rr ou x=%}

c) cos<x+%>zo=cos% = x+%=i%+2kw,entéo:

S = {XER|X—?+2KFR ou x——%+2kw}

d) cos x——>=1=coso = x—%=2k¢r,entéo:

S = { [R|X—T+2k1'r}

302. Resolva as seguintes equacgdes, em R:

a) cos3x —cosx=0 b) cos 5x = cos (x—%)

303. Dada a equacao (sen x + cos y) (sec x + cossecy) =

a) resolva-a se: x =y b) resolva-a se: sen x = cosy
304.Resolva a equacdo sen? x + sen? x + senf x = 3.
305. Resolva a equacao

sen(x+%>—sen(x—%)=\/§

+ =
306. Para que valores de t o sistema {X y=m

sen x + seny = logo t2 admite solucéo?
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IV. Resolucao da equacaotga = tg 3

156. Setga = tg B = AT, entdo as imagens de o e B estdo sobre a reta r determinada
por O e T, isto &, estdo em P ou P". ci

Ha, portanto, duas possibilidades: /r

1%) a e B tém a mesma imagem, isto €, P
sao congruos

ou A

2%) a e B tém imagens simétricas em re-
lacao ao centro do ciclo, isto €, sao explemen- P!
tares.

157. Em resumo, temos:

a =B + 2km
tga=1tgp = qou = a=p+ km
a=m+ B + 2Kkm

307. Resolva as equacoes seguintes:

a) tgx=1 d) tgx=0 g) tg3x =1
b) cotg x = V3 e) tg2x = V3 h) tg Bx = tg 3x
c) tgx = —V3 f) tg2x = tg x

Solucao

a)tgx=1=tg % entdo:

S={x E[Rlx=%+kﬂn-}
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b) cotg x = V3 tgx = — = —> = tg = entdo:
) g X = 1gX = 3 g6
S={x€R|x=%+kfn]

c) tgx=—-—3=tg 2% entdo:

S:{XER|X=2—1T+|(TI'}

3

d) tgx =0 = tg 0, entao:
S={€ER|x=kn}

e) tg2x=\/§=tg% - 2x=%+kfn,

entao:

S={x€R|x=1+k—ﬂ}
6 2

f) tg2x =tgx = 2x = x + Kk,
entao:
S={x€ER|x=kn}

tg3x =1 =t~ = 3x = = + km,
g) tg 3x g4:x4 Uy

entao:

s=|xerix=T + Xl
12 3

h) i85x =1g3x = Bx=3x + km = x=k77r
Notemos que, se k for impar, entao nao existe tg 5x e tg 3x, portanto:

S={xe[R§|x=%T,kpar}

308. Resolva as equacoes abaixo:
a) senx—V3-cosx=0 c¢) tgx + cotgx = 2

b) sen? x = cos? x d) sec?x =1+ tgx
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Solucao

a) senx =V3-cosx = §§2:=\/§ = tgx =13

S={x€R|x=%+kfn}

sen?x _

o x 1 = tg?x=1,

b) sen?x = cos?x =
entao:tgx =1 ou tgx = —1

S:{XER|X:%+|@T ou XI??TF‘T-FKTF}

1
=== 2y — 5 L =
c) tg x e x 2 > tgex—2-tgx+1=0

+ 14 —
tgx = # =1, entao:

S:{XER|X=1+KT}

4

d) sec?x=1+tgx = 1+tg2x=1+1tgx = tg2x —tgx=0 =
= tgx-(tgx—1) =0,

entao:tgx =0 ou tgx =1

S={XER|X=|MT ou X=%+k7r}

309. Resolva as equacoes abaixo:

a) tgx=tg% f) tg3x —tg2x =0

b) cotgx=cotg5?Tr g) tg2x = tg <x+%)

c) 3-tgx =13 h) tg4x = 1

d) cotgx =0 i) cotg2x=cotg<x+%)
e) cotgx = —1 j) tg22x=3
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310. Resolva as equacoes abaixo:
a) sec?x =2 -tgx

b) 1 :1_cosx

sen? x sen x

C) sen 2x - cos (x + %) = C0S 2X - sen (x + %)

d (1 —-tgx)(1 +sen2x) =1+ tgx
311. Resolva a equacao cotg x — sen 2x = 0.
312. Para quais valores de p a equacao tg p x = cotg px tem x = % para raiz.

313. Se a € a menor raiz positiva da equacao (tg x — 1) (4 sen?x — 3) = 0, calcule o
valor de sen* a — cos? a.

314. Determine as raizes da equacéo x2 — (2tga)x — 1 = O.

V. Equagoes classicas

Apresentaremos neste item algumas equacodes tradicionais em Trigonometria, su-
gerindo métodos para fazé-las recair nas equagoes fundamentais.

158.a-senx + b cosx =c (a, b, c € R¥%)

Meétodo 1

Fazemos a mudanca de variavel sen x = u e cos x = v e resolvemos o
sistema:

au +bv=c
uz+v2 =1

Tendo calculado u e v, determinamos os possiveis valores de x.
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Meétodo 2

Fazendo % = tg 0, temos:

b c
a-senx+b-cosx=c:>senx+?-cosx=?:>

sen 0
:>senx+tge-cosx=£:>senx+ :
a cos 0

c c
:>senx-cos@+senG-cosx=?~cose:>sen(x+e)=?-cose

e, assim, calculamos x + 0.

Meétodo 3
X 2t 112 - .
Fazendotg7—t,temossenx—1+t2ecosx—1+t2,entao.
_ 2t 1-12
a-senx+b-cosx=¢c = a :L+t2+b 1+t2—c:>

=S 2at+b—Dbt2=c+ct?2 = (c+bt2—2at+(c—b)=0
e recaimos em uma equacao do 2° grau em t. Observemos que este método falha
se m + 2k for solugao da equacao, caso em que a substituicao tg % = tnao tem

sentido.

\ v 7
/W

315. Resolva a equacao V3 - cos x + sen x = 1, em R:

Solugao
Método 1
Fazendo sen x = u e cos x = v, temos:
J[u +v-V3=1 (1
w+v2=1 (2)
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De (1) vem u = 1 — v - VY3 que, substituida em (2), acarreta:
(L-v-V32+v2=1= 42—-233-v=0

v=20 u=1-0-V3=1
entao J OU portanto 4 °Y

_ﬁ U:]_—ﬁ-\/é:—i

V=72 2 2

Existem, assim, duas possibilidades:

cosx=0,senx=1ex=%+2kﬂ

ou
N3 1 i
= — = —— =——+
CoS X 2,senx 2ex 5 2k
Método 2

™
senx+xf3-cosx=1:senx+tg?-cosx=1=>

I
sen —

= senXx + ccosx=1=

cos —
3

I v m
= senx-cos?+sen?-cosxzcos—:

x+ = =T 4 okr X = —— + 2km
T 1 3 6 6
:>sen<x+—)=?:> ou = {ou
™ 5 ™
+— ==+ 2K X =— + 2km
XT3 776 ™ 2
Método 3
_ 2
Senx_l,_\/é.cosle:i.i_\/é.l—t:l:
1+ t2 1+ t2

S2t+V3-V3-2=1+2=(1+V3)2—-2t+(1-+3)=0

Entao:

2+Va-4(1+V3)(1-V3) 2x23 ~
- 2(1 +3) “oLiva) 253

t
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Existem, assim, duas possibilidades:

t=tg>=1,2>=" 4 kmre x=— + 2knm

2 2 4 2
ou

X X ey ey
t=tg 2 @,,2 15 tkmex 5 + 2w

S = xeR|x:%+2kwoux:—%+2kw}

316. Resolva as seguintes equacoes, em R:

a) senx +cosx=—1
b) V3 - senx — cos x = —V3

317. Determine x tal que x E R e sen x + cos x = 1.

Solucao
Fazendo sen x = u e cos x = v, temos:

ut+tv=1 (1)
uz+v2=1 (2)

Lem@2:u2+1L—-u?2=1=2u2-2u=0

Existem, entdo, duas possibilidades:

u=0ev=1—-u=1ouu=1ev=1—-u=0

portantoSz{xERlx=%+2kTr 0ux=2k'n'}.

318. Obtenha as solucdes das equacgoes abaixo.

a) sen4x +cosdx =1

b) |sen x| + |cos x| = 1

319. Resolva no conjunto dos ndmeros reais a equacao sen 2x = 1 — cos 2x.
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320. Discuta a equagao em x: m - sen x + Cos x = m.

Solucao
Fazendo sen x = _ 2 € CoOS X = 1;»[2 temos:
1+ t2 1+ t2’ ’
2t 1-—t2

m - + =m 2mt + 1 — t2 = m + mt?
1+t 1+1t2 = =

sm+1)-t2—-2mt+(m—-1)=0
Esta dltima equacao tem solucao real se, e somente se, apresentar A = 0.
Entao:

A=4m2 — 4m + 1)(m — 1) = 4 = 0, o que ocorre para todo m real.

321. Discuta, segundo m, as equacoes seguintes:
a) m-cosx—(m-+1)-senx=m
b) senx + cosx =m

159.Y sen f;(x) = 0 ou X, cos f;(x) = 0

O método de resolucao consiste em transformar a soma em produto e estudar as
possibilidades de anulamento de cada fator.

"4 EXERCICIOS

322. Resolva as equacgoes, em R:
a) sen7x + senbx =0 c) sen4x —cosx =0
b) cos 6x + cos 2x = 0 d) cos 3x + sen2x =0

Solugao

a) sen7x +senbx =0 = 2-sen6x-cosx =0

Lo

6

12 possibilidade: sen 6x = 0 = 6x = km = x =
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22 possibilidade: cos x = 0 = x = % + Kkt

Kt 1
S—{XER|X—?OUX—?+WH’}

b) cos 6x +cos2x =0 = 2 -cos 4x-cos2x =0

1’f‘possibilidade:cos4x=O:>4x=1+K1T:>x=1+k—ﬂrr
2 8 4
2‘-"possibi|idade:cos2x=O:>2x=%+kw:>x=%+%"r
S—{XER|X—%+%OUX=%+%}
o) son s —son(F-=x) =0 2 2 sen (F = ) cos (3 - ) =0
¢ possibilidade: sen [2X — ) — ¢ o BX _ @ _
1 possmlhdade.sen(2 4> 0= > 2 km =
:x—l 2k
10 5
3x ™ 3X 0y
2 - —_—+ —| = — t—=—+
2% possibilidade 005(2 4) 0= > 7 > km =
:}le-k&
6 3
S={XE[RR|X=1+2KTr oux=1+—2kw}
10 5 6 3
d) cos3x+cos<1—2x>=o:>2~cos(i+1) cos<2—1>:o
2 2 4 2 4
S ey R B R R
12 possibilidade: 005(2 F 4> 0= > F 7 > + km =
:>x=%+2k’rr
5x 0y 5x ™ ™
2 : = _ | = == s
2% possibilidade 005(2 4> 0= > 2 > km =
3 2kt
=—+—
= X 10 5
S:{X€R|X:1+2kwoux=3—w+2ﬂ}
2 10 5
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323. Resolva as equacodes, em R:
a) senmx + sennx =0 (m, n € N*)
b) cosax +cosbx =0 (a, b & R*)

C) sen 2x = cos <x + %)

324. Resolva as seguintes equacgdes, em R:
a) senx + sen 3x + sen4x + sen 6x = 0 b) cos 3x + cos 7x = cos 5x

Solucao

a) (sen 6x + sen 4x) + (sen 3x + senx) =0 =
= 2-senbx-cosx+2-sen2x-cosx =0 =
= COS X - (sen bx + sen 2x) = 0 =

X 3x
2-cosx-sen—-cos— =0
= X 5 5
12 possibilidade: cos x = 0 = x = % + Kk
2% possibilidade: sen % =0=x= @
A - _m , 2km
3? possibilidade: cos - = 0= x= 3 + 3
™ 2Kk 1 2k
S {xe[RiIx = km ou X - oux = 3}

b) (cos 7x + cos 3x) —cosb5x =0 = 2 - cos bx - cos 2x — cos bx = 0 =

:>2-cos5x<cos2x—%>=0

o Gy K
a . = = — 4+ —
12 possibilidade: cos 5x = 0 = x 10 5
s 1 an
22 possibilidade: cos 2x = > =2 t—6 + Kk
™ Kkt 1y
= =— 4+ — =*x—+
S {XERlX i 5 ouXx = kq-r}

325. Resolva as equacoes:
a) sen bx + sen x = 2 - sen 3x
b) cos x + cos (2x + a) + cos(3x + 2a) = 0
C) sen 7x + cos 3x = cos bx — sen x
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326. Determine x tal que x € R e cos?(x + a) + cos?(x — a) = 1.

327. Determine x tal que sen 3x + cos 2x — sen x = 1.

EQUACOES

328. Determine o angulo x, medido em radianos, que satisfaz a igualdade:

a ™ V2
sen(x+7>+sen<x—7) —7

329. Dado o sistema

sen(x +y) +senx —y) =2
senx + cosy = 2

n ~ P ~ .
a) mostre que o par (Xg, Yo), COM Xo = 27 € Yo = ——, hao é solucao do sistema;

2

b) resolva o sistema, determinando todas as solugdes (x, Y).

330.Resolva,em R, sen x - cos x + senx + cos x + 1 = 0.

160.sen*x + cos*x = a (a €ER)
Para resolver esta equacao basta aplicar a identidade
sen? 2x

senx + cos*x =1 — ——5—— pois:

sen? x + cos?* x = (sen? x + cos2x)2 — 2 - sen? x - cos2 x =

sen 2x \? sen? 2x
2 _ o [SENX ), Sen” X
1 2 ( 2 ) 1 2

Temos, entao:

2
sen< 2x
sen“x+cos4x=a:>1——2 =a = sen?2x =2(1 — a).

Notemos que s6 existe solucao se O < 2(1 — a) < 1, isto é, se

%sasi
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161.sen®x + cos® x = a (a ER)

Resolver esta equacao aplicando a identidade:

_ 3sen?2x

sen®x + cos®x=1 7

, pois:

sen® x + cos® x = (sen? x + cos? x) (sen* x — sen? x - cos2 x + cos? x) =

2 2
sen< 2x sen< 2x
=(sen4x+cos4x)—sen2x-0032x=(1— )— =

2 4
3 - sen? 2x
=1 —
Temos, entao:
. 2 4 -4
sen®x + cos®x =a = 1—w=a = sen22x:Ta
.. - 4 — 4a . P
Notemos que so6 existe solucao se 0 < 3 = 1, isto é, se
i <a<1
i as

EXERCICIOS

331.Resolva a equacdo sen* x + cos* x = % em R.

Solugao

Decorre da teoria que:

3 1
22x =2 1——)=—
sen< 2x ( 2 >
portanto sen 2x = =+ 72 e entao:
0y KT 0y K
2X = — + — =—+ —
X 4 2 = X 8 4
0 KT
S=1XxER|x=—+—
{ | 8 4}
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332.Resolva a equacao sen® x + cos® x = 16
Solucao
Decorre da teoria que:

4 7

sen22x=i~(:L—a)=—~<:L——)=i
3 4

3 16

V3

portanto sen 2x = *= 7 e entao:

2x = =+ + kmr = x==

SR
3

333. Resolva as seguintes equacgdes para x € R:

a) sen*x + cos* x =

b) sen® x + cos® x

N[ o|o oo

c) sen*x + cos? x
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d) sen® > + cos® — =

e) sen®x +cosd3x=1

EQUACOES

7
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A

Inequacoes

I. Inequagdes fundamentais

162. Sejam f e g duas funcdes trigonométricas da variavel real x. Resolver a inequa-
cao f(x) < g(x) significa obter o conjunto S, denominado conjunto solugao ou conjunto

verdade, dos nimeros r para os quais f(r) < g(r) € uma sentenca verdadeira.

Quase todas as inequacoes trigonométricas podem ser reduzidas a inequagoes de

um dos seguintes seis tipos:

1®)senx>m
2% senx<m

3%) cosx>m

)

)

4%)cosx<m

59)tg x> m
)

6%)tgx<m

em que m é um numero real dado. Por esse motivo, essas seis sao denominadas ine-
quacoes fundamentais. Assim, é necessario saber resolver as inequacgoes fundamentais

para poder resolver outras inequacdes trigonomeétricas.
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II. Resolugcdodesenx>m

163. Marcamos sobre o eixo dos senos o vi
ponto P4 tal que OP4; = m. Tragcamos por P, a
reta r perpendicular ao eixo. As imagens dos
reais x tais que sen x > m estao na interse-
¢ao do ciclo com o semiplano situado aci-
ma de r.

Finalmente, descrevemos o0s interva-
los aos quais x pode pertencer, tomando o
cuidado de partir de A e percorrer o ciclo
no sentido anti-horario até completar uma
volta.

164. Exemplo de inequagdao senx > m

. . 2
Resolver a inequacao sen x = — 5, em R.

Procedendo conforme foi indicado, temos:

5

O+2k'n'$x<T+2k’n' VA
ou
7
T+2k’n’<x<21'r+2kfn'
S={XER|O+2kﬂ$X<%+2Kw ou %+2k7r<x<27r+2kw}
T 5 . .
Notemos que escrever T + 2km < x < 7 + 2km estaria errado pois,
7 5 . . .
como T > T nao existe x algum neste intervalo.
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ITI. Resolugdao de sen x < m

165. Marcamos sobre o eixo dos senos o
ponto P4 tal que OP4; = m. Tragamos por P, a
reta r perpendicular ao eixo. As imagens dos
reais x tais que sen x < m estao na interse-
¢ao do ciclo com o semiplano situado abaixo
de r.

Finalmente, partindo de A e percorren-
do o ciclo no sentido anti-horario até comple-
tar uma volta, descrevemos os intervalos que
convém ao problema.

Vi

166. Exemplo de inequagdo sen x <m

. ~ 1
Resolver a inequacao sen x < —, em R.

Procedendo conforme foi indicado, temos:

O+2kw$x<%+2kﬂ

ou

5%+2k1'r<x<27r+2k17

s={xeR|o+2kwsx<%+2kw ou %T+2k~n<x<2ﬂ+2k~n}

R 4 .
x EXERCICIOS
N

334.Resolva a inequacao O < sen x < % para x € R.
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335.

336.

337.

338.

INEQUAGCOES

Solugao

A imagem de x deve ficar na intersecao
do ciclo com a faixa do plano
compreendida entre r e s. Temos, entao:

O+2k¢rsx<%+2kﬂ

cV
Il
=

ou

2%+2kw<x£w+2kfn

S:{x ER|O+2kwsx<%+2kw ou 2%+2k1r<x£1'r+2kfrr]

Resolva a inequacao sen x = 0, sendo x € R.

Resolva a inequacao sen x < ———, em R.

2

. .1 V2
Resolva a inequacao Y = senx < - para x € R.

. . V3
Resolva a inequacao |sen x| = - em R.

Solucao V)

S
senxs—T 3

T

3
+V3
|sen x| = == ou 3
V3 7
sen x = ——

2
E]

A imagem de x deve ficar na intersecao 2

do ciclo com o semiplano situado abaixo

cV

. . . 4 : 5
de r ou com o semiplano situado acima Tﬂ M Tﬂ
de s.

Assim, temos:
T okm<x<2T A < 5

= 4+ 2km oU — + 2km = x = — + 2k

3 3 3 3

sz{x ER|E + 2km < x < 2T 4+ 2k ou 4—“+2k¢rsxs5—“+2kﬂ}
3 3 3 3
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1
339. Resolva a inequacao |sen x| < DX em R.

340. Resolva a inequacao |sen x| > % para x € R.

341.Resolva a inequacdo 2 sen? x < sen x, para x € R.

Solugao

Vv
2 sen? x < sen x & i

o 2sen?x —senx< 0 &
1
@0<senx<?

Examinando o ciclo trigonométrico,
obtemos:

2k1‘r<x<%+2kfn

ou

%“+2kw<x<w+2kw

S={x€R|2kw<x<%+2k¢r ou 5%+2k7r<x<frr+2kfn-}

342. a) Para quais valores de x existe log, (2 sen x — 1)?
b) Resolva a equacao, em R:

log, (2 senx — 1) = log, (3 sen?x — 4 sen x + 2)

IV. Resolugcdaodecosx>m

167. Marcamos sobre o eixo dos cossenos o
ponto P, tal que OP, = m. Tragamos por P, a
reta r perpendicular ao eixo. As imagens dos

cy

reais x tais que cos x > m estao na intersegao
do ciclo com o semiplano situado a direita de r.

Para completar, descrevemos os inter-
valos que convém ao problema.
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168. Exemplo de inequagao cos x > m

Resolver a inequacao cos x > % para x € R.

Procedendo conforme foi indicado, temos:

2kw$x<%+2kfn'

ou

cy

ﬂT“+2kw<x<2w+2kw

S:{XER|2KT$X<%+2KW ou £61T+2kfn'<x<2’rr+2kﬂ'}

V. Resolucdaodecosx<m

169. Marcamos sobre o eixo dos cossenos o
pontoP,talque OP, = m.TracamosporP,areta
r perpendicular ao eixo. As imagens dos reais
X tais que cos x < m estao na intersecao do
ciclocom o semiplano situado a esquerdade .

Completamos o problema descrevendo
os intervalos que convém.

170. Exemplo de inequagdo cos x < m

. _ 1
Resolver a inequagao cos x < -5
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Procedendo conforme foi indicado,
temos:

27 Pty
—_— X< — .
3 + 2km < X 3 + 2k

cy

S={xeR|%T+2k¢r<x<%T+2k¢r}

R/
K

343. Resolva a inequacao —% <cos x <0, parax € R.

Solucao
. ) . ~ T AL
A imagem de x deve ficar na intersecao 2
do ciclo com a faixa do plano
compreendida entre r e s. Temos, entao:
3 —— ° u
s:{xeR|1+2kwsxs—“+2kw} 2
2 2
3m
2

344.Resolva a inequacao cos x = —%, em R.
. N 2
345. Resolva a inequagao cos x < - para x € R.

346. Resolva a inequacao —g =COS X = % para x € R.
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V3
347.Resolva a inequacao |cos x| < - em R.

5
348. Resolva a inequacao |cos x| > 3 em R.

349. Resolva a inequacao cos 2x + cos x < —1, parax € R.
Solucao
cos2x + cosx=—1 & (2cos?2x—1)+cosx=<-1 &
1
o 2c0s?2xtcosx=0 & —?scosxso
Examinando o ciclo trigonométrico, obtemos:

S:{XER|%+2kwsxs2Tw+2kTr ou 4%+2kwsxs37w+2kw}

350. Resolva a inequacdo 4 cos? x < 3, em R.

351. Resolva a inequacgdo cos 2x = cos X, para x € R.

352. Resolva a inequacao sen x + cos x = % para x € R.

Solucao

senx+cosx>%@senx+sen(%—x>> =4

2
s s \2 s 1
2 - — ——|=— - | =—
= sen 2 cos (x 2 ) > & Cos (x 2 ) >
Fazendo x — % =y, temos a inequacao cos y = % Examinando o ciclo, vem:

2kay<%+2kw

ou

5?“+2k¢rsy<2w+2kw
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™
como x =y + T vem:

S:{x ER|1+2kwsx<7—“+2kw ou
4 12

23w Ot
S okmsx<——+
12 2Kk < X 2 2k7r}

353. Resolva a inequacdo sen x + cos x < 1, em R.

354. Determine o dominio da funcao real f dada por f(x) = | %, em R.

Solucao

COS 2X
I) Devemos ter ——— = 0
COS X

Il) Fazendo cos x =y, temos:

cos2x>0@2y2—12

CcOS X y

0

Ill) Fazendo o quadro de sinais:

2 2
2 0 2 N
2y2 — 1 + - - + Y
y - = + +
2
-1 - — +
y

concluimos que o quociente € positivo para:

V2 V2
_ — = < = —
> =sy<O0 ou y>2
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IV) Examinando o ciclo trigonométrico, temos:

T4 Ok < x = =% 4+ Okgy
5 2 4
—7scosx<0<:> ou
57 37

— + 2k =X < — + 2km
4 2

2k1-r$xs%+2kfrr

V2

cosx?T@ ou

%+2kw$xs2w+2kw

S={x ER|%+2k¢r<xs%Tw+2kw ou

5—w+2k'n'$x<3—7r+2k1'r ou
4 2

2k7r$x£%+2kfn' ou %+2kﬂ$xS2ﬂ+2kﬂ}

355. Resolva o sistema abaixo:

VI. Resolugdo de tg x > m

171. Marcamos sobre o eixo das tangen-
tes o ponto T tal que AT = m. Tragamos a
reta r = OT. As imagens dos reais x tais que
tg x > m estao na intersecao do ciclo com o an-
gulo rOV.

Para completar, descrevemos os interva-
los que convém ao problema.
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172. Exemplo de inequagao tgx > m

Resolver a inequacao tg x > 1, em R.
Procedendo conforme foi indicado, temos:

™ T

ou

S 3w
1 + 2k <x < > + 2Kk

que podem ser resumidos em:

U m
2 + ko <x < > + K

S={XER|%+kfn’<x<%+kw}

VII. Resolugaodetgx <m

173. Marcamos sobre o eixo das tangen-
tes o ponto T tal que AT = m. Tracamos a
reta r = 6_? As imagens dos reais x tais que
tg x < m estdo na intersecao do ciclo com o
angulo vOr.

Para completar, descrevemos os interva-
los que convém ao problema.

174. Exemplo de inequagao tgx <m

Resolver a inequacao tg x < V3, em R.
Procedendo conforme foi indicado, temos:
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ay T
= —_ l/
O+2k1‘r\x<3+2k'rr 3
ou
T ook < x < 2T 4 ok
5 <X 3 0
ou A
R
3 u
7+2k’n’<x<2fn'+2k'n'

S=1XER|2K#SX<%+2M ou %+2k7r<x<4?w+2k7r ou

37“+2kw<x<2w+2kw}

>

4
| y
\>3A

356. Resolva a inequacao |tg x| < 1, para x € R.

.4

EXERCICIOS

Solucao

ltgxl<1 e —1<tgx<1

A imagem de x deve ficar na intersecao
do ciclo com angulo rOs. Temos, entao:

o+2kwsxs%+2kw

ou

3—Tr+2k1'r X<5T+2K1T ou 7T-|—2k1'r X < 2w + 2k

4

S={x€[R€|2kTr<x %+2kw ou %Tﬁ+2k7rsxs%r+2kw ou

%‘T+2kfrr<x<2frr+2kfrr}

193
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Equacdes exponenciais
e logaritmicas

I. EquacgoOes exponenciais

61. Como haviamos dito quando do primeiro estudo das equacdes exponenciais,
voltamos novamente a esse assunto.

Abordaremos agora as equacoes exponenciais que nao podem ser reduzidas a
uma igualdade de poténcias de mesma base pela simples aplicagao das proprieda-
des das poténcias.

A resolucao de uma equacao desse tipo baseia-se na definicao de logaritmo,
istoé,se0<a#1leb>0,tem-se:

( a*=b © x=log,b )

EXERCICIOS

223. Resolva as equacoes:
a) 2x=3 b) 523 =3
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224,

225.
226.

227.

2 |

EQUACOES EXPONENCIAIS E LOGARITMICAS

Solucao
a) 22=3 = x=1log, 3
S = {log; 3}

2x
b) 523 — 3 — 55_3:3:25X=375:>X:|0g25375

S = {log,s 375}

Resolva as equacoes:

a) 5 =4 e) 5% 3=0,5
b) 3* = % f) 31 =2
c) 7™ = g 72°¥*=5
d) 3¥) =5

Resolva a equacao a* = b,coma>1eb > 1.

O crescimento de certa cultura de bactérias obedece a funcdo X(t) = Cek, em
que X(t) € o nimero de bactérias no tempo t = O; C e k sao constantes posi-
tivas (e é a base do logaritmo neperiano). Verificando que o ndmero inicial de
bactérias X(0) duplica em 4 horas, quantas delas se pode esperar no fim de 6
horas?

Solucao
X(t) = Ced =9 X(0)=C-e°=C
X(4) = C - e*k = 2C (duplica em 4 horas)
LetM=2=K= €r212 =¢ni2
Entao, parat = 6, vem:

X6)=C-ett2=c.en?=c.2\2

Resposta: Ao final de 6 horas, o nimero de bactérias é 22 vezes o valor
inicial.

Uma substancia radioativa esta em processo de decaimento, de modo que no
instante t a quantidade ndo decaida é A (t) = A (0) - e=3t, em que A (0) indica a
quantidade da substancia no instante t = 0. Calcule o tempo necessario para
que a metade da quantidade inicial se decaia.
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228. A lei de decaimento do radium no tempo t = 0 é dada por M (t) = Ce X, em
que M (t) é a quantidade de radium no tempo t; C e k sao constantes positivas
(e € a base do logaritmo neperiano). Se a metade da quantidade primitiva M (0)
decai em 1600 anos, qual a quantidade perdida em 100 anos?

229. Resolva a equacdo 23x2 = 32x+1

Solucao
23x (23)x 8
3x—2 — Q2x+1 Z  _ 22x., — 22, [
2 3 :>22 3 3:>(32)X 22 -3 = o 12 =
8 X
= (—) =12 = x = logg 12
9 9
S = {log§ 12}
9

230. Resolva as equacoes:
a) ox = 3x+2 C) 5x—1 = 34-2x
b) 72x—1 — 33x+4
231. Resolva as equacoes:
a) 3 = 2x4 2x*1
b) 5% + 5><+1 = 3X 4+ 3x+1 + 3x+2
C) 2x+1 — X = 3x+2 — 3x
232.Resolva a equacgdo 232 - 3x-1 = g,

233. Resolva as equacoes:

a) 4 -5-2+6=0 d) 321 -3l 42 =0

b) 4 —-6-2X+5=0 e) 41— 2xt4 4 15 =0
18

c) ¥ -3+ -4 =0 f) 31+ 22 =29

234.Resolva a equagao 4* + 6% = 9%,
235. Resolva a equagao 4* = 2 - 14X + 3 - 49%,
236. Resolva a equacdo a® + a* = 1, supondo 0 < a # 1.

237.Resolva o sistema de equacoes:
642 + 642 = 40
64ty =12
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II. Equacdes logaritmicas

Podemos classificar as equacoes logaritmicas em trés tipos:

62. 1° tipo:log, f(x) = log, g(x)

E a equacado que apresenta, ou é redutivel a, uma igualdade entre dois logarit-
mos de mesma base a (0 < a # 1).

A resolucao de uma equacao desse tipo baseia-se na quarta consequéncia da
definicao.

Nao nos devemos esquecer das condicoes de existéncia do logaritmo, isto €&,
a base do logaritmo devera ser positiva e diferente de 1 e o logaritmando devera ser
positivo. Assim sendo, os valores encontrados na resolucdo da equacao sé serao
considerados solugoes de equagao logaritmica proposta se forem valores que satis-
facam as condigoes de existéncia do logaritmo.

Esquematicamente, temos:

Se0<a=#1,entao
log, f(x) = log, g(x) = f(x) = g(x) > O.

63. Exemplos:
1°) Resolver a equacao log, (3x — 5) = log, 7.
Solugao
logr (BXx — 5) =log, 7T=>3x—5=7>0
Resolvendo
Xx—5=7T=>x=4

x = 4 é solucao da equacao proposta e nao ha necessidade de verificar-
mos, pois 7 > 0 é satisfeita para todo x real.

S = {4}

2°) Resolver a equacao logs (2x — 3) = logs (4x — 5).

Solucao

logs (2x — 3) = logz (4x — 5) =2x -3 =4x—-5>0
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Resolvendo
2Xx—3=4x—-5b=x=1

x = 1 nao é solugcao da equacao proposta, pois, fazendo x = 1 em
4x — 5,encontramos 4 -1 — 5 = —1 < 0; logo, a equacao proposta nao
tem solugao. Chegariamos a mesma conclusao se, em vez de fazerx = 1
em 4x — 5, o fizéssemos em 2x — 3,ja que 2x — 3 = 4x — b.

S=0

3%) Resolver a equacao logs (x2 — 3x — 10) = logs (2 — 2X).
Solucao

logs (x2 — 3x — 10) = logs (2 — 2x) = x2 — 3x — 10 =2 — 2x > 0.
Resolvendo

x2—3x—10=2—-"2x=>x2—-x—-12=0=x=4 ou x= —3

X = 4 nao € solugao, pois, fazendo x = 4 em 2 — 2x, encontramos
2-2-4=-6<0.

x = —3 é a solucao, pois, fazendo x = —3 em 2 — 2x, encontramos
2—-2-(-3)=8>0.
S ={-3}

64. 2° tipo:log, f(x) = a
E a equacdo logaritmica que apresenta, ou é redutivel a, uma igualdade entre

um logaritmo e um numero real.

A resolucao de uma equacao desse tipo € simples; basta aplicarmos a defini-
¢ao de logaritmo.

Esquematicamente, temos:

Se0O<a#1lea€R,entdo
log, f(x) = a = f(x) = a.

Nao precisamos nos preocupar com a condicao de existéncia do logaritmo;
sendo O < a # 1, temos a* > 0 para todo « real e consequentemente f(x) = a* > 0.
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65. Exemplos:
1°) Resolver a equacao log, (3x + 1) = 4.

Solucao

logy(Bx +1)=4=3x+1=2=3x=15=x=5
S = {5}

2°) Resolver a equacao logs (x2 + 3x — 1) = 2.

Solucao

logs (x> +3x —1)=2=x>+3x—-1=3F=2x2+3x—-10=0=
=>Xx=20u= -5
S = {2, -5}

3°) Resolver a equacao log, [1 + logs (1 — 2x)] = 2.

Solugao

log, [1 + logs (1 —2x)] =2 =1 + logz (1 — 2x) =22 =
=log;(1—2x)=3=>1-2x=33=x=—13
S ={-13}

66. 3° tipo: incognita auxiliar

Sao as equacoes que resolvemos fazendo inicialmente uma mudanca de in-
cognita.
67. Exemplos:

1°) Resolver a equacao log3 x — log, x = 2.

Solucao
A equacao proposta é equivalente a equacao
(logy X)2 — logo x — 2 =0

Fazendo log, x =y, temos:y? —y —2=0=y=2o0uy = —1.
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Mas y = log, x, entao:

logo,x =2=x=22=4

1
Iog2x=—1=>x=2‘1=5

2 + logs X logs x

logs x * 1 + logs x =2

2°) Resolver a equacao

Solucao
Fazendo logs x =y, temos:

2 +y y
y 1+y

=22 +3y+2=22+2y=sy=-2

=2=R2+y)@A+y)+y2=2y 1+y) =

1
Mas y = logs X, entdo: log; x = —2 =>x = 372 = Y

238. Resolva as equacoes:
a) log, (3x + 2) = log, (2x + 5)
b) logs (5x — 6) = logs (3x —5)
c) log, (5x2 — 14x + 1) = log, (
d) logy (3x2 — 4x — 17) = Iog; (2x2 — Bx + 3)
e) log, (4x2 + 13x + 2) = log, (
f) Iogl (5x2 — 3x — 11) = log1 (3x2 — 2x — 8)

239. Resolva as equacoes:
a) logs (4x —3)=1
b) logi (3 +5x) =0

2
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c) logs (3x2+ 7x+3)=0

d) log, (2x2 + Bx + 4) = 2
e) logs (22 — Ox + 4) = —2
f) Iogz (-12=2
g) log, (x2 — 4x + 3) = >

240. Aumentando um numero x em 16 unidades, seu logaritmo na base 3 aumenta
em 2 unidades. Determine x.

1 5
241. Determine o valor de x para que (Iog; x> logs 323
2

8

242. Resolva as equacoes:

a) logs (logo x) = 1
b) log% [logs (logs x)] = O
c

) |0g% {logs [log> (3x — 1)} = O

) logsy [1 + logz (1 + logs x)] = O

) log {2 - logs [1 + log, (x + 3)]} = 2

f) logs[1 + 2 -log, (3 — log, x?)] =1

g) log, [2 + 3 -logz (1 + 4 -log, (Bx + 1))} =3

O QO

243.Resolva a equacao: logs [log, (3x2 — Bx + 2)] = logs 2

244.Resolva as equacoes:
a) xlogy (x+3) = 7
b) xo& x-52 = 9
c) xlog ( x+32 = 16
d) (Vx)oe0®+2 = 2 - logg V27
245. Resolva o sistema de equacoes:
2 —x¥V=1
{|0g2 y = x

246. Resolva as equacoes:

a) log2x — 2 -loggx —3 =0 d) logy X(2 - logy x — 3) = 2
b) 6-logsx — 7 -logox +2=0 e) 2-logix +2=>5"log,x
c) logx(logx —1)=6 f) log3 x = 4 - log x
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247. Determine a solucao real da equacao 3 -3%3=2.
1
Sugestao: - 2y.

248. Resolva as equacoes:

t 2
a)5—Iogx 1+logx

b) 3 + logs X N 2 —logox _ 5
log, X 3 — log, x 2

0 logs x n logs x + 2 :E
1 + logs x logzx +3 4

1—logx 1+logx _
2+logx 2—logx
1—logox 2—logrx 4 —logrx 5 — log,x

€) 2—Iog2x_3—|og2x:5—Iog2x_6—log2x

d)

249. Resolva a equacao log, (2x + 3) = 2.

Solucao

O0<x#1 (1)
log,(2x + 3)=2= { e
2x+3=x2 (2

Resolvendo (2), temos:
x2=2x+3=x2-2x—-3=0=x=3 ou x= —1.
Somente x = 3 é solucao, pois deve satisfazer (1).

S = {3}

250. Resolva as equacoes:
a) log, (3x2 — 13x + 15) = 2
b) log, (4 — 3x) =2
c) logy_o (2x2 — 11x + 16) = 2
) logg; (2x2+5x+6)=4
) logy 1) —x2+x—3)=3
f) logy + 2 (X3 — 7x% + 8x + 11) = 3
) 108 — 4 (2x3 —x2 — 18x + 8) =3

251. Resolva a equacao logy + 1) (x2 + x + 6) = 3.
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Resolva a equagao log ; 3 (Bx2 — 7x — 9) = 108« + 3 (x2 — 2x — 3).

Solucao

lOg(X + 3) (5X2 = = 9) = |0g(x + 3) (X2 — 2X — 3) =

e

O0<x+3=%#1
=
Bx2 —7x —9=x2—-2x—3>0

Resolvendo:

BxX2 —7x—9=x2—-2x—3 = 4x2—-5x—6=0=x=2 ou x=—%;
X = 2 nao é solucado, pois, fazendo x = 2 em x2 — 2x — 3, encontramos
22-2-2-3=-3<0.

3 3
= — Zé solucao, pois, fazendo x = — Zem x> —2x—3 eemx + 3,

encontramos, respectivamente:

Resolva as equacoes:

a) log, (4x — 3) = log, (2x + 1)

O

log, (Bx + 2) = log, (3x + 4)

o O

)

)

) 108x+1) (3X + 14) = logx+1) (2 — X)

) l0gy+5) (3x? — 5x — 8) = log5) (2x% — 3X)

e) loguoy — 4) (5X2 — 15X + 7) = logay — 4) (X* — 3x + 2)

f) |Og(x +2) (3X2 — 8x — 2) = |0g(x +2) (2)(2 — bx + 2)

Resolva as equacoes:

a) log2(5x — 6) — 3 - log, (5x —6) + 2 =0

b) log2 (x + 1) = 2 + logy (x + 1)

c) 2-108%, 5 (4 —x)—5-logz 2 (4—x+2=0

Fundamentos de Matematica Elementar



EQUACOES EXPONENCIAIS E LOGARITMICAS

255. Resolva as equacoes:
a) log, (x + 1) + log, (x — 1) = 3 b) logs (2x — 1)2 — logz (x — 1)2 =2

Solucao

a) Antes de aplicarmos qualquer propriedade operatéria, devemos es-
tabelecer as condigdes de existéncia para os logaritmos.
Assim sendo, devemos ter:

X+1>0=>x> -1
@ =x>1 (1)
X—1>0=>x>1

Resolvendo a equacao proposta para x > 1, temos:
logo (X + 1) +1log, (x — 1) =3 =logy [(Xx + 1)x —1)] =3 =

SX+1)x—-1)=22=x2-9=0=x=30ux = —3.
Somente x = 3 € solucao, pois satisfaz a condicao (1).
S = {3}

b) Estabelecendo a condicao de existéncia dos logaritmos, temos:

(2x —1)2>0 1
{ @ }:x#—ex;ﬁl (1)

(x — 12> 0 2
Resolvendo a equacao proposta para x # > e x # 1, temos:
2x — 1)2
logs (2x — 1)2 — logs (x —1)2 = 2 = logs ﬁ -2
2x =12 2x—1‘_
—(x—1)2 =3¢ = 1 =3=
X1 g - 1-3(x-1)ox=2
x—1
= ou
2x — 1 4
1 =-3=>2x—-1= —3(x—1):x—€
Os dois valores encontrados sao solucoes, pois satisfazem a condi-
cao (1).

256. Determine as raizes da equacao
og (x + 5 ) + log [x — 5) = 1og 2
og (x 3 og (x 3—og9.
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257. Determine a solucao real da equagao log 2* + log (1 + 2X) = log 6.
258. Determine a raiz real da equacao x + log (1 + 2¥) = x - log 5 + log 6.

259. Resolva as equacoes:

a) log, (x —3) +logo, (x +3)=4

b) log, (x + 1) + log, (x — 2) = 2
) logx +log (x —21) =2
d) logy (Bx — 2) — logox — log, (x — 1) = 2
e) logz (Bx + 4) — logzx — logz (x —2) =1
f) Iog% (Bx + 2)2 — Iog% (2x — 3)2 = —4

g) logss (x + 2)% + logge (x — 3)? = 1
260. Resolva a equacao (0, 4)082x+1 = (5,25)2l0gx3,
261.Resolva a equacao log, (91 + 7) — log, (3* 1 + 1) = 2.

262. Resolva as equacoes:

a)MZQ o Iog(\lx+1+1):3
logs (4x — 15) log Ix — 40
log, (35 — x¥)
o, 5 —x) o

1
263. Resolva a equacao - 10g; (x — 16) — logs (Vx — 4) = 1.
264.Resolva a equacdo logs (4% + 15 - 2X + 27) = 2 - logs (2¥2 — 3).

265. Resolva a equacgao log, (x — 2) + log, (3x — 2) = log, 7.

Solucao
Vamos estabelecer, inicialmente, a condigao de existéncia dos logaritmos,
isto é:

X—2>0=>x>2
2}:>x>2 (1)

X—2>0=x 3
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Resolvendo a equacao, temos:
log, (X — 2) + 1085 (3x — 2) = log, 7 = logy [(Xx — 2) (Bx — 2)] = log, 7 =

1
S>X—2)3x—2)=7=x=3 ou x= -3
Somente x = 3 é solugao, pois satisfaz a condicao (1).

S = {3}

266. Resolva as equacoes:
a) log, (x + 4) + log, (x — 3) = log, 18
b) logs (1 — x) + logs (2 — x) = logs (8 — 2x)

c) logs (x + 1)+ logs (x —5) = logs (2x — 3)
2 2 2

d) log (2x + 1) + log (4x — 3) = log (2x2 — x — 2)
e) logy, (4 — 3x) — logo (2x — 1) = log, (3 — x) — logy (x + 1)

f) log, (x+ 13x) + colog, (x + 3) = log; (3x — 1)
3 3 3

g) log (2x2 + 4x — 4) + colog (x + 1) = log 4

267.Resolva a equacao 2 - log (log x) = log (7 — 2 - log x) — log 5.

1 9
268. Resolva a equacgao log V7x + 5 + > log(2x + 7) =1 + log >

269. Resolva as equacoes:
12

logg X

a) Vlog x = log Vx c) loggx3 =5 +
b) log™tx =2 + log x 1

270.Resolva a equagao logs (3* — 1) - logs (31 — 3) = 6.

271.Resolva as equacoes:
a) log2x3—20-log\Vx + 1 =0
b) log, 5V5 — 1,25 = log2 \5
|Og8 (%)
) X/ _3
logg x

272.Resolva a equacdo x2 + x - log 5 — log 2 = 0.
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273. Resolva o sistema de equacoes:
X+y=7
|0g2 X + |0g2 y = |0g2 12

Solucao

Aplicando a propriedade dos logaritmos na segunda equacao, temos:
log, X + log, y = log, 12 = log, (xy) = log, 12 = xy = 12.

O sistema proposto fica entao reduzido as equacodes

X+y=7
Xy = 12

cujas solucdoes saox =3 ey=4oux=4ey=3.
S ={3,4),(4,3)}

274.Resolva os seguintes sistemas de equacgoes:
X+y=6
a)
|Og2 X+ |Og2 y = |Og2 8

4y = 8
b) {logz X — |Og2 y = 2

X2 + y2 = 425

{Iogx+|ogy:2

22 +y=175

{2-Iogx— logy =2 -log 2 + log 3

2%y =512
e) log\xy =1 + log 2

275. Resolva o sistema de equacoes:
/%81 (x+y) = Blogs(x—)
1
|Og2 X + |Og2 y = E

276. Resolva o sistema de equacoes:

|0g3x + |0g3y =3
logz x + cologzy = 1
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Solugao

Lembrando que cologz y = —logs y e fazendo a substituicao logs x = a e
logz y = b no sistema proposto, temos:

atb=3
{a—b=1 = a=2¢eb=1
Mas a = logz x e b = logs Yy, entao:
logsx =2=x=9
logsy=1=y=3

S ={(9, 3)}

277.Resolva os seguintes sistemas de equacgoes:
3-logx—2-logy =0 o 2-logy, x + 3 -logyy =27
4-logx+ 3-logy =17 5-logox—2-log,y=1

278. Resolva os sistemas de equacgoes:

X
logs (xy) - loga (7) = -3
logZ x + logdy =5

279.Resolva a equacdo 4 - x0g2x = x3,

Solucao

Aplicando o logaritmo de base 2 a ambos os membros, temos:
4 - x'o82x = x3 = |og, (4 - x°82%) = |og, X3 = log, 4 +

+ (logy x) - (logo X) = 3 - log, x = (logy, x)2 — 3 - logox +2 =0
Fazendo log, x =y, temos:

y2—3y+2=0=y=1o0uy=2.

Mas y = log, X, entao:

logox =1=>x=2

logopx =2=>x=4

S = {2, 4}

280. Resolva os seguintes sistemas de equacoes:
a) 9. Xlog3x — X3 C) 16Iogx2 = 8x e) 32 -log, 3 — Xlogx 3x
b) x'°€x =100 - x d) 9'°ex3 = 27x
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281. Resolva a equacao 2/0&(? — 6+ 9) — 32 -log, x—1,

282. Resolva as equacoes:
a) log (X°€X) = 1 c) VxlogWx = 10

b) xl°ex—1 =100

283. Resolva as equacoes:
a) X3 log2 x —% -logx — 100 %”/1_0
b) xlog3 x — loggx3 — 33 logyy; 4 + 8
c) Xlog2 x=3-logx+1 = 1000

284.Resolva a equacdo log, (2 - x*2 — 1) = 2x — 4.

4x—6 + 1
285. Resolva a equacao 3 + log, (X—> = 2x.

2
286. Resolva os sistemas de equacodes:
{x-y=16 {x-y=32 {Iog5x+3'0gsy=7
a
log, x = 2 + log, y xog,Y = 64 X = 512

287.Resolva equacao log, (x — 2) = log, (x2 — x + 6) + log, (2x + 1).
2

Solucao

Estabelecendo inicialmente a condicao de existéncia dos logaritmos,

temos:
X—2>0=>x>2
X2—-XxX+6>0=>VXER t=>x>2 (1)
2x+1>0=x> — %
Aplicando as propriedades e transformando os logaritmos a base 2,
temos:

log, (x — 2) = log, (X2 — X + 6) + logy-1 (2x + 1) =
= log, (x — 2) = logy, (X2 — x + 6) — log, (2x + 1) =

_ x> —-x+6 =
= log (x=2) = log; =5 m == x =2 =50
=2x2—-3x—2=x2—-x+6=x2-2x—8=0= Xi4 ~ .
X = —2 (nao convém)

S = {4}
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288. Resolva as equacoes:
a) logs (x + 2) — logy (x — 6) = logz (2x — 5)
3
b) log, (x + 2) + log, (5 — x) + colog, (x — 1) = log, (8 — X)
2 2

c) logs (x2 — 2x + 2)+ log, (2x + 1) = logs (x — 4)

wl=

289. Resolva a equacdo log3 x — 9 - logg x = 4.

Solucao

logzx — 9 - loggx =4 = loggx — 9 - logxax —4 =0 =
= loggx — 3 - log, x — 4 = 0.

Fazendo log, x =y, temos:
y2—3y—4=0=y=40uy=—1,masy = log, x, entdo:

logo x =4 =x =16

1
logo x = -1 =>x=—+

2
1
S = {16, E}

290. Resolva as equacoes:
a) loggx —5-loggx+1=0

b) logs x — logg x8 = 1

c) logg x = 2 + logg X2

291. Resolva as equacoes:
2
a) Vliogx* + 4 - log, /7 =2

b) V1 + logo x + V4 - logg x — 2 = 4

292. Resolva a equacao:

1+ logy (x — 4)

g (13- -3 -
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Resolva os sistemas de equacodes:
1
) Iog>1 (y — x) + Iog2— = -2
a
X2 + y2 =25

loge (X2 + 1) — logs(y —2) =0
b) {Iogz (X2 —2y2+ 10y — 7) =2
{mgg (X2 + 2) + logg; (y2 + 9) = 2
2-logy (x +y) —logr(x —y) =0
logs (log, x) + log, (log, y) = 1
{Iogg x —logyy = a
e)
log, x — loggy = b

Resolva a equacao log, x + log, 2 = 2.

Solucao

Lembrando que log, 2 , temos: log, X + ——

1
- |Og2
Fazendo log, x =y, vem:

log, '

1
y+7=2:y=1

mas y = log, X, entdo logr, X = 1 = x = 2.

S = {2}

Determine o conjunto solucao da equacao
log,s (x — 3) — log1e (X — 3) = 1, em que x > 3.

Sejam a e b dois nimeros reais,a >0 eb > 0,a # 1, b # 1. Que relacao
devem satisfazer a e b para que a equagao x2 — x (log, a) + 2 log, b = 0 tenha
duas raizes reais e iguais?

Determine o valor de x, sabendo que log, x = logx x? + log, 2

Determine o valor de x, sabendo que log2 x + logeea=1,a>0,a # 1,x # 1.

Resolva a equacao log, (x + 1) = logy.1) X, €M que x € um nidmero real.
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300. Resolva as equacoes:
a) log, x = log, 2
b) loggx =1 + log, 9
C) logox — 8- loge2 =3
d) logyx 2 +4-log,x2+9=0

301.Resolva as equacoes:

a) logs x - [log, 5V5 + logys 5V56 = —V6

b) {1 + log, V27 - logsx + 1 =0

302.Resolva a equacao 1 + 2 - log, 2 - log, (10 — x)

- |0g4 X’
303. Resolva os sistemas de equacoes:
o8, x + logy - 2
a) Ogy X ng y = 2
xy = 8
3:(2:logpox —log,y) =10
xy = 81 g
- 1 2 10gp 25 (4 — X)
304. Resolva a equacao l0gs (X + 3) + log, B+x)
305. Resolva a equacao log, 2 - Iog%6 2 = Iogsi4 2.
Solucao
1 1 _ 1

Iogx2-log%2=logé2 = =

082X log, % log, é

X X
= Iog2x~log21—6= Iogza = log, X - (logo x — 4) = logo X — 6

Fazendo log, x =y, vem:

yiy—4)=y—6 = y2—-5y+6=0 =y=2 ou y=3
mas y = log, X, entao:

logobx =2 = x=4

logobx=3 = x=8

S = {4, 8}
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306.

307.

308.

3009.

310.

311.

312.

313.

EQUACOES EXPONENCIAIS E LOGARITMICAS

Resolva as equacoes:
a) log, 3 - Iog%3 + Iog%S =0

3 2
b) logay (7) +logs 27x2 = 5

N S S S
© log 8 " log, 8 ' l0gsn 8

d) logy X2 — 14 - l0gye X3 + 40 - logg, VX = 0

Resolva a equacao

log 1 10 - logyo (X2 — 3x + 2) = =2 + log_1_ 10 - logyo (x — 3).
VI+x VT+x

Resolva a equacao
Xlogg x2 — logy (2x) — 2 + (X + 2)Iog(x+2,2 4 _ 3.

Resolva as equacodes, sabendo que 0 < a # 1:
a) log, (ax) - log, (ax) = Iogaz%
b) 2 -log,a + log,xa + 3 -log,a=0

c) log, (ax) - log, x = 1 + log, Va

l0ga2,; @

08y, a + log,, a - Iog% 2x=0

Resolva a equacao, sabendo que a e b sao reais positivos e diferentes de 1:
logo x 2 - logs X

= log.- X - log, X
log3 a logs a &a &
b

Resolva a equacao log, x + logs x + log, x = 1.
Resolva a equacdo, sabendo que O < a # 1 : 1008 (¢ = 3x+5) = 3log, 10,
Resolva a equacao:

log (a — x) 2 — loga-b 4

1 log (x + b) - loga-b) (X + b)

sabendoquea>b >0 e a—b # 1.
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314.Resolva os sistemas de equacoes:
x2 + 4y3 = 96

2 liog, 2 = log,, 4

y - xlogyx = X2

log,y - log, (y —3x) = 1

X-logyy - Iog% 2 =yy (1 — log, 2)
logz 2 -logyax =1

b)

c)

logo (x +y) —logzs (x —y)=1
315. Resolva o sistema: {ngi(yz :y)2 g ( )

316. Resolva o sistema:

|0g2 X + |0g4y + |0g4 z=2
logsy + logg z + logg X = 2
logs z + logie X + 10815y = 2

317. Sendo a e b reais positivos e diferentes de 1, resolva o sistema:
{ax - b¥ = ab
2 - log, x = Iog%y~ logyz b

318.Resolva o sistema de equacoes:
{loglz X (|0g2 X + |0g2 y) = |0g2 X
logs x - logz (X +y) = 3 - logs X

319. Resolva os sistemas de equacoes parax > 0ey > O:
XY = y12 XY = y3 XY =y
a) {nyry — X3 {yx+y — X6 y3 {2)( =3y

320. Resolva os sistemas de equacoes:
xlogy + ylogx = 200
{\/W =y
xl08y 4 ylogx = 200
b) {m ~ 1024
{Xlogy + ylogx =20
log Vxy = 1
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Inequacoes exponenciais
e logaritmicas

I. Inequacgdes exponenciais

Como haviamos prometido no primeiro estudo de inequagdes exponenciais,
voltamos novamente a esse assunto.

Enfocaremos neste capitulo as inequagcdes exponenciais que nao podem ser
reduzidas a uma desigualdade de poténcias de mesma base por meio de simples
aplicacoes das propriedades de poténcias.

68. Aresolucdo de uma inequacao desse tipo baseia-se no crescimento ou decres-
cimento da fungao logaritmica, isto €, se a* > 0,b >0e 0 <c # 1, tem-se:

) log, @ > logc b, sec > 1
(1) &>b & log. a* < log, b, se0<c<1

log, a* < log, b, sec>1
2 X
(2) @ <b < Yjog,a* > log, b, se0<c<1
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b EXERCICIOS

321.Resolva as inequacoes:

a) ¥ > 2 b) 231 s%

Solucao

a) Tomando os logaritmos de ambos os membros da desigualdade na
base 3 e mantendo a desigualdade, pois a base do logaritmo é maior
que 1, temos:

3¥*>2 = logg33*>logz2 = x-logs3 >logz2 = x> logsz 2

A escolha da base 3 para o logaritmo visou obter uma simplificagao
na resolugao. Obteriamos o mesmo resultado se tomassemos os lo-
garitmos em qualquer outra base.

. 1 . .
Por exemplo, tomando os logaritmos na base — e invertendo a desi-

gualdade, temos: 2
(Iog% 3<0)
F>2 = Iog%3x< Iog%2 = X Iog%3 < Iog%2:>
logs 2
> >
= X Iog%S = X > logz 2

S={xx€€RIx>logs 2}

1 = 8 = 2 =>Iog88xslog8%=>xslog8%

1 23
3x-1 —_ — == = =
b) 2 = 5 = 5 = 5

S={x€R|x<Ioggg}

322.Resolva as inequacoes:

a) 4>7 ¢) 2942 > 9 o) 32 <l g 20<s
X
b) (%) <5 d) 5% 1<3 fy 3% >4
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323. Resolva a inequacdo 32x~1 > 23x+1

324.

325.

326.

327.

328.

329.

330.

Solugao
2x

32x—1 > 23x+1 = 3? > 23x. 9 =

9

9 \x 9\
= <§) > 6 :Iog%(s) >

—

S={x€lR|x>Iog%6

Resolva as inequacodes:
a) 2x> 31
1 2x—3

b 23xfl < (_)

) 3
Resolva as inequacgodes:
a) 5> 3* + 3«1
b) 33X 4+ 3x+1 = X — 2><—1
C) X 4 2x+1 + 2x+2 > 3x+1
d) 33X + 3x+1 + 3x+2 < 2X*2
e) X 4 ox+1 _ 2x+3 < 5x+2

Resolva as inequacgodes:
a) 23x+1 . 52x—3 > 6

Resolva as inequacgoes:
a) X-5-3F+6>0
b) A — X2 1 3 <0
c) 25 —-5—-6=0

32)x ox
523;)( >2:3 = §>6 =

Iog%6 = x>|og%6

<1)2x+3 ix-3
—_— > -
c) 5

d) 2xf2 > 32)(,1

— 3x
— X
— 5X*1

b) 32x—1 . 25—4x >5

d) 43 — 26— 3 <0
e) 25+ 51 + 4 <0
f) 29+ 324+ 4>0

Resolva a inequacao 9% — 6% — 4* > 0.

Resolva a inequacao 4* — 6

-100+ 8- 25 < 0.

Resolva a inequacdo 4**1 — 8 - 6% + 93 = 0.

Fundamentos de Matematica Elementar | 2



INEQUACOES EXPONENCIAIS E LOGARITMICAS

II. Inequacoes logaritmicas

Assim como classificamos as equacoes logaritmicas em trés tipos basicos,
vamos também classificar as inequagoes logaritmicas em trés tipos:

69. 1° tipo:log, f(x) > log, g(x)

E a inequacao redutivel a uma desigualdade entre dois logaritmos de mesma
basea (0 <a # 1).

Como a funcao logaritmo € crescente se a > 1 e decrescente se 0 < a < 1,
devemos considerar dois casos:

1° caso

Quando a base é maior que 1, a relacao de desigualdade existente entre os
logaritmandos € de mesmo sentido que a dos logaritmos. Nao nos devemos esque-
cer de que, para existirem os logaritmos em R, os logaritmandos deverao ser positi-
VOS.

Esquematicamente, temos:

Se a > 1, entao
log, f(x) > log, g(x) < f(x) > g(x) > O.

2° caso

Quando a base € positiva e menor que 1, a relacao de desigualdade existente
entre os logaritmandos € de sentido contrario a dos logaritmos. Também nao nos
podemos esquecer de que 0s logaritmandos deverao ser positivos para que os loga-
ritmos sejam reais.

Esquematicamente, temos:

Se 0 < a < 1, entao
log, f(x) > log, g(x) & 0 < f(x) < g(x).

Agrupando os dois casos num s6 esquema, temos:

f(x) >g(x) >0 sea>1

log, f(x) > log, g(x) < ou
0<f(x)y<gx) se0<a<1
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70. Exemplos:

1°)Resolver a inequacao log, (2x — 1) < log, 6.

Solucao
Observe que a base € maior que 1; logo, a desigualdade entre os logarit-

mandos tem 0 mesmo sentido que a dos logaritmos.

1 7
logo (2x — 1) <l0g 6 = 0<2x~1<6 = 5 <x<—

1 7
S—{XERl ?<X<?}

2°%) Resolver a inequacgao log, (X2 — 4x) > log; 5.
3 3

Solucao

Observe que agora a base € menor que 1; logo, a desigualdade entre os
logaritmandos tem sentido contrario a dos logaritmos.

logy (x> — 4x) > log, 5 = 0<x?> —4x<5 =
3 3

X2 —4x>0 = x<0 ou x>4 (S
e

=
X2 —4x<5 = xX2—4x—-5<0 = -1<x<5 (Sy

S 0 4
1 T @ Q@ T = X
| | | I
-1 | |
< @ [ [ # > X
| | | |
s,Ns, it O © & > X
0 4

S=S,NS,=xeRI-1<x<0 ou 4<x<b5b}L

3°)Resolver a inequacao logs (x2 — 2x — 6) = logg 2.

Solucao

logs (X2 —2x — 6) = logs 2 = X2 —2x—6=2 =
= x2-2x—8=0 = x=-2 ou x=4
S=XERIXx<-2 ou x=4}
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71. 2° tipo:log, f(x) S k

E a inequacao logaritmica redutivel a uma desigualdade entre um logaritmo e
um numero real.

Para resolvermos uma inequacao desse tipo, basta notarmos que o nimero
real k pode ser assim expresso:

k =k - log, a = log, a*
Portanto, sao equivalentes as inequacoes
log, f(x) > k < log, f(x) > log, a*
e
log, f(x) < k & log, f(x) < log, a*

Pelo estudo ja feito no tipo anterior, temos, esquematicamente:

f(x) > ak sea>1
logafX)>k ©10 < fix) <ak se0<a<1

0<f(x)<ak sea>1
loga f(X) <k & 1£(x) > ak se0<a<1

72. Exemplos:

1°)Resolver a inequacao logs (3x + 2) < 2.

Solugao

2 7
logs(Bx +2)<2 = 0<3x+2<3% = -3 <x<3

2 7
S—{XER| —?<X<?}

2°)Resolver a inequacgao log, (2x*> — 3x) > —1.
7

Solucao

-1
1
log, (2x> —3x) > -1 = 0<2x?> — 3x < <?> =
2

3
2x2—3x>0 = x<0 ou X>—= (Sy)

= ®

1
22 —3x<2 =2 2% -3x-2<0 = —?<x<2 (Sy)
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Y ——4-——-0o
- — = ——ON|w

le

S ——O— — —
\
x

S={XER|—%<X<O ou %<x<2}

3°) Resolver a inequacao Iog% (2x2 — 7x + 5) = —2.

Solucao

1 =2
Iog%(2x2—7x+5)s—2 = 2x2—7x+5><?) =

S22 —7x+5=29 =2 22— 7x—4=0 = x=< —

N[
o
[
>
\%
IS

1
S—{XER|X$—7

ou x= 4}
13. 3° tipo: incognita auxiliar

Sao as inequacdes que resolvemos fazendo inicialmente uma mudanca de
incognita.

74. Exemplos:
Resolver a inequacao logg x — 3 - logg x + 2 > O.
Solucao
Fazendo logs x =y, temos:
yY2—-3y+2>0 = y<1 ou y>2 masy = logsX, entdo:
logsx <1 = 0<x<3! ou loggx>2 = x>32=9

S=)XERIO<Xx<3 ou x>9}
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EXERCICIOS

331.Resolva as inequacoes:

a) logs (bx — 2) < logs 4 e) Iog% x2—1)> Iog% (B3x + 9)
b) logps (4x — 3) < logp3 5 f) Iog% x2+ 1)< Iogl_l0 (2x — 5)
c) Iog% Bx—1)= Iog% (2x + 3) g) log (X2 —x —2) <log (x — 4)

d) log, (2x2 — Bx) < log, 3
332.Resolva as inequacoes:
1 3
a) logs (x2 — x) > logp » B b) Iog% <x2 - X - Z) >2—log, 5
333.Resolva a inequacao log x — colog (x + 1) > log 12.
334.Resolva as inequacoes:

1 1
=
logo X jog, VX + 2

a) logs (2 = x) < logy (x + 1) b)

335. Resolva as inequacoes:

a) log, (3x +5)>3 e) Iog% (X2 +4x — 5) > —4
b) logy (4x — 3) =2 f) Iog§<2x2—x—%>>1
c) logo (X2 +x—2)<2 g) log (x2 + 3x + 3) >0

d) logy 2x2 —6x+3)<1 h) logos (X2 — 4x + 1) = 0

336.Resolva a inequacao log, (2x — 3) > 0, para 0 < a < 1.

337. Resolva as inequacoes:
1
a) 2<log, (Bx+1)<4 c)§<log%(2x)<1
b) 2 <log, (3—2x)<3 d 0O<logz(x2—4x+3)<1

338.Resolva a inequacao 1 < logo (x — 1) < 2,com x > 1.
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339. Resolva as inequacoes:

a) |logo x| > 1 d) |2+ log, x| = 3
b) llogs (x — 3)| =2 e) llogs (x> — 1)/ <1
c) |log x| <1

340. Resolva as inequacoes:
a) 3-loggx+5-loggx—2=<0 d) 1 <log2x <3

b) loggx —3-log;x —4>0 e) log*x —5-log2x+4<0
2 2 1 1
c) log x < 4 ) <1

log, x logo x — 1
3441. Determine as solugdes da desigualdade 2 (log, x)2 — log, x > 6.

342.Resolva as inequacoes:
a) logox —6-log,2+1>0

b) logo x — log,8 —2=0
5\2
c) (logy x)* — (Iogé T) — 20 -log, x + 148 <0
2

343. Determine os valores de x que verificam a desigualdade
1 1
loge X + log,e — 1

344.Resolva a inequagdo 1 — /1 — 8(Iog% X)? < 3- Iog% X.

log, x4
|0g2 X2 - 4

> 1.

345. Resolva a inequacao Iog% 8 + Iog% 8 <

. 1+ logZ x
346.Resolva a inequacao ———— > 1, para 0 < a < 1.
1 + log, x

347. Resolva a inequagao log, (x — 3) + log, (x — 2) < 1.
Solucao

Antes de aplicarmos as propriedades operatérias dos logaritmos, deve-
mos estabelecer a condicao para a existéncia dos logaritmos, isto é:

Xx—3>0 = x>3

e e = x>3 (1)
X—2>0 = x>2
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Resolvendo a inequacao, temos:

logo (X = 3) +logo (x —2)<1 = log, x —3)x—2)=1 =

=5 xX—-3)(x—-2)<2 > x2-5x+4=<0 = 1<x<4 (2)
A solucao da inequacao proposta sao os valores de x que satisfazem
simultaneamente (1) e (2); portanto:

(1)

[ Xl

(2)

> — 4 ——Ow

w
-9
N

\/
x

(1 N (2

S={(xeRI3<x=<4}

348.Resolva as inequacoes:
a) logs (3x +4) —logs (2x —1)>1

b) log, x + log, (x + 1) < log, (2x + 6)

c) logy, (Bx + 2) —logy, (1 — 2x) > 2

d) log (2x — 1) — log (x + 2) < log 3

e) logs (x2 + x — 6) — logs (x + 1) > logs 4

f) Iog% (x—1)+ Iog% Bx—2)= -2
349. Determine os valores de x para 0s quais log o x + l0g40 (X + 3) < 1.

350. Resolva as inequacoes:

a) log, V6x + 1 + log, Vx + 1 > log, 3
b) log, (8x) — log, VX — 1 — log, Vx + 1 < log, 3

351.Resolva a inequacdo log, (2x2 + x + 1) — log, (2x — 1) < 1.

352. Resolva a inequacao log, {Iog% (logs x)] > 0.

Solucao

log, [Iog% (logs x)]>0 = Iog%(log3 X)>1 = 0< Iog3x<%:
= 1<x<+3
s=xeRI1<x<3
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353.Resolva as inequacoes:

a) logy (logo x) < 0 d) log; [logs (logs )| > 0
b) log; (Iog% x) =0 e) log [Iog3 (Iog% x)] <0
c) log, (Iog% x) =1 f) log, [Iog% (Iog3 x)] >1

354. Determine o conjunto solucao da inequacao logs [Iog; x| = 0.
3 3

355.Sendo a > 1, resolva a inequacao log, (log, x) < 0.

356.Se 0 < a < 1, resolva a inequagao log, (Iog% x) < 0.

357. Resolva a inequacao log, [Iog% (log, x)] = 0, paraa > 1.
358.Resolva a inequacao Iog% [Ioga (log, x)] <0,para0 <a<1.

359. Resolva as inequacoes:
a) log, {1 + logs [log, (x2 — 3x + 2)]} =0
b) Iog% [log, X2 — 5)] >0

1
c) log, <Iog% m) <0

X2 — 2x
d) |Og% <|Og8 ﬁ) <0

360. Determine o dominio das funcoes:

a) f(x) = Vlogy x d) f(x) = 3Hog% (logs x)
_ _ X2+ 2x — 7
b) f(x) = 4 Iog% X e) f(x) = \/Ioggﬁ

0 0= o oy ] R

361. Determine o dominio da funcao f dada por f(x) = /Iog% (x — 1).

3 - 2x
1—-x

362.Resolva a inequacao .|10g, <1.
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363.

364.

365.

366.

367.

368.

369.

370.

371.

372.

2 |
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Resolva as inequacodes:

log, (4x2 — 9x + 5) log, [logy (x — %)
a)(%>? > 2 c) <%> (& ]<1
b) 3Iog% (x2 + 6x) = S_:IEL d) (1725)1 — log3 x < (0,64)2 + Iog@ X

. - 1
Resolva a inequacdo x2 ~ l0g2x — log;x* > ~

Determine os valores de a para que a equagdo x2 — 4x + log, a = 0 admita
raizes reais.

Solucao

A equacao admitira raizes reais se o discriminante da equagao nao for
negativo (A = 0).

1
A=16—4-log,a=0 = log,a < Z:o<a<“6
Resposta:0<a<§1/§.

Determine os valores de a para 0s quais as raizes da equacao sao reais:
a) x2—2x —log,a=0 c) x¥2—x-logsa+4=0
b) 3x2 —6x + loga=0 d) x2—x-log,a+ log,a=0

Determine o valor de m para que a equagao x2 — 2x — log;o m = 0 n3o tenha
raizes reais.

Determine o valor de N para que a equagdo x? — 2x + log;o N = 0 admita duas
raizes de sinais contrarios.

Determine o valor de t para que a equacao 4* — (loge t + 3) 2 — loge t = O
admita duas raizes reais e distintas.

Determine a para que a equacdo 3x2 — 5x + log (2a2 — 9a + 10) = 0 admita
raizes de sinais contrarios.

Resolva as inequacdes:
a) (4—x3)-log, (1 —x)<0 b) (5x2 +x — 6) - logs (3x —4) =0

2

1
Resolva a inequacao x'e* - log x < 1.
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373. Resolva a inequacdo log, (2x2 — 5x + 2) > 1.

Solugao

Antes de resolvermos a inequacao, devemos levantar a condicao para a
existéncia do logaritmo.

2x2—5x+2>0:>x<%0u x> 2

1
e :>O<x<§oux>2 (1)
O<x#1

Como a base x pode ser maior ou menor que 1, devemos examinar dois
casos:
1°) Sex > 1 (2), temos:

log, (2x2 —Bx +2)>1=2x2 —Bx +2>x=2x2—-6x+ 2> 0=

3 -5 3+15

> ou x> > (3)

= X<

A solucao neste caso é dada por:

QN[
N

(1) O X
1
(2) O > X
3-45 3+45
2 2
(3) O O > X
3+45
2
mNENE) > X

3+\B}

Slz{xERlx> >
2°) Se 0 <x <1 (4), temos:

log, (2x2 = Bx +2)>1=2x2 —6x +2<x=>2x2—-6x+2<0

3-15 3+15
=T o< ==

2 2 )
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INEQUACOES EXPONENCIAIS E LOGARITMICAS

A solucao neste caso é dada por:

il
2 2
(1) O O X
o 1 ! 1
(4) o—— O > X
35! 3+ 45
2 2
(5) o— O—» X
3-5 il
2 2
MmN @N(©5) Oo—C > X
s —{ R 320 i}
2 = X E | 2 X< 2

A solucao da inequacao proposta é:

- 1 +
S=81U82={XE[RI3 \/g<x<— ou x>3 \/E}
2 2 2
374. Resolva as inequacoes:
a) loge (x +2) <1 f)|ogxif3>1
b) loga3x? <1 g) logyie) (X2 —x—2)=1
c) log, (X2 — Bx + 4) < 1 h) |og2x+5<x_5)2>o
X (#52)\2x — 3
d) log, X+5 i) | <i> 0
)ng6_5x<_ 1) Ogm3>

€) 108341 2 < &
375. Resolva a inequacao log, (2x — 1) < 2.

. 1
376. Para que valores de a e b se tem a desigualdade: log, (a2b) > log,, (;)?

377. Resolva a inequacao log, (x — 1) - Iog% (3x — 4) > 0.

378. Resolva a inequacdo x'°&* *1 > g2 x para a > 1.
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