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Polinomios

I. Polinomios

35. Fungdo polinomial ou polinémio

Dada a sequéncia de nimeros complexos (a,, a,, a,, ..., @ ), consideremos a
fungéo: f: C — C dada por f(x) = a; + a,x + a,x* + ... + a x". A fungado f € denomi-
nada funcao polinomial ou polindmio associado a sequéncia dada.

Os numeros a, a,, a,, ..., 8, sao denominados coeficientes e as parcelas a,

a,x, a,x? ..., a x" sao chamadas termos do polinémio f.

Uma funcao polinomial de um Unico termo é denominada funcao monomial ou

monomio.

36. Exemplos:

As seguintes aplicagcoes sao polindémios:
fix) =1+ 2x+ 3x* - 5x% ondea, = 1,a, =2,a,=3ea,=—5
gx) =1+ 7x%ondea,=1,a, =a,=a,=0ea,=7

h(x) = 5x — 3x%,onde a, =a,=0,a, =5ea, = -3
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POLINOMIOS

Valor numeérico — Raiz
Dados o nimero complexo a e o polindmio f(x) + a, + a,x + ax*> + ... + a x",
chama-se valor numérico de f em a a imagem de a pela fungao f, isto é:
fla) =a, +aa+a@ +..+aa"
Assim, por exemplo, se f(x) = 2 + x + x% + 3x8, temos:
f2)=2+2+22+3-28=32
1) =2+ (-1) + (12 +3- (-1 =-1
fA+ip=2+@++@A+iP+3Q+i2=
=2+1+i+1+2i-1+3+9 -9-3i=-3+09i
Muitas vezes, para simplificar a notacao, escrevemos apenas
f=a, +tax+ax +..+ax
para simbolizar um polindbmio f na variavel x. Neste caso, f € o mesmo que f(x).

Em particular, se a € um ndmero complexo e f € um polinémio tal que f(a) = O,
dizemos que a € uma raiz ou um zero de f. Por exemplo, os nimeros —2 e —1 sao
raizes de f(x) = 2x + 3x® + x3, pois:

f(—2) = 2(=2) + 3(—2)2 + (-2 =0
f(—1) = 2(—=1) + 3(—1)* + (-1 =0

Neste paragrafo vamos estabelecer o que sao dois polindbmios iguais e
como se pode constatar a igualdade de dois polindmios examinando apenas seus
coeficientes.

Polinomio nulo

Dizemos que um polindmio f é nulo (ou identicamente nulo) quando f assume
o valor numérico zero para todo x complexo. Em simbolos indicamos:

f=0 o fx) =0, YxeC
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Coeficientes do polinomio nulo
Teorema

Um polinbmio f € nulo se, e somente se, todos os coeficientes de f forem nu-
los. Em simbolos, sendo f(x) = a, + a,x + a,x*> + ... + a x", temos:

Demonstracgao:

(<) E imediato que a,=a, =a,..=a, = 0acarreta:
fix)y =04+0x+0x2+..+0x"=0,VxeC
(=) Se f € nulo, entao existem n + 1 nimeros complexos a, o, a,, ..., &,
distintos dois a dois, que sao raizes de f, isto é:

— 2
fla,) =a, + a0, +a,a; + ... +a«a
2
i + ...+ a,o
2+ .. taa

f(ai) =a, taa +aa

NS kP33 OS

fla,) = a, taa, +aa

_ 2 no_
f(an) =a,taoq taa +..+taa = 0

Assim, estamos diante de um sistema linear homogéneo do tipo (n + 1) X (n + 1)
cujas incoégnitas sao a, a,, a,, ..., a,. Como o determinante deste sistema é

2 n
1 a, ag o
2 n
1 o, o o
— 2 n
D=|1 a, o o
1 o o? ol
n n

nao nulo por tratar-se do determinante de uma matriz de Vandermonde cujos elemen-
tos caracteristicos sé@o «, a,, o, ..., o, todos distintos, o sistema tem uma Unica
solugao, que € a solucao trivial:

a,=a, =a,=..=a =0

Polinomios idénticos

Dizemos que dois polindmios f e g sao iguais (ou idénticos) quando assumem
valores numéricos iguais para todo x complexo. Em simbolos, indicamos:

f=g o f(x) =g(x), Y xeC
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Coeficientes de polinomios idénticos
Teorema

Dois polindmios f e g sao iguais se, e somente se, os coeficientes de fe g
forem ordenadamente iguais. Em simbolos, sendo

n
fix) =a, +ax +ax’+ ..+ ax" = 2 ax e
i=0

gX) = b, + bx + bx? + ... + bx" = Y bx
temos:

f=g o a=b,Vie{0,1,2,..n

Demonstracao:
Para todo x € C, temos:

a=boa-b=0c@-bx=0c > (@-b)x=0¢c
i=0

& zn: ax — i bx =0 < zn: ax = i bx < f(x) = g(x)

i=0 i=0 i=0

Quais das expressoes representam um polindmio na variavel x?

a) x>+ x¥+2 g) x*°
b) Ox* + Ox? h) x + 2
c) 3 i) x2+2x+ 3
5 L1
d) x* + 3x2 J)F-i-x
e)(\/Y)4+x+2 K) x + x3 + x5 + x4
f) xVx + x2 ) (3x2—5x+ 3)(7x® + 2)
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POLINOMIOS

Dada a funcdo polinomial f(x) = x® + x> + x = 1, calcule:
f(=3), f(0), f(1), f(x + 1), f(2x) e f(f(—1)).

Solucao

f(—3) = (=3)*+ (-3)*+ (-3)+1=-20
f0)=0+02+0+1=1

1H=1+12+1+1=4

X+1) =X+1P+(x+12+x+1)+1=

=¥ +3x+X+H)+ X +2x+1)+(x+1)+1=
=x*+4x>+6x+4

2x)=@2xP +2x2 +(2x) +1 =83 +4x2 + 2x + 1

() =(-1P+ (-1 +(-1)+1=0 = f(f(—1)) =f(0) = 1

— —h

—  —h

Seja a funcao polinomial f(x) = x*® + x* + x® + ... + x2 + x + 1.
Calcule f(0), f(1) e f(—1).

Dado o polindmio P(x) = x2 — 2x, calcule o valor de P(1 + i).

Dado f(z) = z* +iz8 — (1 + 2i)z> + 3z + 1 + 3i, calcule o valor de f no ponto
z=1+I.

Seja p(x) =ax"+a _x""*+..+ax+a,um polindbmio e
a +a ,+..+a +a,asoma dos coeficientes do polindbmio p(x). Qual a
soma dos coeficientes do polinémio (4x® — 2x2 — 2x — 1)%?

Seja f uma funcao real tal que f(x) = ax® + bx? + cx + d para todo x real, em que
a, b, ¢, d sdo numeros reais. Se f(x) = O para todo x do conjunto {1, 2, 3, 4, 5},
calcule f(6).

Determine os reais, a, b, c de modo que f = (a — 2)x® + (b + 2)x + (3 — ¢) seja
0 polinébmio nulo.

Determine a, b, c de modo que a fungao
fix)y=@+b—-5x2+(b+c—7)x+(a-+c)
seja identicamente nula.

Se m e n sao tais que o polindbmio
(mn —=2)x 4+ (M?>—n>=3)x>+M+n—-3)x+2m —5n +1
€ identicamente nulo, qual o valor de m? + n2?
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Dadas as fungdes polinomiais f(x) = (a — 1)x> + bx + ¢ e g(x) = 2ax? + 2bx — c,
qual € a condicao para que se tenha a identidade f(x) = g(x)?

Determine a condicao necessaria e suficiente para que a expressao
2
ax*+bx+c,
2
ax* + bx + c,
emque a,, b,, ¢ , a, b,, ¢, sdo reais ndo nulos, assuma um valor que ndo
depende de x.

Solugao

Facamos a fragcao assumir o valor constante k. Entao
2

ax*+bx+c
2

ax* + bx + c,

equivale a

ax? +bx +c, =klax’ +bx+c,), VxEC
2 —

ax’ + bx + ¢, = kax’ + kbx + kc,, VX EC

que equivale a: a, = ka,, b, =kb, e c, =kc, istoé:

&b o

a2 b2 C2

Isso significa que os coeficientes do humerador devem ser

respectivamente proporcionais aos coeficientes do denominador.

Por exemplo, as fracoes:

X2+ 2x + 3 R 5x2 — 7x + 1

2x2 + 4x + 6 10x% — 14x + 2

assumem valor constante para todo x € C.
b ©

—1 - _1

b c '

2

=k, VxeC

al
Resposta: 2 =

2 2

ax2—bx—5:

Determine a, b, ¢ de modo que se tenha para todo x real:
32+ 7x + ¢

Qual o valor de a + b para que a expressao abaixo nao dependa de x?
3x>+b5x — 8

E 80 >~
Xpressao o — 10x T b

Quais os valores de m, n e p para que a expressao
m—-2Dx¥+Mn—-—2)x2+(p—3)x+8

2x2+ 3x + 4
seja independente de x?
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Adicao
Soma de polinomios

Dados dois polinbmios

fix) =a, +ax+ax’+..+ax" = z ax e
i=0

gX) = b, + bx + bx* + ... + bx" = Y bx
i=0

chama-se soma de f com g o polindbmio

(f+8 (X =(a, + by) + (a, + b, Jx + (a, + b )x> + ... + (a, + b )x"

isto é: (f + 8) (x Za+b

Exemplo:

Somarf(x) =4+ 3x + x> e g(x) =5+ 3x> + x*

Temos:

f(x) =4 + 3x + x> + Ox® + Ox*

g(x) = 5 + Ox + 3x2 + Ox® + x*

Entao:

f+g)x)=@4+5)+@B+0x+A+3)x*+0+0)x3+ (0+ 1)x*=
=9+ 3x + 4x® + x4

Propriedades da adigao

Teorema

A operacao de adicao define em P, conjunto dos polinbmios de coeficientes
complexos, uma estrutura de grupo comutativo, isto €, verifica as seguintes proprie-
dades:
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POLINOMIOS

[A—1] propriedade associativa

[A—2] propriedade comutativa

[A—3] existéncia de elemento neutro
[A—4] existéncia de inverso aditivo

Demonstracao:

[A—1]f+ (g+h =(f+g +h VigheP

Fazendo f(x) = Y ax, g(x) = Z bxi, h(x) = Y, cX,

i=0 i=0 i=0
(f+ (g + h) de‘ e ((f+g) +h)( Zex'temos
i=0 i=0

d=a+({b +c)=(@ +b)+c=¢e, Vie{0,1,2,..,n}h

[A—2]f+g=g+f VfgeP

Fazendo f(x Z ax, g(x) = i bx, (f + g) (x) = Z cx e
i=0

i=0
g+ 1f( 2 dx' temos:
i=0
c=a+b=>b+a=d,Vvie{0,1,2 .., n}L
[A-3]3e, €P|f+e =1 VfEP
Fazendo f(x Z ax e e|(x)= 2 aX, temos:
i=0
f+e =fo a+ao=a, Vie{0,1,2,..,n}eentdo
a, = 0,Vie{0,1,2, .., n} portanto e, (elemento neutro para a adicao de
polindbmios) é o polinémio nulo.

[A-4] VfEP Jf EP|f+ 1 =¢,
Fazendo f(x Z ax e f'(x Z ax, temos:

i=0

f+f=e o a+a =0,Vie{0,1,2,..n}eentdo

a = —a, Vi €{0,1,2,...,n}, portanto:

f'(x) = 2 (—a)X =—-a,—ax—ax’—..—ax"
i=0

€ o inverso aditivo de f, ou seja, € o polinbmio que somado com f da o polindmio
nulo.
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Subtracgao

Diferenca de polinémios

Tendo em vista o teorema anterior e dados dois polinémios
— 2 — 2
fix) =a, +ax+ax+..+ax egx =b,+bx+bx +..+0Dbx",

definimos diferen¢a entre f e g como o polinémio f — g = f + (—g), isto é:

(f—8) x =(a, —b,) + (a, — b, )x + (a, = b)x* + ... + (8, — b )x".

Multiplicagao

Produto de polinémios

Dados dois polindmios

fix) =a, +ax+ax’+..+ax"egx =hb,+bx+bx>+..+Dbx"
chama-se produto fg o polinébmio

(fg) (x) = ab, + (a,b, + a,by)x + (ap, + ab, + ab,* + ... +a_b xm*n.

Notemos que o produto fg € o polindbmio

h(x)=c,+cx+cx*+..+c , x"*"

m+n

cujo coeficiente ¢, pode ser assim obtido:
k

Cc, =ahb, +ab ,+..+ab, = z ab, _;

i=0 :
Notemos ainda que fg pode ser obtido multiplicando-se cada termo ax' de f por
cada termo bx de g, segundo a regra (ax) - (bx) - apx */, e somando os resultados
obtidos.

Exemplo:

Multiplicar f(x) = x + 2x2 + 3x® por g(x) = 4 + 5x + 6x°.
Temos:
(fg) (x) = (x + 2x2 + 3x3) (4 + bx + 6x2) =
= X(4 + B5x + 6x%) + 2x%(4 + 5x + 6x2) + 3x3(4 + 5x + 6x3) =
= (4x + 5x2 + 6x3) + (8x2 + 10x® + 12x%) + (12x% + 15x* + 18x°) =
= 4x + 13x2 + 28x® + 27x* + 18x°.
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Dispositivo pratico 1

4+ bx+ 6x° «— g
X+ 2x3+ 33X« f
4x + 5x2+ 6X X-g
+ 8x% + 10x® + 12x*  « 2x2 - g

12x3 + 15x* + 18x°« 3x3 - g
Ax + 13x2 + 28x3 + 27x* + 18x° « fg

Dispositivo pratico 2

Colocamos numa tabela os coeficientes a, de f e os coeficientes b, de g; cal-
culamos todos os produtos axbj; somamos os produtos em cada diagonal, conforme
indica a figura, obtendo os c,.

Assim, no nosso exemplo, temos:

c,=0 f g 4 5 6
c,=4+0=4 0 0 0 0
c,=8+5+0=13 1 4 5 6
c,=12+10 + 6 = 28 5 ] 10 12
c, =15+ 12 = 27

3 12 15 18

c. =18

5

Portanto, h(x) = (fg) (x) = 4x + 13x2 + 28x3 + 27x* + 18x°.

Propriedades da multiplicagao
Teorema

A operacao de multplicagdo em P (conjunto dos polinbmios de coeficientes
complexos) verifica as seguintes propriedades:

[M-1] propriedade associativa f-(@g-h)y=(f-g)-h, vf,g,heP
[M-2] propriedade comutativa f-g=g-f, vf,g € P
[M-3] existéncia do elemento neutro Je, € P [f-e_=f, vieP
[M-4] propriedade distributiva f-g+h=f-g+f-h, Vf,g,heP

Num curso deste nivel, julgamos desnecessario conhecer a prova destas
propriedades.
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Dados os polinbmios:

fix) =7 — 2x + 4x?

g(x) =5+ x + x2 + 5x3

h(x) =2 — 3x + x*

calcule (f + g) (x), (g —h)(x) e (h—f)(x).

Dados os polindmios:

f(x) =2 + 3x — 4x2

gx) =7 + x?

h(x) = 2x — 3x2 + x3

calcule (fg) (x), (gh) (x) e (hf) (x).

Determine h(x) tal que: h(x) =X+ 1)(x —2)+x —2)(x — 1) + 4(x + 1).
Calcule h(x) tal que: h(x) = (x + 2)2 + (2x — 1)3.

Sendo dados os polindmios f = x, g = x + x> e h = 2x3 + bx, obtenha os
numeros reais a e b tais que h = af + bg.

Solugao

2x3 + bx = ax + b(x + x3) = bx® + (@ + b)x, Vxe&C.

Aplicando o teorema da igualdade de polinémios,vem: 2 =be 5 =a + b.
Resposta:a =3 e b = 2.

Sendo dados os polindmios
f=x3,g=x2+x,h=x2+x*+ x5 e k=3x8 — 6x* + 2x2,
obtenha os numeros reais a, b € ¢ de modo que se tenha k = af + bg + ch.

Sabendo quea,becsdotaisquex? —2x+1=a(x®>+x+ 1)+ (bx +c)(x + 1)
€ uma identidade, qual € o valorde a + b + ¢?

Qual o valor de a — b para que o bindmio 2x? + 17 seja idéntico a expressao:
(X2 + b)> — (x2 —a?) (x> + a?),coma>0eb>07

B8 | Fundamentos de Matematica Elementar



POLINOMIOS

Dizemos que os polinbmios p, (x), p,(X) € p,(x) sa@o linearmente independentes
(L. I.) se a relagao a,p,(x) + a,p,(X) + a,p,(x) = Oimplicaa, = a, =a, = 0,em

que a,, a,, a, s&o ndimeros reais. Caso contrario, dizemos que p,(X), p,(X) € P,(X)
sao linearmente dependentes (L. D.). Classifique os polindmios
pX)=x+2x+ 1, pxX)=x>+1ep,x)=x2+2x+2

quanto a dependéncia linear.
Demonstre que f = (x — 1) + (x — 3)2 — 2(x — 2)?> — 2 é o polinémio nulo.

Sef=x2+px+q e g=(x—p)x— q),determine os reais p e g de modo que
f=g.

Determine a, b, ¢ de modo que se verifique cada identidade.
a)ax>—1)+bx+c=0

b) ax®* +x)+ (b +c)x+c=x>+4x+2

c) X* —ax(x + 1) +bx—1)+cx+4=x3-2

Mostre que os polinémios f = (x2 +V2x + 1)(x2 —2x + 1) eg=x*+1
sao iguais.

Determine «, B € R para que os polinémios
f=x3+ax+pB e g=(x+x+ 1) — x* sejam iguais.

Determine a condicao para que ax> + bx + ¢ seja um polindmio quadrado
perfeito.

Solucao

ax?2 + bx + ¢ & um polindmio quadrado perfeito se existir px + q tal que:
ax? + bx + ¢ = (px + q)? entdo: ax?> + bx + ¢ = p?x2 + 2pgx + g
Aplicando o teorema da igualdade, temos:

) a =p? ) b = 2pq, I ¢ = ¢g?

Quadrado I, temos b? = 4p3g? (II').

Substituindo | e lll e II', vem b? = 4(p?) (¢?) = 4ac.

Resposta: b? = 4ac.

Determine a condicao para o polindmio f = (ax + b)? + (cx + d)?, em que a, b,
¢, d sao reais e nao nulos, seja um quadrado perfeito.
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Calcule p para que o polinémio
44 — 83+ 8x2 —4(p + I)x + (p + 1)?
seja o quadrado perfeito de um polinémio racional inteiro em x.

Os coeficientes A, B, C e D do polindmio P(x) = Ax3 + Bx? + Cx + D devem sa-
tisfazer certas relacdes para que P(x) seja um cubo perfeito. Quais sao essas
relacoes?

Verifique se existem valores de k para 0s quais o trinbmio
(k + 1)x2 + (k — 3) - x + 13 pode ser escrito como uma soma de quadrados
do tipo (x + a)? + (x + b)2.

Decomponha o trinébmio —6x? + 36x — 56 em uma diferenca de dois cubos do
tipo (x — b)® — (x — a).

Obtenha a € R de modo que os polindmios f = x* + 2ax® — 4ax + 4 e g =
= x2 + 2x + 2 verifiquem a condi¢do f = g=.

Definig¢ao

Seja f = a, + ax + ax* + ... + a x" um polinbmio n&o nulo. Chama-se grau
de f, e representa-se por df ou gr f 0 ndmero natural p tal que a, # Oea, = 0 para
todo i > p.

apiO

af:|C)(:){ai=O,Vi>p

“ 4

Assim, grau de um polindémio f € o indice do “Ultimo” termo nao nulo de f.

Exemplos:
1°) f(x) = 4 + 7x + 2x* — 6x* = if =4
2°) g(x) = —1 + 2x + b5x? = g =2

oh=2 sea=4

[] — _ 2 — 3
3 h(x) =1+ 5x —3x2 + (a — 4)x 2{6h=3,sea#4.

Se o grau do polinémio f é n, entdo a_ € chamado coeficiente dominante de .
No caso do coeficiente dominante a_ ser igual a 1, f € chamado polinémio unitario.
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Grau da soma

Teorema

Se f,gef + g sao polindbmios nao nulos, entao o grau de f + g € menor ou igual
ao maior dos ndmeros Jf e 9g.

a(f + g) < max {of, og}

Demonstracao:

Se f(x) = 2 ax, g(x) = 2 bjxj, of = m e dg = n, com m # n, admitamos,
i=0 j=0

por exemplo, m > n. Assim, sendo ¢, = a, + b, temos:

c,=a t+tb =a +0=a #0,e

c,=a+b=0+0=0, Vi>m.

Portanto, o(f + g) = m = max {of, ag}.

Se admitirmos m = n, temos:

c=a+b=0+0=0,Vi>m

c, = a_+ b_pode sernulo, entdo:

(f + 8) < max {of, og}

Exemplos:

1 fX)=1+x+x2= of =2
gX)=2+3x=>0g=1
f+ex)=3+4x+x2= f+g) =2

29)f(x) =1+ x+x2= of =2
gX) =2 +3x +2x2= 9g = 2
f+egx)=3+4x+3x2= 9(f+g) =2

3°) f(x) =2+ ix+5x2= of =2
gx) =3 +5x+ 5= 9g =2
f+gx)=5+(i+5x=o0f+g =1
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Grau do produto

Teorema

Se f e g sao dois polindbmios nao nulos, entdo o grau de fg é igual a soma dos
graus de fe g.

a(fg) = of + og

Demonstracao:

Se f(x) = 2 ax g(x) = Z bjxj, af =m e dg = n, seja
i=0 i=o
c,=ab, +ab ,+..+a b + ab,um coeficiente qualquer de (fg)(x).
Temos:
C.,,=a, b #0

c, =0, Vk>m+ n e entéo
a(fg) = m+ n=of + aog

Exemplos:

19) f(x) =4 + 3x"= of =1
gxX) =1+ 2x+5x2 = 9g =2
(fg) (x) = 4 + 11x + 26x2 + 156x3 = 9J(fg) = 3

29 f(x) =1+ 2x + x2+5x*= of =3
gXx) =3 —06x+ 7x2+8x3 = 9gg =3
(fg) (x) = 3 — 2x2 + 31x® — 7x* + 43x®> + 40x® = 9(fg) = 6

Determine o grau dos seguintes polindémios:
f=x2+ (x+ 2?2 — 4x

g=ax?+ 2x + 3(a €R)

h=(@?—-5a+6)x2+ (a2 — 4)x + (6 — 2a)a €R)
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Se f e g sao dois polindmios de grau n, qual e o grau de f + g e de fg?

Qual o grau do polinbmio
f=Ra?2+a—-3)x3+ @@ —-1)x2+ @+ 1)x — 3
na indeterminada x quando a = 17

Determine o polindémio f do segundo grau tal que f(0) = 1, f(1) = 4 e f(—1) = O.

Solucao

Seja f = ax® + bx + c. Temos:
f(0O)=a-02+b-0+c=1 =>c=1 (1)
f(l)=a-12+b-1+c=4 > at+th+tc=4 (2
f(—1)=a(-1)2 +b(-1)+c=0=>a—-b+c=0 (3
Subtraindo (3) de (2),vem 2b =4 = b = 2.
Em@2):a+2+1=4 = a=1.
Resposta: f = x> + 2x + 1.

O coeficiente da maior poténcia de um polindmio P(x) do 3° grau é 1. Sabendo
que P(1) = P(2) = 0 e P(3) = 30, calcule P(—1).

Seja P(x) um polindmio do 5° grau que satisfaz as condicoes:
1=P@1) =P2)=P3) =P4) =Pb) e PB) =0.
Qual o valor de P(0)?

Seja P(x) um polinémio do 2° grau tal que
P(0) = —20,P(1) + P(2) = —18 e P(1) — 3P(2) = 6.
Resolva a inequacao P(x) < O.

Os algarismos «, 3 e v formam a centena A = af3y.
a) Escreva o polinbmio completo do 2° grau p(x) tal que p(10) = A.

b) Probve que A é divisivel por 3 se, e somente se, a + B + vy € mdltiplo
de 3.

Determine uma funcao polinomial f(x) de grau 2 tal que f(x) = f(—x) para todo
x € C.
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Solucao

Seja f(x) = ax® + bx + ¢. Temos:

f(x) — f(—x) = ax®> + bx + ¢ = a(—x)? + b(—x) + ¢
Isto é:

ax>+bx+c—ax2—bx+c,Vxel

Entao:

b=-b=>20=0=b=0

Resposta: f(x) = ax® + ¢, com a # 0.

Seja f(x) uma funcao polinomial do 2° grau. Determine f(x), sabendo que
f(1) = 0 e f(x) = f(x — 1), Vx.

Quantos elementos tem o conjunto dos polindmios P(x) de grau 3 tais que
P(x) = P(—x), para todo x real?

Seja a, o coeficiente de x" num polindbmio de coeficientes complexos de grau

30.Sendoa,=—1ea_ ,, =1+ia (n=0),determine a,,.

a) Determine os polinémios P do terceiro grau tais que, para todo niimero real
X, se tenha P(x) — P(x — 1) = x2.

b) Usando o resultado da parte a, calcule, em fungao de n:

S=) 2=12+22+32+ . +n

i=0

Definicao

Dados dois polindmios f (dividendo) e g # O (divisor), dividir f por g é determi-
nar dois outros polindmios g (quociente) e r (resto) de modo que se verifiquem as
duas condicoes seguintes:

Ng-g+r=f

II) or < 9g (our = 0O, caso em que a divisao é chamada exata)
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Exemplos:

1°) Quando dividimos f = 3x* — 2x3 + 7x + 2 por g = 3x® — 2x2 + 4x — 1,
obtemos q = xer = —4x? + 8x + 2, que satisfazem as duas condicoes:

) gg +r=x(Bx® —2x° +4x — 1)+ (—4x°> +8x +2)=3x* =23+ 7x+ 2 =f

) or=2 e g =3 = Jr < g

2°) Quando dividimos f = 5x3 + x2 — 10x — 24 por g = x — 2, obtemos
g =5x2+ 11x + 12 e r = 0, que satisfazem as duas condicoes:

) gg +r=0Bx>+11x + 12)x —2) +0=5x3+ x> —10x — 24 = f

i r=0

Neste caso a divisao € exata; dizemos, entao, que f € divisivel por g ou
g é divisor de f.

Divisoes imediatas

Ha dois casos em que a divisao de f por g € imediata.
1° caso: o dividendo f € o polinémio nulo (f = 0).

Neste caso, os polindbmios q = 0 e r = O satisfazem as condicdes (l) e (ll) da
definicdo de divisdo, poisgg +r=0-g+0=0=fe r=0.

f=0=>qg=0er=0

2° caso: o dividendo f nao é polinbmio nulo, mas tem grau menor que o divisor
g (of < ag).

Neste caso, os polindmios g = O e r = f satisfazem as condicoes (I) e (ll) da
definicao de divisao, poisqg +r=0-g + f=f e ar = of < 9g.

if<og >q=0er=f

Exemplos:
1°) Na divisdode f = O por g = x> + 3x + \/5, obtemos g =0er = 0.

2°) Na divisao def=¢rx+\/§porg:x3+4x2+x+\/§, obtemos q=0¢e
I’=1TX+\/§.
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Deste ponto em diante admitiremos sempre dof = dg, isto é, excluiremos da
teoria os dois casos em que a divisao € trivial. Para responder a pergunta:

“Como obter g e r?”

no caso de df = ag, explicaremos dois métodos: 0 método de Descartes e 0 método
da chave. Neste Ultimo, provaremos a existéncia e a unicidade do quociente e do
resto.

Meétodo de Descartes

Este método, também conhecido com o nome de método dos coeficientes a
determinar, baseia-se nos seguintes fatos:

(1) oq = of — ag, o que € consequéncia da definicao, pois:
gg +r=f = 9d(qg + r) = of e entdao aq + ag = of.

(2) ar < a9g (our = 0)

O método de Descartes € aplicado da seguinte forma:

1°) calculam-se dq e or;

2°) constroem-se os polindmios g e r, deixando incégnitos os seus coefi-
cientes;

3°) determinam-se os coeficientes impondo a igualdade qg + r = f.

Aplicagoes

1°) Dividir f = 3x* — 2x3 + 7x + 2 porg = 3x3 — 2x2 + 4x — 1.
Temos:

iq=4—-3=1=>qg=ax+b

<3 = dr<2=>r=cx*+dxte

gg+r=f=(ax+b)Bx®—2x2+4x — 1)+ (cx* + dx + ) =
=3x*—2x3+ 7x + 2

Desenvolvendo, temos para todo x:

3ax* + (Bb—2ax* +(4a—2b+c)x*+(db—a+dx+ (e —b)=
=3x* =23+ 7x+ 2
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Entdo, resulta:

3a=3=>a=1
3b-2a=-2=3b=-2+21)=0=b=0
4da—-—2b+c=0=>c=2b—4a =>c=—-4
db—-—a+d=7=>d=a—-4b+7 =d=8
e—-b=2=e=b+2=r=2

Resposta: q=xe r=—4x2+8x + 2
(compare com o 1° exemplo do item 58 da pagina 70).
2°) Dividir f = 5x® + x2 — 10x — 24 por g = x — 2.
Temos:
g=3—-1=2=qg=ax*+bx+c
r<l=o0=0=r=d
gg +r=f = (@x®+bx+c)x —2)+d=>5x3+x>—10x — 24
Desenvolvendo, temos para todo x:
ax® 4+ (b — 2a)x2 + (c — 2b)x + (d — 2¢) = 5x3 + x2 — 10x — 24
Ent&o, resulta:
a=>5
b—-—2a=1 =>b=2a+1 =>b=11

c—2b=-10 >c¢c=2b—10 = ¢c =12
d-—2c=-24=d=2c—24=d=0

Resposta: g =5x*+ 11x+ 12 e r=20
(compare com o 2° exemplo do item 58 da pagina 70).

Existéncia e unicidade do quociente e do resto
Teorema

Dados os polindbmios
= -1 -2
f=ax"+a x""*+a x""?+..+ax+a, (a #O0)

g=bx +b _n"*t+b x4+ ..+bx+b, (b #O0)

existem um Unico polinbmio g € um unico polinémio r tais que qg¢ + r = f e
ar < ag (ou r = 0).
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Demonstracao:
a) Existéncia
~ P am
1° grupo de operacoes: vamos formar o mondémio e X"~ = qgXx"""e cons-
truir o polindbmio "
r,=f—(ax" e (@)
chamado 1° resto parcial.

Notemos que:

a
r,=(ax"+a, x" '+ ..) —b—m-xm*”-(bnx“r b,

n

X+ )

0 que prova o cancelamento de a_x™ (pelo menos); portanto, dr, = a < m.

Para maior comodidade, fagamos:

— -1 -2
r,=cx*+c _x"t+c xT?+..+cx+c,
~ ~ . Co(

2° grupo de operacdes: vamos formar o monémio b X*~"=q,x*"" e cons-
truir o polindbmio "

nh="r- (qix‘r n)g (2)

chamado 2° resto parcial.

Notemos que:

r,=(cx+c,xt+..)- g“ x e (oxt b x4 L)

n

0 que prova o cancelamento de c x* (pelo menos); portanto, dr, = g < a.
Para maior comodidade, fagcamos:

r,= deB + dﬁ_lxﬁ*1 + dB_2x3*2 + .. +dx+d,

d
3¢ grupo de operacdes: vamos formar o mondémio —bﬁ— - xPTm = qx*""e cons-
truir o polinébmio "

fs=1,~ (qzxﬁ_ n)g (3)
chamado 3° resto parcial.

Notemos que:

r, = (deB+dﬁfle*1+ ) ——S‘i~xﬁ’”—(bnx”+ b, x""t+ )

n
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0 que prova o cancelamento de deB (pelo menos); portanto, ar, =y <.
Para maior comodidade, facamos:
— -1 -2
rr=ex’te X"'t+te X Z+..texte,

4° grupo em diante: analogamente.

Notando que, em cada grupo de operacoes, o grau do resto parcial diminui ao
menos uma unidade, concluimos que, apds um certo ndmero p de operacoes, resulta
um resto parcial r de grau inferior ao de g (ou entao r,= 0)e

n=r_, = (a,_x""g (n)

Vamos adicionar membro a membro as igualdades de (1) a (p):

(1) 1, =1 (o e

@ r,=r—(ax )
3= L~ (qsz - n)g

,\

W

N
-
Il

P r=r_,—(@_x "8
r =f— (qoxm*n +gx "X+ L+ qpflx““)g

——
r q
eentaof=qg +r com dr<ag (ou r = 0).
b) Unicidade

Admitamos a existéncia de dois quocientes q, e q, e dois restos r, e r, na divi-
sao de f por g, isto é:

fle e fle
rl ql I’2 q2
e provemos que q, =0, € I, =1,
Pela definicao de divisao, temos:
ggtr=fF
98 +r,=f
Se q, # g, ou r, # r, provemos que a igualdade (g, — q,)g =r, — r, nao se
verifica:
8[(q1 a q2)g] = a(ql - qz) + 0g = 98
(*) a(r, — r,) < max {or,, ar,} < og

]=>qingr1=0|2g+r2=>(0|1—612)g=r2—lr1

| = illo, - aJe] # ilr, ~ v

Entao, para evitar a contradicao, devemos terq, = q, e r, = r,.

* Supusemos r, # 0 e r, # 0; € imediato, por exemplo, que r, = 0 = d(r, — r,) = ar, < 9g.
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Meétodo da chave

A prova da existéncia de q e r vista no item 63 nos ensina como construir
esses dois polindbmios a partir de f e g. Vejamos por exemplo como proceder se
f=3x5—6x*+13x3 —9x* + 11x — 1 e g = x> — 2x + 3.

1° grupo de operagdes

. = 3 _ L. .
Formamos o primeiro termo de g pela operacao Z 3x3 e construimos
o primeiro resto parcial r, = f — (3x®)g = 4x® — 9x*> + 11x — 1, que tem grau
maior que ag.

2° grupo de operacoes
3
Formamos o segundo termo de g pela operacao A::; = 4x e construimos

o segundo resto parcial r, = r, — (4x)g = —x*> — x — 1, que tem grau igual a Jg.

3° grupo de operacoes
—y2

Formamos o terceiro termo de g pela operacao = —1 e construimos

X2
o terceiro resto parcial r, = r, — (—1)g = —3x + 2, que tem grau menor que g,
encerrando, portanto, a divisao.

Resposta: q =3x>+4x—1 e r=—3x + 2.
A disposicao pratica dessas operacoes € a seguinte:
f 35 —6x4+ 13x3 —9x2 + 11x — 1| x*—2x + 3 g
—3x% + 6x* — 9x3 3+ 4x — 1 q
r 4x3 — 9x%2 + 11x — 1
—4x3 + 8x2 — 12x

r, —x2—-x—-1
X2 —2x + 3
—-3x + 2 r

que pode ser simplificada assim:

3 -6 13 -9 11 -1 1 -2 3
-3 6 -9 3 0 4 -1
4 -9 11 -1
-4 8 —-12
-1 -1 -1
1 -2 3
-3 2
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Aplicagoes

12) Dividir f = 2x5 = 3x* + 4x3 —6x + 7 por g = x3 — x2 + x — 1.

2 -3 4 0O -6 7 1 -1 1 -1
—2 2 -2 2 2 -1 1
-1 2 2 -6 7
1 -1 1 -1
1 3 =7 7
-1 1 -1 1
4 -8 8

Resposta: q=2x>—x + 1 e r = 4x?> — 8x + 8.
2?) Dividir f = x* — 16 por g = x + 1.
1 0o o0 o -16| 1 1

-1 -1 1 -1 1 -1
-1 0 0 -16
1 1

1 0 -—-16

-1 -1
-1 -16
1 1
—15

Resposta: q=x*—-—x>+x—1 e r = —15.

Dividindo o polindmio f por x> — 3x + 5, obtemos quociente x> + 1 e resto
3x — 5. Determine f.

Solucao

Por definicao de divisao, temos: f = qg + r. Entao:
f=x+1)x>—3x+5)+ (3x — b) =
=(x*—3x*+6x2—3x+5)+ (3x —5) =x* — 3x®> + 6x°
Resposta: f = x* — 3x® + 6x°.
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Numa divisao de polindmios em que o divisor tem grau 4, o quocidente tem
grau 2 e o resto tem grau 1, qual € o grau do dividendo? E se o grau do resto
fosse 2?

Dados os polindbmios P(x) de grau m e S(x) de grau n(n < m), o resto da divisao
de P(x) por S(x) tem grau p. Determine os possiveis valores de p.

Numa divisao de polinémios em que o dividendo é de grau p e o quociente de
grau g, qual é o grau maximo que o resto pode ter?

Divida f por g aplicando o método de Descartes:

a) f=3x°¢-x*+2x*+4x -3 eg=x3—-2x+1
b) f=x*-2x+13eg=x>+x+1

c) f=2x*-3x+12eg=x>+1

Aplicando o método da chave, determine quociente e resto da divisao de f por g:
a) f=x2+bx+1, g=2x>+4x—3

b) f=x*+2x3+x2+4x — 2,8 =x>+2

c) f=b6x+1,g=x+5

d f=33+6x2+9,g=3x2+1

e) f=x+x2+x+1,8=2x2+3

Efetue a divisdo de f = x® + ax + b por g = 2x?> + 2x — 6. Qual é a condicao
para que a divisao seja exata?

Solucao
1 0 a b 2 2 -6
-1 -1 3 1 1
-1 a+3 b 2 2
1 1 -3
a+4 b—-3

eoresto énuloparaa= —4eb = 3.
Resposta: qzéx—% er=(@+4x+(b—3)
para divisao exata:a = —4 e b = 3.

Sem efetuar a divisao, determine a € b de modo que o polinémio
f=x+2P+x—-12+3ax+b
seja divisivel por g = (x — 2)2.
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Solucao

Desenvolvendo as poténcias, obtemos:

f=2x34+ 3x?> + (15 + 3a)x + (7 + b)

g=x2—4x+4

Fazendo q = cx + d (pois dq = of — dg = 1) e lembrando que f = gg
(pois f é divisivel por g), resulta para todo x que:

2x3 4+ 3x2+ (15 + 3a)x + (7 + b) = (cx + d)(x2 — 4x + 4) =

=cx3 + (d — 4c¢)x®> + (4c — 4d)x + 4d

portanto:

2=c¢

3=d—-4c=>d=4c+3=8+3=11

15+3a=4c—-—4d = 15+3a=8—-44 = 3a= —-51 = a=—17
7+b=4d = 7+b=44 = b= 37

Resposta: a = —17 e b = 37.

Determine os reais a e b de modo que o polindmio
f=x*— 3ax® + (2a — b)x2 + 2bx + (a + 3b) seja divisivel por g = x2 — 3x + 4.

Determine p € R e g € R de modo que x* + 1 seja divisivel por x> + px + q.

Se a divisao do polindbmio P (x) = x* + px* — gx + 3 por P,(x) = x* — x + 1 for
exata, quais os valores de p e de gq?

O polindmio x3 + px + q é divisivel por x> + 2x + 5. Quais os valores de p e de g?

Dividindo o polindmio P(x) = x® + x> + x + 1 por Q(x), obtemos o quociente
S(x) =1 + xe oreto R(x) = x + 1. Qual é o polindbmio Q(x)?

Dividindo (x3 — 4x2 + 7x — 3) por um certo polindmio p(x), obtemos o quociente
(x — 1) e o resto (2x — 1). Determine p(x).

Quais sdo o quocidente e o resto da divisdo de P(x) = x* + x2 + 1 por
D(x) = x> — x + 17

Sendo:
Ax) = 3(x — 2)(x* — 1) — (2x — 4)(x®> + 3)
B(x) = —2x+6 + (3 —x)(x — 4)

A(x)

F(x) = W qual a expressao de F(x) para todo x do dominio de F?
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Sendo:
p(x) = 2x3 + x2 — 8x
alx) = x* — 4,

qual o valor de M?

ax)

Qual ou quais dos polindmios abaixo satisfazem a igualdade
(3x + 2) - P(x) = 3x® + x> + 6x — 2 + P(x)?

Ax) =x3 —2x — 2

B(x) = x* — 2

C(x)=x3—6x—2

Determine m e n no polindmio 2x* + 3x® + mx? — nx — 3 para que seja divisivel
pelo polinbmio x?2 — 2x — 3.

Dados:

P(x) = 2x® + Ax + 3B (A e B constantes)

QX)) =x2—3x+9

a) divida P(x) por Q(x);

b) determine A e B para que a divisao seja exata.

Se a e b sdo determinados de forma que o polindémio x® + ax? + bx + 20 seja
divisivel por x? — bx + 4, qual o valor de a + b?

O polindmio ax® + bx? + cx + d é o quociente da divisdo (que é exata) de
X5 — x* — 34x3 + 34x2 + 225x — 225 por x> — 4x + 3. Determine [a + b + ¢ + d|.

Para que valores de m o resto da divisao de P (x) = 4x*> — 3x> + mx + 1 por
P,(x) = 2x*> — x + 1 independe de x?

Qual é o grau do polinbmio quociente resultante da operacao
{x*+x+1)°— (x°+2)}: 3+ 1)?

Seja Q o quociente e R o resto da divisao de um polindmio A por um polinémio
B. Dé o quociente e o resto da divisao de A por 2B.

Se x3 + px + ¢ é divisivel por x> + ax + b e x> + rx + s, demonstre que
b= —r@+r).

Dado o polinémio f = ax® + 3bx? + 3cx + d, determine a condicao para que f
seja um cubo perfeito.
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Demonstre que, se f e g sao polindbmios divisiveis por h, entao o resto r da
divisao de f por g também € divisivel por h.

Solucao

Seja g, o quociente de f por h: f = q,h.

Seja g, o quociente de g por h: g = q,h.

Sejam q o0 quociente e r o resto da divisao de fporg: f =qg + .

Temos, entdo: r = f — qg = q,h — qa,h = (a, — qa,)h e, portanto, r & divi-
sivel por h.

Mostre que, se f e g sao polindmios divisiveis pelo polindmio h, entao o mesmo
ocorrecomf + g, f — g e fg.

Divisdo por binomios do 1? grau unitario

Trataremos neste item das divisées em que o dividendo € um polindmio f, com
of = 1, e o divisor € um polindmio g, com dg = 1 e coeficiente dominante também
igual a 1.

Observemos o que ocorre quando dividimos f = 2x3 — 7x2 + 4x — 1 por
g=x—4.

2x3 = Tx2+4x — 1 X — 4

—2x3 + 8x? 2x2+ x + 8
x2+4x -1
—Xx2 + 4x
8 —1
—-8x + 32
31

Como ja sabemos, neste tipo de divisao r € um polinbmio constante, pois:
g=1=9dr=0 ou r=0

Vemos que o valor numérico de r nao depende do nimero a substituido no
lugar de x, isto é,r(a) =, Va € C.

Notemos, finalmente, que
f4)=2-43-7-42+4-4-1=128—-112+16—-1=31=r
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Teorema do resto

O resto da divisao de um polindmio f por x — a é igual ao valor numérico de
fem a.

Demonstracgao:
De acordo com a definicao de divisao, temos:
g-x—a)+r=f

em que g e r sao, respectivamente, o quociente e o resto. Como x — atemgrau 1, 0
resto r ou € nulo ou tem grau zero; portanto, r € um polindmio constante.

Calculemos os valores dos polinémios da igualdade acima em a:
a(@) - (@ —a) + r(a) = f(a)

0 r
Entao: r = f(a).

Exemplos:
1°) O resto da divisdo de f = bx* + 3x> + 11 porg = x — 3 é:
f(3) =5 3"+ 332+ 11 = 405 + 27 + 11 = 443

2°) O resto da divisdode f = (x + 3)" + (x — 2)? porg = x + 3 é:
f(=3)=(-3+3)7 +(-3—-22=0"+(—-5)2=25

Teorema de D'Alembert

Um polindmio f é divisivel por x — a se, e somente se, a € raiz de f.

Demonstracao:

De acordo com o teorema do resto, temos r = f(a). Entao:

q=0= f(a)=0

(divisao exata) (a é raizde f)

Aplicacoes

12) Verificar que f = x®> — 4x* — 3x2 + 7x — 1 € divisivel por g = x — 1.

fl)=15-4-1*-3-12+7-1-1=1-4-3+7—-1=0,entdofé
divisivel por g.

B8 | Fundamentos de Matematica Elementar



POLINOMIOS

2%) Determinar a de modo que f = x® — 2ax? + (a — 1)x + 15 seja divisivel por
X — 5.
Vamos impor a condicao r = f(5) = O:
f(6)=5%—-2a-52+(@a—1)-5+15=125-50a +5a -5+ 15 =
135

=135—45a=0:>a=ﬁ—3

Algoritmo de Briot-Ruffini

Dados os polinbmios
f=ax"+ax" " '+ax""?+..+a_x+a (a,#0)e
g=X—a,

vamos determinar o quociente q e o resto r da divisao de f por g.
Facamos:

= -1 -2 -3
q=9gXx""*+aqx" " *+agx" " +..+q _,

e apliquemos o método dos coeficientes a determinar:

X"t ax T2 4 X T L g Xt qn-l} X
X—a

gX"+agx" " t+ gx" 2+ ..+ q _ X+ q_X

—agx""*—agx""?—-..—aq _,xXx>—aq, X—aq _,

gX" + (a, —ag)x" "t +(q, —agq)x" >+ ..+(q,_, —aq, ,Jx—aq, ,

Impondo a condicao q - (x — a) + r = f, resultam as igualdades:
qO = a0
q, —aq,=a, = q,

qz—aq1=a2:>q1=aq1+a

aq, + a,

2

qnfl - aqnf2 = anfl = qnflz aqnf2 + anfl

r—aq,_,=a =r=aq, _,ta

n—1 n

Os calculos para obter g e r indicados acima tornam-se mais rapidos com a
aplicagao do seguinte dispositivo pratico de Briot-Ruffini.
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] I
aO al a2 anfl a
a, aq, + a, aq, + a, aq, ,+a , |aq, ,+a
qo qj_ q2 qnfl
[
Exemplos:
199f=2x*-7x>+3x—1eg=x—3
2 0 -7 3 -1 3
2 2340 6-3-7 11-3+3[36-3-1
6 11 36 107
portanto: q = 2x3 + 6x> + 11x + 36 e r = 107.
o 3
2°)f = 625x* — 81 e g=x—€.
3
625 0] (0] 0 —-81 5
3 3 3 3
625 .2 2 2 L2
625 5 375 5 225 5 135 5 81
375 225 135 0
portanto: q = 625x3 + 375x? + 225x + 135 e r = 0.
3Nf=9¢+5x+x—11eg=x+2
9 5 1 11 | -2
9 9(-2)+5 (13)(—-2) +1 | 27(-2) — 11
-13 27 —-65

portanto: q = 9x2 — 13x + 27 e r = —65.
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Teorema

Se um polindbmio f é divisivel separadamente por x —a e x — b, com a # b,
entdo f é divisivel pelo produto (x — a)(x — b).

Demonstracao:

Sejam g o quociente e r = cx + d o resto da divisao de f por (x — a)(x — b);
entao:

qx —a)x —b) + (cx +d) =f
Calculando os valores numéricos desses polindmios em a, temos:

[q(@)] (a — a)(@ — b) + (ca + d) = f(a) (1)
0 0 (pois f é divisivel por x — a)
Calculando os valores numéricos em b, temos:
[a(®)] (b — a)(b — b) + (cb + d) = f(b) (2)
0 0 (pois f é divisivel por x — b)

ca+d=0

Resulta, entdo, o sistema: { cb+d=0

deondevemc =0 e d = 0, portanto r = O.

Qual o quociente da divisao de 2x* — 5x® — 10x — 1 por x — 37?
Qual é o resto da divisdo do polindmio x* — 8x® + 4x? 4+ 15x + 6 por (x — 2)?

O quociente de um polindbmio de grau n + 1 por x — a € um polinémio de que
grau?

Determine o resto de x> + x + 1 dividido por x + 1.
Qual é o resto da divisdo de x* — 2x3 + x2 —x + 1 por x + 17?
Qual é o resto da divisdo de x* + x® + x> + x + 1 porx + 1?

Qual é o resto da divisdo de kx®> + x — 1 por x + 2k?
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Se n = 2, qual o resto da divisdo de 4x” + 3x" 2 + 1 por x + 17?

Qual é uma condicao necessaria e suficiente para que um polinémio P(x) de
coeficientes inteiros seja divisivel por (x + a)?

Determine a, a € R, de modo que o polinémio
f=ax®?+(2a — 1)x*> + (3a — 2)x + 4a
seja divisivel por g = x — 1 e, em seguida, obtenha o quociente da divisao.

Solucao

f é divisivel por x — 1 se, e somente se, f(1) = O, entao:

f(1) =al13®+ (2a —1)1%2+ (3a — 2)1 + 4a = 10a — 3 = O; portanto,a = =

10°
Aplicando o dispositivo pratico de Briot-Ruffini, vamos dividir o polinémio
_3 4 o 11 12 _3 _

f 10 X 10X 10x+ 10 (paraa 10)porx 1

3 4 11 12 1

10 10 10 10

3 .1 12|

10 10 10
Res osta'a=ie =ix2—ix—£

posta:a =390 ¢9= 10 10~ 10

Determine p e g reaisde modoque f=x>2+(p—g)x +2p e g=x3+ (p + Q)
sejam ambos divisiveis por 2 — x.

Solugao

Pelo teorema de D'Alembert, f e g sao divisiveis por 2 — x = —(x — 2) se,
e so se, f(2) = 0 e g(2) = 0, entao:

f(2) =22+ (P-a2+2p=0 = 49 —-2q=—-4 (1)
g2)=2°+(p+q=0=p+qg=-8 (2)

Resolvendo o sistema formado pelas equacoes (1) e (2), vem:

_10 =14

Resposta: p = 3 e q= 3
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Determine a de modo que a divisdo de f = x* — 2ax3 + (a + 2)x2 + 3a + 1 por
g = x — 2 apresente resto igual a 7.

Determine p de modo que o polinémio f = 2x3 + px2 — (2p + 1)x + (p + 3) seja
divisivel por g = x + 4.

Determine p e g de modo que o polindmio x3 — 2px2 + (p + 3)x + (2p + q) seja
divisivel por x e x — 2.

Determine a e b de modo que o polindmio f = x® + 2x? + ax + b apresente as
seguintes propriedades: f + 1 é divisivel porx + 1 e f — 1 € divisivel por x — 1.

Qual o valor de a para que o resto da divisdo ax® — 2x + 1 por x — 3 seja 4?

Na divisao do polindbmio 5x> + ax® + bx?> + 3x + 1 por x — 2, encontrou-se o
quociente 5x* + cx3® + dx? + ex + 115. Determine o resto.

Sejam a, b, ¢, d, e, f 0s ndmeros que aparecem no dispositivo de Briot-Ruffini
para o calculo do quociente e do resto da divisao de 2x* + 8x® — x?> + 16 por

X + 4.
2 8 -1 0 16 -4
-8 b 4 e
2 a c d f

Qualovalordea+b +c+d+e +f?

O resto da divisao por x — b do polinbmio

1 x x2 x3 x*

1 a a2 a® a*
Px)=|1 b b% b® b*
1 ¢ ¢ ¢ ¢t
1 d d® o d*

€ um polinémio nulo ou nao nulo?

O quadro
1 0 ~052  -1626 | 1,32
1 132 1,2224 |-0,012432]

€ o dispositivo pratico de Briot-Ruffini para a divisao de determinado polinémio
P(x) por determinado bindmio linear D(x). Qual é o valor de P(x) + D(x) no ponto
x =17
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Os coeficientes a,, a,, ..., a, do polindbmio P(x) = a, + a,x + ... + a x" formam,
nessa ordem, uma P.G. de razdo 1/2. Entao, qual o resto da divisao de P(x) por
X + 27

Obs.: n é impar.

Determine o polindmio f do segundo grau que, dividido por x, x — 1 e x — 2,
apresenta resto 4, 9 e 18, respectivamente.

Solucao

Seja f = ax? + bx + c. Temos:
f0)=a-02+b-0+c=4=c=4 (1)
f(l)=a-1>+b-1+c=9=a+b+c=9 (2
fQ)=a-22+b-2+c=18 = 4a +2b +c =18 (3)
Substituindo (1) em (2) e (3) resulta o sistema:
atb=5

{4a+2b=14

que, resolvido por adicao,daa=2eb = 3.

Resposta: f = 2x? + 3x + 4.

Obtenha um polinbmio f do segundo grau tal que:
ha=21
II) f € divisivel por x — 1
IIl) os restos das divisdes de f por x — 2 e x — 3 sao iguais.

Determine o polinbmio do 3° grau que se anula para x = 1 e que, dividido por
x+1,x —2 e x + 2, da restos iguais a 6.

Mostre que, se a soma dos coeficientes de um polindbmio f € nula, entao f é
divisivel por x — 1.

Solugao

Sejaf=a,+ax+ax>+..+ax" talque a,+a, +a,+..+a =0.
Provemos que f € divisivel por x — 1 ou, o0 que é equivalente, f(1) = O:
f1)=a,+a,-1+a,-1°+..+a -1"=a,+a, +a,+..+a =0.
Assim, por exemplo, sao divisiveis por x — 1 os polinémios:

3x4 — Bx + 2 (pois 3 + (—5) + 2 = 0)
7x"— 8" 3+1 (pois7 + (—8) +1 =0)
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Aplicando Briot-Ruffini, determine o quociente g e o resto r da divisao de
f=x—-x2+x—1porg=(x—2)(x — 3).

Solugao

Sejam g, o quociente e r, o resto da divisao de f por x — 2:
f=qx—-2)+r, (1)

Sejam g, o quociente e r, o resto da divisao de g, por x — 3:

a, =q,x = 3)+r, (2)

Substituindo (2) em (1), vem:

g, =[a,x = 3) +1,] (x = 3) +1, = q,(x — 2)(x — 3) + [r,(x —2) + 1]
Assim, g, € o quociente procurado e r,(x — 2) + r, € o resto procurado.
Apliguemos Briot-Ruffini duas vezes:

f> 1 -1 1 -1]2 , > 1 1 3|3
.- 1 1 3| 5] o, > 1 4 |15]
T T,

g=4qg,=Xx+45
r=r(x—2)+r =15x - 2) + 5 = 15x — 25
Resposta: g =x +4 e r = 15x — 25.

Sendo 5 e —2 os restos da divisao de um polindbmio f por x — 1 e x + 3, res-
pectivamente, determine o resto da divisao de f pelo produto (x — 1)(x + 3).

Solugao
Pelo teorema do resto, temos:
f(1)=5 e f(—=3) = -2
Sejam q e r = ax + b, respectivamente, o quociente e o resto da divisao
de f por (x — 1)(x + 3). Temos
f=q-(x—1)(x + 3) + (ax + b)
Tomemos os valores numéricos desses polinémios em 1 e —3:
f(d)=q(1)- 1 -2 +3)+(@-1+b) =5=a+b
0
f(=3)=q(—-3)- (-3 —-1)(—-3+3)+(-3a+hb)=> —2=-3a+b

0
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Resolvendo o sistema formado pora +b =5e —3a + b = —2, resulta
_ 7,18
a= ) eb= 1
oL 13
Resposta: r = 4x 4K 1

Sendo 8 e 6 os restos respectivos da divisao de um polindmio P(x) por (x + 5)
e (x — 3), determine o resto da divisao de P(x) pelo produto (x — 5)(x — 3).

Sabe-se que os restos das divisdes de y> +ay + 2 pory — 1 e pory + 1 sao
iguais. Qual o valor de a?

Qual o valor do produto m - n para que o polindmio x3 — 6x? + mx + n seja
divisivel por (x — 1)(x — 2)?

Um polinémio desconhecido ao ser dividido por x — 1 deixa resto 2 e ao ser
dividido por x — 2 deixa resto 1. Qual o resto da divisao desse polindbmio por
(x = 1)x—2)?

Se P(x) € um polinbmio divisivel por (x — a) e por (x — b), (x — a)(x — b) divide
P(x)?

Qual o resto da divisdo de 2x® — 15x3 + 12x?> + 7x — 6 por (x — 1)(x — 2)
(x + 3)?

Os restos das divisdes de um polindmio pelos binébmios (x + 1), (x — 1) e (x — 2)
sao, respectivamente, 5, —1, —1. Entao, qual o resto da divisao de P(x) por
(x+ 1)(x — 1)(x — 2)?

Qual o coeficiente de x2 no polindmio P(x) do terceiro grau que se anula para
x = —1 e tal que dividido separadamente porx — 1,x + 2 e x + 3 deixa sempre
resto 107?

Quais os valores dos nlmeros reais a e b para que os polindbmios
x2—2ax2+(3a+b)x—3b e x3—(a+ 2b)x + 2a
sejam divisiveis por x + 1?

Qual é a condicao necessaria e suficiente que devem satisfazer p e g de modo
que x° + 2a%P 9 + aP seja divisivel porx + a (p,a EN e p > q)?
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Qual deve ser o valor do coeficiente ¢ para que os restos das divisdes de
X0 + ax* +bx2+cx+d por x+ 12 e x — 12 sejam iguais?

E dado o polindmio f(x) = (@ — 1)x® + (@ + 1)x5 + (a2 — 1)x* — (2a + 1)x + 12.
a) Determine a de modo que o quociente da divisao f por g(x) = x> + 1 seja
do 3¢ grau;

b) para esse valor de a, calcule o quociente e o resto da divisao de f por g.

Determine o resto e 0 quociente da divisao de f = x" — a" por g = x — a.

Solugao
r=flay=a"—a"=0
Aplicando Briot-Ruffini, temos:

n — 1 zeros
1 o o 0 e 0  —a | a
1 a a? as gp=1 | 0 |

r

Resposta: r=0e g=x""*4+ax" 2+ax" 3+ ... +a L

Determine o resto e o quociente da divisao de f = x" + a" por g = x — a.

Solucao
r=fla)=a"+ a" = 2a"
Aplicando Briot-Ruffini, temos:

n — 1 zeros
1 o 0 0 . 0 a | a
1 a a? as an— 1 | 2a" |

r

Resposta: r=2a"e g=x""*+ax" 2+ a>" 3+ ...+a L
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Determine o resto e 0 quociente da divisao de f = x" — a" por g = x + a.

Solugao

1°caso:népar > r=f(—a)=(—a)"—a"=a"—a"=0

n — 1 zeros
1 0 0 0O . 0 -—a | -a
1 —a a2 —-a —a”‘1| 0 |
]
g=x""t—ax""?2+aXx" " 3+..—a"?
2°caso:néimpar = r=f(-a)=(—a) —a"= —a"—a"= —2a"
n — 1 zeros
1 0 0 0 0 —a" | —a
1 - a’ —ad ant | —2a" |
r
g=x""t—ax""?+aXx" ¥+ .. +a?
Determine o resto e 0 quociente da divisao de f = x" + a" por g = x + a.

Solucao

1°caso:népar = r=f(—a)=(—-a)+a"=a"+ a"= 2a"

n — 1 zeros
1 0o 0 0 0 a | -a
1 - a’ —ad —a”—1| 2a" |
r
g=x""t—ax""?+aXx" ¥ - .. —a"?
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2°caso:néimpar = r=f(—a)=(—a)"+a"=—-a"+a" =0

n — 1 zeros
1 0 0 0 .. 0 a | -a
1 —a a? —-ad a“‘1| 0 |
r
q:Xn—l_aXn—2+a2Xn—3_"'+an—1

Determine o resto e 0 quociente das divisdes de f por g nos seguintes casos:

a) f=x*-8leg=x+3 e)f=x-1eg=x—-1
b) f=x*+81Leg=x—-3 f f=x+1eg=x+1
c) f=x5+32eg=x—2 g f=x+243 e g=x—-3
d f=x*-32eg=x+2 h) f=x5+243 eg=x+3

Transforme x> — a® num produto de dois polindémios.

Qual é o resto da divisao de f = Z ax" lporg=x—a?
i=0

A divisdo de (x**° — 1) por (x — 1) tem resto R(x) e quociente Q(x). Qual o valor
de R(x) e qual o valor de Q(x) para x = 0?

Quais os valores de a e de b para que o polindmio x3 + ax + b seja divisivel por
(x — 1)2?

Se dividimos um polinémio P(x) por x — 2, o resto é 13 e se dividimos P(x) por
(x + 2), o resto & 5. Supondo que R(x) é o resto da divisao de P(x) por x> — 4,
determine R(x) para x = 1.

Sabendo que P(x) do quarto grau é divisivel por (x — 2)3 e que P(0) = —8 e
P(1) = —3, determine o valor de P(3).

0 polinémio x> — a2" é divisivel por x> — a2 para quais valores de n?

Divisdo por binomios do 1? grau quaisquer

Para obtermos rapidamente o quociente q e o resto r da divisao de um poliné-
mio f, com dof = 1, por g = bx — a, em que b # 0, notemos que:

(bx —a)g+r=f entao (x—%)(bq)+r=f

q
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do que decorre a seguinte regra pratica:

a

1°) divide-se f por x — b

empregando o algoritmo de Briot-Ruffini;

2°) divide-se 0 quociente q' encontrado pelo nimero b, obtendo q.

Exemplos:

19) Dividirf=3x4—2x3+x2—7x+1porg=3x—5:3<x—%>.

q'=3x3+3x2+6x+3:q=%=x3+x2+2x+1e r==6

2°) Dividirf =4x3 + 5x + 25 porg = 2x + 3 = 2(x + g)

2
4 0 5 25 ‘ —%
4 -6 14 | 4 |
q'=4x2—6x+14:>q=%:2x2—3x+7er=4

3°) Dividir f = 8x> + 6x* + 4x3 + 3x> —4x — 3 porg =4x + 3 = 4<x + %)

q':8x“+4x2—4:>O|=T=2X4+X2_1er:O
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Qual o quociente da divisdo de 4x* + 6x3 — 7x2 + 8x — 7 por 2x + 3?

Qual o valor de K para que
P(x) = 6x% + 11x* + 4x3 + Kx2 + 2x + 8
seja divisivel por 3x + 4?

Qual o quociente da divisao do polinémio

P,(x) =x°+ 3x*> + x — 1 por P,(x) = %(x + 1)?

Dados os polinbmios f = —2x3 — x2 + 2x + 1 e g = 2x + 1, calcule
f+eg)f—-gef:g.
29

Sendo p(x) = b5x® — - X + 6, qgx) =2x — 1 erx) = x — 7, calcule
P(x) + q(x) — r(x).

O resto da divisao de um polindmio P(x) por ax — b € R = P(r). Determine r.

Aplicando o dispositivo pratico de Briot-Ruffini, determine quociente e resto da
divisdo de f por g:

a) f=0x*—12x3+x2 - 13,g=x+3

b) f=81x5+32,g=x—%
c) f=2x*+4x2+8x+16 e g=2x +1
d f=4xt*—2x+1eg=x—-1)Kx+2)

Qual € o resto da divisao de f = x® + 1 por g = 2x — 47
Mostre que f = 2x3 + 9x2 + 7x — 6 é divisivel por g = x? + b5x + 6.

Solucao

Podemos resolver este problema se efetuar a divisdao, notando que
g =(x + 2)(x + 3).
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Se f for divisivel por x + 2 e x + 3, de acordo com o teorema do item 72,
f sera divisivel por g. Provemos, portanto, que f(—2) = 0 e f(—3) = O:

f(—3) = 2(~3)° + 9(—3)?+ 7(-3) —6=-54+81—-21-6=0
f(—2) = 2(—2)° + 9(—2)? + 7(-2) —6=-16 + 36 — 14 — 6 =0

Mostre que f(x) = x* + 4x3 + 4x2 — x — 2 € divisivel por g(x) = x2 + 3x + 2.
Prove que (x — 2)?" + (x — 1) — 1 é divisivel por x? — 3x + 2.

Determine a e b em R de modo que o polinémio
f=x3+2x2+ (2a — b)x + (a + b)
seja divisivel por g = x® — x.

Solugao
g=xX2—x=x(x—1)=(x—-0)(x—1)

entao f € divisivel por g desde que f seja divisivel por x — 0 e x — 1, isto
é, se f(0) = 0 e f(1) = O. Assim, temos:

f0)=0 > 03+2-02+(2a—b)-0+(@+h)=0=a+b=0
f(l)=0 = 13+2-12+(2a—b)-1+(@+hb)=0 = 3a+3=0
Resolvendo o sistema formado por essas duas equacoes, vem:
a=-1eb=1.

Determine p e g de modo que o polindmio x® + px + g seja divisivel por
(x —2)(x + 1).

Determine a, b, ¢ de modo que ax® + bx>~* + ¢, com n € N*, seja divisivel
por x(x + 1) (x — 1).

Prove que 5x® — 6x° + 1 é divisivel por (x — 1)? e determine o quociente.
Prove que nx"** — (n + 1)x" + 1 é divisivel por (x — 1)

Determine a e b em funcdo de n de modo que ax"** + bx" + 1 seja divisivel por
(x — 1)

Determine os nimeros reais a € b € 0 maior inteiro m de tal modo que o poli-
noémio x5 — ax* + bx® — bx?2 + 2x — 1 seja divisivel por (x — 1)™.
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Mostre que f = x3 + x2 — 10x + 8 é divisivel por x — 1, mas nao € divisivel por
(x — 1)2.

Solucao

Vamos aplicar duas vezes o algoritmo de Briot-Ruffini:

f 1 1 10 8 | 1
q 1 2 s | o |
r1
q 1 2 -8 | 1
1 3 | -5 |

Verificamos que f € divisivel por x — 1, pois obtivemos g = x> + 2x — 8 e
r, — 0, porém f nao € divisivel por (x — 1)%, uma vez que g nao € divisivel
por x — 1.

Se «a, B € y sao raizes do polindémio f, qual é o grau de f?

Solucao

Se f admite «, B € y como raizes, entao f € divisivel por X —a, X — B €
X — 1y; portanto f € divisivel pelo produto (x —a)(x — B)(X — ), isto &, existe
um polindmio q tal que:

f=aq-Xx—a)x—PR)x—"1)

Existem duas possibilidades:

13 q=0 = f=0 = A of

ou

2°)q#0 = af =9+ 9[(Xx —a)Xx —B)x —vy)]=09q +3=3
Resposta: f=0 ou of = 3.

Se as divisoes de um polinbmmio f por x — 1, x — 2 e x — 3 sdo exatas, que se
pode dizer do grau de f?
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POLINOMIOS

Determine o quociente e o resto da divisao de
f=x—5x>+8x—4 por g =(x— 1)(2x — 4).

Solucao

Vamos dividir f sucessivamente por x — 1 e 2x — 4 = 2(x — 2) e aplicar o
mesmo raciocinio feito no exercicio 207:

fo1 5 8 -4|1 q, 1 -4 4|2

Calcule o resto R(x) da divisao de um polinbmio inteiro em x pelo produto
(x + 1)(x — 2), sabendo que o resto da divisao por (x + 1) no ponto —1 e o resto
da divisao por (x — 2) no ponto 2 sao ambos iguais a 3.

a) Enuncie o teorema da existéncia e unicidade do quociente e do resto da
divisao de dois polinbmios de uma variavel A(z) e B(z).

b) Determine o resto da divisdo de um polinémio A(z) por B(z) = z? + 1,
conhecendo A(i) e A(—i), em que i é a unidade imaginaria.

Um polinémio f, dividido por x + 2 e x?> + 4, da restos O e x + 1, respectivamen-
te. Qual é o resto da divisao de f por (x + 2)(x2> + 4)?

Um polindmio P(x) € divisivel por x + 1, e, dividido por x> + 1, da quociente
x?> — 4 e resto R(x). Se R(2) = 9, escreva P(x).
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