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Coordenadas
cartesianas
no plano

I. Nocgoes basicas

1. Consideremos dois eixos x e y perpen- YA y' @

i R : P, P
diculares em O, o0s quais determinam o pla- %
no a.

Dado um ponto P qualquer, P € «, con-
duzamos por ele duas retas:

X"J/x e y'/Jy

Denominemos P, a intersecao de x com al
y' e P, a interse¢do de y com x'.

(@]
R
xY

Nessas condicoes definimos:
a) abscissa de P € o ndmero real xp = OP1
b) ordenada de P é o nimero real yp = OP2

¢) coordenadas de P sao os numeros reais Xp € Yp, geralmente indicados na
forma de um par ordenado (xp, Yp), €M que Xp € 0 primeiro termo

d) eixo das abscissas € o eixo x (ou Ox)
e) eixo das ordenadas € o eixo y (ou Oy)

f) sistema de eixos cartesiano ortogonal (ou ortonormal ou retangular) € o
sistema xOy

g) origem do sistema é o ponto O
h) plano cartesiano é o plano «.
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COORDENADAS CARTESIANAS NO PLANO

2. Exemplo:
Vamos localizar os pontos A(2,0), B(O, —3), C(2, 5), D(—3, 4), E(—7, —3),

F(4, —5), G(% %) e H(—%,—%) no plano cartesiano, lembrando que, no par

ordenado, o primeiro nimero representa a abscissa e o segundo, a ordenada do
ponto.

(9]

m
P SR S I R
o

3. Teorema

Entre o conjunto dos pontos P do plano cartesiano e o conjunto dos pares
ordenados (xp, yp) de nimeros reais existe uma correspondéncia biunivoca.

Demonstracao:

12 parte

As definicoes dadas anteriormente indicam que a todo ponto P, P € «, corres-
ponde um Unico par de pontos (P4, P,) sobre os eixos x e y respectivamente e, por-
tanto, um unico par ordenado de nimeros reais (xp, Yp) tais que xp = OP4 e yp = OP».

Esquema: P — (Pl, PQ) — (Xp, yp)
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22 parte

___ Dado o par ordenado de nuimero reais (xp, yp), €xistem P; € x e P, € y tais que
OPj_ = Xp € OP2 = Yp.

Se construirmos x' // x por P, e y' // y por P4, essas retas vao concorrer em P.
Assim, a todo par (xp, yp) corresponde um unico ponto P, P € «a.

Esquema: (Xp, Yp) — (P4, Po) — P

4. Notemos que os pares ordenados (4, 2) v
e (2, 4) néo séo iguais. Eles se diferenciam | .2, 8
pela ordem de seus termos e, portanto, nao

representam o mesmo ponto do plano car-

tesiano. . TTTTamTs *(4,2)

De maneira mais geral, se a e b sao
numeros reais distintos, entao: o

=Y

(a, b) # (b, a)

5. A principal consequéncia deste teorema é que em Geometria Analitica
Plana:

a) "dar um ponto P” significa dar o par ordenado (xp, Yp);
b) “pedir um ponto P” significa pedir o par de coordenadas (xp, Yp);
c¢) todo ponto P procurado representa duas incégnitas (Xp € yp).

II. Posi¢cOoes de um ponto em relagdo ao sistema

6. Os eixos x e y dividem o plano carte- YA
siano em quatro regides angulares chama-
das quadrantes, que recebem 0S nomes

indicados na figura. E evidente que: 2% quadrante | 1¢ quadrante

P& 1°quadrante © xp=0 e yp=0 0

xy

P& 2% quadrante & xp<0 e yp=0 32 quadrante | 4° quadrante

P& 3°quadrante & xp <0 e yp<0

I

P € 4° quadrante & xp =0 e yp
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Z. Um ponto pertence ao eixo das abscissas se, e somente se, sua ordenada
€ nula:

PeEOXx © yp=0

Isso significa que o eixo das abscissas é o conjunto dos pontos de orde-
nada nula:

ox ={(a, 0) | a € R}

Notemos que, para todo nimero real a, o ponto (a, O) pertence ao eixo
das abscissas.

8. Um ponto pertence ao eixo das ordenadas se, e somente se, sua abscissa
€ nula:

PeOy © x=0

Isso significa que o eixo das ordenadas é o conjunto dos pontos de abs-
cissa nula:

Oy ={(0, b) | b € R}

Notemos que, para todo nimero real b, o ponto (O, b) pertence ao eixo
das ordenadas.

9. Um ponto pertence & bissetriz dos
guadrantes impares se, e somente se, ti-
ver coordenadas iguais: b,

\y

PEbiz & X =Y

Isso significa que a bissetriz bz é
0 conjunto dos pontos de coordenadas '
iguais:

o
xy

biz ={(a a)|a R}

Notemos que, paratodo areal, o ponto
(a, a) pertence a bissetriz bys.
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=

10. Um ponto pertence a bissetriz dos b, YA
quadrantes pares se, e somente se, tiver  N\.__.________
coordenadas simétricas:

PEDby © x=-Y

Isso significa que a bissetriz by, € 0
conjunto dos pontos de coordenadas simé- o ‘
tricas:

xy

bos = {(a, —a) | a € R}

Notemos que, para todo a real, o pon-
to (a, —a) pertence a bissetriz by,.

11. Seumaretaé paralela ao eixo das abscissas, entao todos 0s seus pontos
tém a mesma ordenada.

Se uma reta é paralela ao eixo das ordenadas, entao todos os seus pon-
tos tém a mesma abscissa.

Também valem as reciprocas dessas duas propriedades.

EXERCICIO

1. Dados os pontos:

A (500, 500) E (O, 0) (0, 8198)

B(—600, —600) F(711, 0) I, mV3)

C(715, —715) G(0, —517) K(V2, —V2)

D(-1002, 1002)  H(—321, 0) L(% %)

indique quais sao pertencentes:

a) ao primeiro quadrante; e) ao eixo das abscissas;

b) ao segundo quadrante; f) ao eixo das ordenadas;

c) ao terceiro quadrante; g) a bissetriz dos quadrantes impares;
d) ao quarto quadrante; h) a bissetriz dos quadrantes pares.
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III.Distancia entre dois pontos

12. Dados dois pontos A(x4, Y1) € B(Xo, Y»), calculemos a disténcia d entre

eles.
YA
A B
1° caso: AB // Ox X X
d= dAlBl = |X2 - Xll I : >
O] A, B, X
yA
2° caso: AB // Oy Byf-mmmmmmmmm B
d = dpgp, = 2 = vil
YN S —— A
) X

3° caso: AB X Ox e AB X Oy

Y YA

xy

xy
(@]

)

Temos inicialmente:
AC// OXx = yc=Y1 °
BC // Oy = XC = X2 = (X27 yl)
De acordo com 0s casos iniciais, temos:
dac = [Xc = Xal = [X2 — X4
dgc = |Y8 — Y| = |y2 — V4
Aplicando o teorema de Pitagoras ao triangulo ABC, temos:

d2 = d2, + d3. = (Xo — X1)? + (Y2 — y1)?

e entdo: ( d=(xg — x1)2 + (y2 — y1)? )
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13. Exemplo:
Calcular a distancia entre os pontos A(—2, 5) e B(4, —3).

YA

N

=

d=V(xo = x0)? + (v2 — v = V(4 + 22 + (-3 - 52 =36 + 64 = 10

Observemos que, se mudarmos a ordem das diferencas, d nao se altera:

d=V(xs — x2)2 + (ys — y2)2 =V(=2 — 4)2 + (5 + 32=V36 + 64 = 10

14. convém observarmos que, como a ordem dos termos nas diferencas de
abscissas e ordenadas nao influi no calculo de d, uma forma simples da férmu-
la da distancia é:

([ a-Varrmve )

em que AX = X, — X4 OU AX = X4 — X, (€ indiferente); Ay =y, — y; OUAy = y; — ¥,
(é indiferente).

EXERCICIOS

2. Sendo A(3, 1), B(4, —4) e C(—2, 2) vértices de um triangulo, classifique-o quan-
to aos seus lados e angulos.

3. Calcule a distancia entre os pontos A(1, 3) e B(—2, 1).
4. Calcule a distancia do ponto P(3, —4) a origem do sistema cartesiano.

5. Calcule a distancia entre os pontos A(a — 2, b + 8) e B(a + 4, b).
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6. Calcule o perimetro do triangulo ABC, sendo dados A(3, 1), B(—1, 1) e C (—1, 4).

7. Prove que otriangulo cujos vértices sao A(2, 2), B(—4, —6) e C(4, —12) é retangulo.

Solucao

Para demonstrar que um triangulo é retangulo basta provar que as medidas
dos seus lados verificam o teorema de Pitagoras: “O quadrado da medida
do maior lado € igual a soma dos quadrados das medidas dos outros dois
lados”.

d25= (AX)2 + (Ay)2 = (2 + 4)2 + (2 + 6)2 = 100
d2c= (AX)2 + (Ay)2 = (4 + 4)2 + (—6 + 12)2 = 100
d2a= (AX)2 + (Ay)2 = (2 — 4)2 + (2 + 12)2 = 200
Entdo d2,= dig+ dac.

8. Determine x de modo que o triangulo ABC seja retangulo em B. Sao dados:
A(—2, 5), B(2, —1) e C(3, Xx).

9. Se P(x, y) equidista de A(—3, 7) e B(4, 3), qual € a relagao existente entre xe y?

Solucao

dpp =dpg = (X + 32 +(y — 7)2=(x — 42 + (y — 3)?
entao:

X¥+6x+9+y —14y+49=x-8+16+y>* -6y +9
(6x — 14y + 49) — (—8x + 16 — 6y) = 0O

14x — 8y + 33 =0

Resposta: 14x — 8y + 33 = 0.

10. DadosA(x, 3),B(—1,4)e C(5, 2), obtenha x de modo que A seja equidistante de Be C.

11. Determine o ponto P, pertencente ao eixo das abscissas, sabendo que é equi-
distante dos pontos A(2, —1) e B(3, 5).

12. Determine o ponto P, da bissetriz dos quadrantes pares, que equidista de
A(O, 1) e B(—2, 3).

13. Dados os pontos A(8, 11), B(—4, —5) e C(—6, 9), obtenha o circuncentro do
triangulo ABC.
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14.

15.

COORDENADAS CARTESIANAS NO PLANO

Solucao

O circuncentro (centro da circunferéncia circunscrita A
ao triangulo) é um ponto P equidistante dos trés
vértices,

(1) dpa = dpg

P(x, y) [
(2) dpg = dpc

C
(1) (x — 8)2 + (y — 11)2 = (x + 4)2 + (y + 5)2

X2 — 16x + 64 +y2 — 22y + 121 = x2 + 8x + 16 + y2 + 10y + 25
—24x — 32y = —144

3x + 4y = 18 (3)

Qx+42+(y+5°2=x+62+(y—9)?
x_2+8x+16+£+1Oy+25=£+12x+36+y=2+18y+81
—4x + 28y = 76

Xx—7y=-19 (4)

De (4), temos x = 7y — 19, que substituindo em (3) da:

3(7y —19) + 4y =18 = 25y =75 > y=3 = x=7-3—-19=2
Resposta: P(2, 3).

Dados os pontos M(a, 0) e N(O, a), determine P de modo que o triangulo MNP
seja equilatero.

Dados os pontos B(2, 3) e C(—4, 1), determine o vértice A do triangulo ABC,
sabendo que é o ponto do eixo y do qual se vé BC sob angulo reto.

Solugao y
A

1)A e
Ax, y) {( JACY

(2) AC L AB

B
N {m x=0 c .
(2) dac + das = dic 0 X
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De (2) temos:
X+4P+(y—1P+x—2P+(y—32=2+4P+(B3B—1)
Levando em conta que x = O, temos:

16+ (y?—2y+1)+4+(y>?—6y+9 =36+4

22 -8y —-10=0 =y -4y -5=0=>y=-1ou y=5
Resposta: A(O, —1) ou A(O, 5).

16. Dados A(5, —2) e B(4, —1), vértices consecutivos de um quadrado, determine
os outros dois vértices.

17. Dados A(1, 2) e C(3, —4), extremidades da diagonal de um quadrado, calcule as
coordenadas dos vértices B e D, sabendo que xg > Xp.

IV. Razao entre segmentos colineares

15. Dados trés pontos colineares A, B e C 7
(com A # B # C), chaﬂla-sg»razéo entre os c
segmentos orientados AB e BC o ndmero real
r tal que: B
A
AB
r=—
BC >
(0] X

Sendo r o quociente entre as medidas
algébricas de AB e de BC, temos:

1°) se AB e BC tém o0 mesmo sentido, entao a razao r € positiva;

29) se Ké e §6 tém sentidos opostos, entao a razao r € negativa.

16. Exemplo:

Para esclarecermos a definicao dada, con5|deremos sobre um elxo € os
pontos C, D, E, F, G, H, |, Jtaisque F=AeH = BeCD DE EF FG GH HI IJ
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tém comprimento € e calculemos as razoes:

A6 AE B B AB AB B AB

BC BD BE BF BG BH Bl C BJ

I{ I€ I€ '?‘( 1 ( IB{ I{ 1 S
C D E F G H '| J -
AB _ 2¢ __2 AB _ 2¢ -2
BC -5¢ 5 BG ¢
AB _ 2¢ __1 AB _ 20 =6 existe)
BD —4¢ 2 BH O
AB _ 20 _ 2 AB _20_,
BE -3¢ 3 Bl ¢
AB _ 2t _ _, AB _ 2t _,
BF —2¢ BS  2¢

17. Uma pergunta importante é “como se poderia cacular o valor de r = % quan-
do sado dadas as coordenadas de A, B e C?".

Uma primeira ideia seria tentar responder a pergunta usando a férmula da
distancia entre dois pontos:

; AB  N(xe — xa)2 + (y8 — ya)?

S BC V(xc —xa)? + (yc — ye)?

mas esta nao € uma saida aceitavel porque, além de ser trabalhosa, daria sempre
um resultado r = 0 uma vez que dividimos distancias e nao medidas algébricas. As-

sim, quando AB e BC tém sentidos opostos, erramos o sinal da razao.

Para contornaressadificuldade, aideia € projetar os segmentos AB e BC sobre
0S eixos coordenados e observar o que acontece com as projecoes. Vejamos:
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1° caso: a reta AB nao é paralela a Ox e nem a Oy.

Aplicando o teorema de Tales as
transversais do feixe de paralelas AA;, BBy

17
e CC4, temos:
S — A, A
A.B
p=AB _ DaBa (1)
BC 8101 B2 B
C
Aplicando analogamente o teorema ’ I
de Tales as transversais AA2, BB2 e CCy, o A, B, C, j(
temos:
AB A,B
r = AB _ A5 2)
BC B,C,

Supondo que A = (x4, Y1), B = (X5, ¥5) € C = (X3, Y3), a partir das igualdades
(1) e (2), temos:

r= BB _Xemx | | _ABy _ya—ws
BlCl X3 = Xo BQCQ Y3 = ¥2

29 caso: a reta AB é paralela ao eixo Ox.

Neste caso so existe o primeiro feixe y
de paralelas AA1, BB1 e CCy1 e ent&o: A B C
_AB _ ABy XX _
=== "3 2 |"" xa-x 0 A B, C X
BC B.Cq X3 = X2 | 1 1 1 X

3¢9 caso: a reta AB é paralela ao eixo Oy.

Neste caso sb existe o feixe de para-

lelas AA,, BB, e CC» e ent3o: Yy
A, A
AB A>B —
p= AB _ A0S rzYz_h ; ;
BC BQCQ Y3 Yo 2
CZ
0 X
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18. Exemplo:

Dados os pontos A(3, 7), B(5, 11) e C(6, 13), calcular a razao entre os seg-
mentos AB e BC.

Calculando pelas projecées no eixo Ox, temos:

X3 — Xo 6 -5 1

r =

Calculando pelas projecdes no eixo Oy, temos:

poY2—yVa 11-7 4,
Y3 — Yo 13-11 2

E claro que s6 poderiamos ter obtido resultados iguais.

V. Coordenadas do terceiro ponto

19. Dados dois pontos A(Xq, Y1) € B(xo, ¥2), éﬁossfvel calcular as coordenadas
(x3, y3) de um terceiro ponto C pertencente a reta AB, desde que conhegamos a razao
entre dois segmentos com extremidades nesses pontos. Por exemplo, se sabemos

ovalorder = £ temos:
BC

Xo — X -
p=X2 X o Yo7 1

X3 = Xo Y3 = Y2

equacoes a partir das quais € possivel calcular x3 € ys.

20. Exemplo:
YA

_ther as coordenadas do ponto C da
reta AB, sabendo que A =(1,5),B=(4,17)e B

A_C C
r=—=—=2.

CB A

Temos: >
X3 — Xq _ X3 — _ . _ _ _

r_—xz—x3 2:>4_X3 2 =2 x3—1=8-2X3 = x3=3

Y3 — V1 Y3 — 5
r=——m—=2 o —m=2 = —5=34-2y; = =13

Yo = VY3 17 —ys3 ¥s ¥ ¥

Entdo C = (3, 13).

7 | Fundamentos de Matematica Elementar



COORDENADAS CARTESIANAS NO PLANO

21. Ponto médio

No caso particular de C ser o ponto médio do segmento AB, entdor = % =1
e dai:
p= XXy g 23Ty
Xo = X3 Y2 = Y3

de onde vem:
X3 = X3 =Xy = X3 € Y3~ Y1 =Y>—"VY3

e finalmente:

_ Xt x _Yitye

X3 2 2

22. Exemplo:

Obter o ponto médio do segmento AB quando A = (7, —1) e B = (—3, 11).

Temos:
—+ —
X3=X12X2=7+2( 3)=2

y _Yaty (=) +11
3 2 2

Entao C = (2, 5).

EXERCICIOS

18. Calcule a razao (é——g), sendo dados os pontos A(1, 4), B(%, 3) eC(—2, —2).

19. Dados A(5, 3) e B(—1, —3), seja C a intersecao da reta AB com o eixo das abs-

cissas. Calcule a razao <£>
. 5/’
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20. Determine as coordenadas dos pontos que dividem o segmento AB em trés
partes iguais, sabendo que A = (—1, 7) e B = (11, —8).

Solucao
19)

N

A C D B

- AC 1
Conhecemos a razaor = ﬁ entao:

21
1 9
XC_XA_I’ _XA+r'XB_ 1)+ 5) 11) 2_3
XB_XC_ = X = 1+r - +i g_
2 2
1 6
7+(_) g 8
YC_YA:r:yC_yA"'rYB:() 2) " )2322
YB — Yc 1+r 1+i 2
2 2
29) \/‘\
A C D B
~ . _AD _ -
Conhecemos a razao r' = ﬁ = 2, entao:
« :xAJrr'-xB:(—1)+2-11:_1:7
b 1+r 1+2 3
:yA+r'-yB:7+2-(—8):—_9:_3
Yo =TT+ 1+2 3
Observemos também que D é ponto médio de BC:
_XgtXx _(11)+@3) _ _Y8 Yo _(=8+2_ _
Xo 2 2 T Y 2 2 3

Resposta: C(3, 2) e D(7, —3).
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21. Determine os pontos que dividem AB em quatro partes iguais quando A = (3, —2)
e B = (15, 10).

22. Até que ponto o segmento de extremos A(4, —2)e B (% —1) deve ser prolon-

gado no sentido Klg para que seu comprimento triplique?

23. Calcule o comprimento da mediana AM do triangulo ABC cujos vértices sao os
pontos A(O, 0), B(3, 7) e C(5, —1).

Solucao
O ponto M é tal que: A
XB aF Xc 3+5
= = == 4
H 2 >
_¥Ys + Yo _ 7+ (_1) — m 1
yM = 2 == 2 —_— 3 B L} M LLI C

O comprimento da mediana AM € a distancia entre A e M:

dav = V0w — xa)2 + (ym —ya)2 =V16 + 9 = 5

Resposta: day = 5.

24. Dados os vértices P(1, 1), Q(3, —4) e R(—5, 2) de um triangulo, calcule o com-
primento da mediana que tem extremidade no vértice Q.

25. Dados os vértices consecutivos, A(4, —2) e B(3, —1), de um paralelogramo, e o
ponto E(2, 1), intersegao de suas diagonais, determine os outros dois vértices.

26. Do triangulo ABC sao dados: o vértice A(2, 4), o ponto M(1, 2) médio do lado AB
e o ponto N(—1, 1) médio do lado BC. Calcule o perimetro do triangulo ABC.

Solucao
1°) M é o ponto médio de AB. Entao: A
xMz—XA;XB:>1=2+XB xg =0 M
+ +
yM:yA yB:2:4 yB:>yB:O
2 2 B N C

Portanto, B(0, O).
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COORDENADAS CARTESIANAS NO PLANO

2°) N é o ponto médio de BC. Entao:

XB A Xc 1 — 0 + Xc
XN 5 = —1 —
Y8 t Yc 0 +yec
—JB ' JC 1=—17JC
YN > = 2
Portanto, C(—2, 2).

= X = —2

= Yo =2

39) perimetro = dag + dgc + dca =

=V2-02+@-02+0+22+(0-22+(2+22+@-22=
=+/20 + V8 + 20 = 45 + 242 = 2(2y/5 + 2)

Resposta: 2(2\/% 4F \/E)

Se M(1, 1), N(O, 3) e P(—2, 2) sao os pontos médios dos lados AB, BC e CA,
respectivamente, de um triangulo ABC, determine as coordenadas de A, B e C.

Calcule as coordenadas do baricentro do triangulo ABC cujos vértices sao
A(Xa, Ya), B(xg, ¥g) € C(Xc, Yc)-

Solucao

O baricentro G é a intersecao das medianas
do triangulo.

Tomando um triangulo ABC e construindo as
medianas AM e BN, formamos os triangulos,
ABG e MNG que sao semelhantes. Portanto:

AG _AB _ ¢ _,
GM MN €
2
isto é, G divide a mediana AT\7I na razao 2. Entao:
XB aF XC
X:XA+2XM:XA+2 :XA+XB+XC
671+ 2 3 3
YB + Yc
J’_
:)/A+2YM:yA 27 _YatV¥stVYe
Ye =152 3 3

Xa + Xg + Xc¢ YA+YB+YC)

R il :G( ;
esposta 3 3
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A conclusao tirada no problema anterior, isto €, o fato de que "as coordena-
das do baricentro sao as médias aritméticas das coordenadas dos vértices”
podera ser utilizada a seguir em outros problemas de Geometria Analitica.

29. O baricentro de um triangulo é G(5, 1) e dois de seus vértices sao A9, —3) e
B(1, 2). Determine o terceiro vértice.

30. O baricentro de um triangulo é G<§ é) 0 ponto médio do lado BC é N(O, %)

1
e o ponto médio do lado AB é M(f’ 2). Determine os vértices A, B, C.

31. Determine os vértices B e C de um tridangulo equilatero ABC, sabendo que o
ponto médio do lado AB é M(\/§ 1)eAéa origem do sistema.

Solucao
1¢9) Obter B C
XM:XA+XB \/__O+XB XB:2\/§
4 14

+ 0+
yszA2YB=>1= 2YB:yB=2
2¢) Obter C A M B
Temos:
€=dg=V(2V3-02+(2-02=14

= _ 2 —

Cix, y) { (1) dac = ¢ . (1) (x —0)? + (y 0) =16 .

(2) dgc = ¢ (2) (x = 2v3)° + (y — 2)2 = 16

{mﬂ+ﬁ=m
(2)x2 +y2 — 4\3x — 4y = 0

De (1) em (2) resulta: 16 — 44/3x — 4y = 0 = y = 4 — [3x, que substituindo
m (1) da:

2+ (4-V3x)°=16 = x2+ 16 — 83x + 3x2 = 16 =
= 4x2—-8Y3x=0 = x=0o0ux =23 =

= y=4o0uy = —2 (respectivamente)

Resposta: B(2v3, 2) e C(0, 4) ou C(2v3, —2).
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32. Num triangulo ABC sao dados:
(1A (=4,3)
(2) M (—4, 6) ponto médio de AB
(3)dac = 8
(4)dgc = 10

Obtenha o vértice C do triangulo.

33. Prove que os pontos médios dos lados do quadrilatero de vértices A(a, b),
B(c, d), C(e, f) e D(g, h) sao vértices de um paralelogramo.

Solucao

1¢°) Aplicando a férmula do ponto médio, determinemos M, N, P e Q:

atc b+d B N

M( 2 2 ) c
c+e d+f

N(z T )

P<e+g f+h> bs F
2 ' 2

<a+g b+h>

Q ,
2 7 5

A Q

2°) Provemos que as diagonais do quadrilatero MNPQ se cortam ao meio,
isto €, os seus pontos médios, R e S, sao coincidentes:

cte L a+g
o= XNT X 2 2 _atcte+tg
R 2 2 4
R
d+f _ b+h
y:yN+YQ: 2 2 _b+d+f+h
R 2 2 4
atc e+tg
e =XmtXe 2 2 _atcte+g
S 2 2 4
S
b+d+f+h
_ Wty 2 2 _b+d+f+h
¥s 2 2 4

R = S = MNPQ é paralelogramo.
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1
34. O quadrilatero de vértices A(—l, i) B<O, —§>, C1, —1)e D(i, —) € um
. 2 2 2" 2
paralelogramo? Justifique.

VI. Condigcao para alinhamento de trés pontos

23. Teorema

Trés pontos A(X4, Y1), B(Xs, ¥5) € C(x3, y3) S@o colineares se, e somente se, suas
coordenadas verificam a igualdade:

(X2 = Xg)(y3 — Y2) = (X3 — X2)(Y2 — Y1)

12 parte

Hipotese Tese

[ A, B, C colineares j = [ (Xo = Xq)(Y3 = ¥Y2) = (X3 — X2)(Y2 — Y1) ]

Demonstracao:
Pode ocorrer uma das trés situagdes seguintes:
1?) dois dos pontos coincidem (A = B, por exemplo).
Neste caso x4 = X, e y; = y, e dai:
(X2 = X1)(ys = ¥2) =0 - (y3 —y2) = 0
(X3 = X2)(y2 = y1) = (X3 = X2) -0 =0

e esta provada a tese.

2?) os trés pontos sao distintos e pertencem a uma reta paralela a um dos
eixos (paralela ao eixo Ox, por exemplo).

Neste caso y; = y, = y; e dai:
(X0 = X9)(ya = ¥2) = (X0 = X1) - 0 =0
(X3 = X2)(y2 = Y1) = (X3 = X2) - 0=0
e esta provada a tese.

3%) os trés pontos sao distintos e pertencem a uma reta nao paralela a Ox nem
a Oy.
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. ~ AB
Neste caso, seja r a razao B__C Temos:

_XTX p=Y2 TV
X3 = X2 Y3 = Y2

X — X -
Dar 22— X1 — Y2 7 Y1 o gecorre que:

X3 = Xp Ys = Y2

(X2 = X1)(y3 = Y2) = (X3 — Xo)(Y2 — Y1)

22 parte

Hipotese Tese

[ (X2 — X1)(y3 — Y2) = (X3 — X2)(Y2 — Y1) ] = [A, B, C colinearesj

Demonstracgao:

Pode ocorrer uma das trés situacoes seguintes:

12) x3 — Xo = O (ou seja, X, = X3)

Neste caso, a hipétese fica sendo (x, — x4)(yz — Y2) = O e entao:
Xo =% =0 ou y3=y,=0

Se X, — x4 = 0, resulta x4, = xo = x3 € entdo A, B, C ficam colineares por per-
tencerem a mesma reta paralela ao eixo Oy.

Seys —y, = 0, resultay, = yz € X, = X3 € entdo A, B, C ficam colineares por-
que B e C coincidem.

22)yo — y1 = O (ou seja, y; = yo)
Neste caso, a hipétese fica sendo (x, — X41)(yz — Y») = O e entdo:
X =X =0 ou y3—y,=0

Se xo — x4 = 0, resulta x; = X, €y, = y, € entao A, B, C ficam colineares por-
que A e C coincidem.

Seys —y, = 0, resultay; =y, = y3 € entao A, B, C ficam colineares por per-
tencerem a mesma reta paralela ao eixo Ox.
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3?)X3_X27&O€y2_y17&0
Neste caso, resulta da hipétese que:

(X2 = X1)(y3 = ¥2) = (X3 = X2)(Y2 — Y1) # O

e dai vem: VA
Xa ” X1 _Y2" %1 Y,
X3 = X2 Y3 = Y2

Y,
Entao os triangulos ABD e BCE sao retan-
gulos e tém lados proporcionais, logo sao seme- y.L.
Ihantes. Por isso temos a = B e resulta que os
pontos A, B, C estao alinhados.

Nota
A condigao para alinhamento de trés pontos
(X2 = X1)(Y3 = ¥2) = (X3 — X2)(Y2 — Y1)
pode ser expressa de outra forma mais simples de memorizar. Vejamos:
(X2 = X1)(yz = ¥2) = (X3 = X2)(y2 —y1) = O
Xo¥3 — X235 — X1¥3 t Xa¥2 — Xa¥2 T XgVa1t Xz¥3 — Xoy1 = 0
X1(Y2 = ¥3) = y1(X2 = X3) + (Xay3 = X3yp) = O
X1 y1 1
Xo Yo 1|=0
X3 ¥z 1

(Ver no final deste capitulo o desenvolvimento de determinantes pela regra de
Laplace.)

24. Exemplos:

1°) Mostrar que A(—1, 1), B(1, 3) e C(7, 9) sao colineares.

X1 Y1 1 -1 1 1
3 1 1 1 1 3
D= Xo Yo 1| = 1 3 1|=- - + =
9 1 7 1 7 9
X3 Y3 1 7 9 1

=4+6+6—-—12=0 = A, B, C colineares
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2¢) Para que valores de x os pontos A(x, x), B(3, 1) e C(7, —3) sao colineares?

X x 1

A, B, C colineares = D =13 1 1|=0

D=x~‘

7 -3 1
1 1‘_){_‘3 1‘+‘3 1

‘=4x+4x—16=
-3 1 7 1 7 -3

=8 —-16=0 = x=2

35.

36.

37.

38.

39.

EXERCICIOS

Os pontos A(2, 7), B(—3, 0) e C(16, 5) sao colineares?

Determine y para que os pontos A(3, 5), B(—3, 8) e C(4, y) sejam colineares.

Solugao 35 1

A, B, C colineares = |-3 8 1|=0=
4 y 1

=45 — 8 —-y3+3)+(24+15)=0=—-12 -6y +39=0=
= 6y =27 :>y=%
Resposta: y=5.

k
Ospontos(2,—3),(4,3)e (5, 5) estaonuma mesmareta. Determine o valor de k.

Se o ponto (g, —4) pertence a reta que passa pelos pontos (O, 6) e (6, 0), de-
termine q.

Mostre que A(a, —3a), B(a + 3, —3a — 1) e C(a + 5, —3a —2) sao colineares
para todo valor real de a.
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40.

41.

42,

43.

44.

45,

46.

Se A(O, a), B(a, —4) e C(1, 2), para que valores de a existe o triangulo ABC?

Solucao

Existe o triangulo se a € R e os pontos A, B, C nao sao colineares. Impon-
do o alinhamento:
Xa ya 1 0O a 1

a 1
D=|xg v& 1|=|a -4 1|=0 entéao —a-
11

a —4
1 2

+1-

‘:o
Xc Yo 1 1 2 1

isto é:

—al@a—1)+(Ra+4) =0 =2a2—-3a—4=0donde a=—-1oua=4

Resposta: areal; a # —1 e a # 4.

0 ponto P(3, m) é interno a um dos lados do triangulo A(1, 2), B(3, 1) e C(5, —4).
Determine m.

Dados A(10, 9) e B(2, 3), obtenha o ponto em que a reta AB intercepta o eixo
das abscissas.

Dados A(3, —1) e B(7, —5), obtenha o ponto em que a reta AB intercepta o eixo
das ordenadas.

Dados A(1, 5) e B(3, —1), obtenha o ponto em que a reta AB intercepta a bisse-
triz dos quadrantes impares.

Dados A(1, —5) e B(—1, —9), obtenha o ponto em que a reta AB intercepta a
bissetriz dos quadrantes pares.

Dados A(—3,4)eB(2,9),C(2, 7) e D(4, 5), obtenha a intersecao das retas AB e CD.
Solucao

Seja P(x, y) a intersecao das retas.

Como P, B, A sao colineares, temos:

x y 1
2 9 11=0 =
-3 4 1

= 5x—55+35=0=>x—y=-7 (1)

Fundamentos de Matematica Elementar | 7



47.

48.

49.

COORDENADAS CARTESIANAS NO PLANO

Como P, C, D sao colineares, temos:

x y 1

2 7 1|=0 =2 2x+2y—18=0 = x+y=9 (2

4 5 1

Somando (1) e (2),vem:2x =2 = x=1 = 1 +y=9 = y=8
Resposta: P(1, 8).

Determine P(xq, Yo) colinear simultaneamente com A(O, 3) e B(1, O) e com
C(1, 2) e D(O, 1).

Determine o ponto P da reta AB que estd a distancia 5 da origem. Dados
A0, —25) e B(—2, —11).

Solucao

(1)dop =5 (1) (x — 02+ (y — 02 =25
P(x, y) . X y 1

(2) P, A, B colineares (2)f o —25 1|=0

-2 —-11 1

e(2): —14x — 2y — 50 = 0 = y = —7x — 25 que, substituindo em
(1), da:

X2+ (—7x — 25)2 = 25 = x2 + 49x2 + 350x + 625 = 25 =
= 50x?+350x+ 600 =0 = x=—-3 ou x=—-4 =

= y=—4 ou y= +3 (respectivamente)

Resposta: P(—3, —4) ou P(—4, 3).

Determine na reta AB os pontos equidistantes dos eixos cartesianos. Dados:
A(2, 3) e B(—5, 1).

VII. Complemento — Calculo de determinantes

25.

D=

Um determinante de 22 ordem

a1 agp
dz1 Az
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calculado pela féormula:

é
D =aq;ayp —agp - axy

Exemplo:

1 -
o-|3 73

4 7‘=1-7—(—5)-4=7+20=27

Um determinante de 32 ordem

di1 Qg2 Qdi3
D =|321 Qa2 a3

d31 4dzz 4ass

de acordo com o teorema de Laplace, é calculado da seguinte maneira:
1°) escolhe-se uma linha ou coluna qualquer de D;

2°?) multiplica-se cada elemento da linha ou coluna escolhida pelo determi-
nante de ordem 2 que se obtém suprimindo em D a linha e a coluna a qual perten-
ce o elemento tomado;

3°) multiplica-se cada produto pelo cofator que € dado por A = (—1)'*, sen-
do A o elemento tomado e i + j a soma de seus indices. Se o expoente obtido for
par, o cofator sera 1; e se o expoente for impar, o cofator sera —1.

4°) somam-se os trés produtos obtidos.
26. Exemplos:
1°) Desenvolvimento de D pela 1?2 linha:

dz1 dx2
dz1 ads2

dp1 Qo3
31 as3

dgy Qo3
dz> 4ads3

D= (+1) a4 + (+1) - a3 =

(1) - ap

= a11(a22 " @33 — A3p - @p3) — @12(@21 * A33 — @31 " Ap3) + A13(Ap1 - @32 — @31 * A2))

2°) Desenvolvimento de D pela 3?2 linha:

d11 Qd12
dz1 a2

d11  Qd13
dz1 adz3

dip adi3
D=(+1) a3 8y Ans +(=1) - az

+ (+1) + az3z

= a31(a12 " @23 — Ay - @13) — @32(@11 " A2z — A1 A13) + A3z3(d11 - Ao — @21 * A1)
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3°) Calcular D

1 3 2
D=12 5 2

4 3 1

Temos, pela 1?2 linha:
5 2
31

D=+1"

2 2 2 5
+ 2 - =

‘_3'
4 1 4 3

+1(5-1-3-2)—32-1-4-2)+2(2-3—-4-5) =
15 -6)—3(2—8) +26—-20)= -1+ 18 — 28 = —11

EXERCICIO

50. Calcule os determinantes:

3 2 7 0O 0 O
A=l-1 4 3 E=11 2 3
6 —10 -2 4 5 6

X y 1 1 0 O
B= |0 0o 1 F=12 3 5
3 -2 1 7 6 3

1 1 1 1 2 1
C=|2 3 6 G=|1 3 1
4 9 36 141

2 -1 1 2 3 1
D=|5 0 1 H=14 5 1
0 3 1 6 7 1
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Equacao
da reta

I. Equacao geral

27. Teorema

"A toda reta r do plano cartesiano esta associada ao menos uma equacao da
forma ax + by + ¢ = O em que a, b, ¢ sao ndmeros reais,a # Oou b # 0, e (x, )
representa um ponto genérico de r.”

Demonstracgao:
ya r
Sejam Q(xy, ¥,) € R(x,, ¥,) dois pontos A R
distintos do plano cartesiano. Isto significa '
que X4, ¥4, X,, ¥, S80 ndmeros reais (constan- :
tes) conhecidos.
Seja r a reta definida pelos pontos Q e Y, .
R. Se P(x, y) € um ponto que percorre r, entao : '
X e y sao variaveis. Como P, Q, R sao colinea- d
res, temos necessariamente: o X, X, X
x y 1
X, y, 1|=0
X, Y, 1
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Desenvolvendo esse determinante pela regra de Laplace, temos:

y, 1 X

y, 1

X, 1
1

1 Y1
Xy Yo

X+ A +1-

2
(yl - y2) "X+ (X2 - Xl) y + (X1y2 - Xzyl) =0
[N —— T - - -

a ¢

Fazendoy, —vy, = a,x, =X, =b e X;y, = X,y; = ¢, decorre que todo ponto
P € r deve verificar a equacao

[ax+by+c=0j

chamada equacao geral de r.

28. Comentarios
1°) Ficou provado que toda reta (ndo importa qual seja sua posi¢ao) tem equa-
¢ao geral.

2°) Convém notar que a mesma reta admite varias (infinitas) equacgoes gerais,
pois, se usarmos Q'(x3,y;) € R'(x}, y,) para definirmos r,com Q' # Qe R' # R, obteremos
provavelmente uma outra equagao: a'x + b'y + ¢' = 0. Veremos, no 3° caso do item 39,
que a'x + b'y + ¢' = 0 é, entretanto, equivalente a ax + by + ¢ = O.

Isso significa que a toda reta r do plano cartesiano esta associado um conjunto
de equacoes equivalentes entre si.

3?) Os coeficientes a e b nao podem ser simultaneamente nulos, pois:

a=0>= -y,=0 = =
Y1 = Ys Y15 Y, =~ Q=R
b=0= x,—%x,=0 = x;, =X,
e Q # R por hipdtese.
29. Exemplos:
YA
1°) Obter a equacao da reta que passa R, 7)

por Q(4, 3) e R(O, 7).

Entendemos por equacao da reta QR a Q4. 3)

condicao que as coordenadas do ponto P(x, y) P(x, y)
devem satisfazer para que P seja colinear >
com Q e R. Se P, Q e R sao colineares, entao:
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=0 =>4x+4y—-28=0=>x+y—-7=0

N O x
w N <
PR

isto é, todo ponto da reta QR deve apresentar soma das coordenadas igual a
sete.

2°) Obter a equacao da reta da figura.

Devemos escolher dois pontos dados
para montar o determinante juntamente com
0 ponto (X, y) variavel. Se escolhermos (2, 1) e
(1, 0), vem:

xy 1
21 1|=0=>x—-y—1=0
101
Se escolhermos (4, 3) e (0, —1), vem:
X 7 1
4 3 1|=0 = 4x—-4y—-4=0
0o -1 1

que é equivalente a anterior. Assim, a equacao daretaéx —y — 1 = O (a mais sim-
ples) ou qualquer equacao equivalente a esta.

30. Teorema

“A toda equacao da formaax + by + ¢ = 0,coma,b,c €R,a# Ooub # 0,
esta associada uma unica reta r do plano cartesiano cujos pontos P(x, y) sao as
solucdes da equacgao dada.”

Demonstracgao:
Faremos a demonstragcao apenas para o caso geralemquea # Oe b # O.

Sejam P,(x;, ¥,), P5(X5, ¥,) € P5(X5, ¥3) trés pontos dois a dois distintos que
satisfazem a equacao dada. Entao, temos:
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ax, +by, +¢c=0 = ax;, = —by,—¢c = x, = —by;—c
ax, +by, +¢c=0 = ax, = —by,—¢c = x,= —byz—c
axg +hby; +c=0 = ax;=-by;,—¢c = x3= —byg—c
Temos ainda:
e U e
(o~ xglty, —yy) = 2= 0 ) B = Y, — Yy

entao (X, — X )(Y; = Yo) = (X3 = X,)(¥, — y,), portanto P,, P, e P; sao colineares.

Esta provado que todo ponto P (variavel), que satisfaza condicao ax + by + ¢ = 0,

pertence necessariamente a reta P,P, (que existe e € unica), a qual daremos
0 nome r.

31. Comentarios

1°) Esse teorema mostra que, dada a equacao ax + by + ¢ = 0O, o conjunto
dos pares (x, y) que a satisfazem € uma reta.

Exemplo: vA

Construir o grafico dos pontos que veri-
ficam a equacao x + 2y — 6 = 0.

Como ja sabemos, o grafico é uma reta
e, para localiza-la, basta localizar dois de
seus pontos. Assim, temos:

x=0=0+2y—-6=0=y=3
X=6=>6+2y—-6=0=y=0

isto €, os pontos (0, 3) e (6, O) definem a reta.

2°) Esse teorema mostra também que s6 os pontos que satisfazem a equacao
ax + by + ¢ = O pertencem a reta; portanto, um ponto esta sobre uma reta somente
se suas coordenadas verificam a equacao da reta.
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32. Exemplo:

Verificar se A(2, 2), B(4, 1) e C(7, —1) pertencem a reta r de equacao
X+ 2y —6 =0.

Basta substituir x e y na equacao dada pelas coordenadas de cada ponto e
verificar se a igualdade obtida € verdadeira ou falsa:

A—(2) + 2(2) — 6 = 0 (verdadeira) > A r
B —(4) + 2(1) — 6 = O (verdadeira) > B € r
Co>(7)+2(-1)—6=0(falsa) >C&r

33. A principal consequéncia dos teoremas dos itens 27 e 30 é que em Geometria
Analitica Plana:

a) "dar uma reta" significa dar uma das equacoes da reta;
b) "pedir uma reta" significa pedir uma das equacoes da reta.

34. 0 anulamento de um dos coeficientes da equacdo geral da reta revela uma
propriedade especial da reta. Assim, temos:

1Ha=0s vy, -y,=0 vy, =y, &r//x

isto é, quando a equagao nao tem o termo em x (exemplos: 3y —4 =0, 7y + 11 = 0),
a reta € paralela ao eixo das abscissas.

2)b=0 x=—x=0= x, =%, &r//y

isto €, quando a equacao nao tem o termo em y (exemplos: 7x + 5 =0, 9x — 4 = 0),
a reta é paralela ao eixo das ordenadas.

(3) c=0 o ax+ by =0 < (0, 0) satisfaz a equacao, pois
a-0+b-0=0 (0,0 €r

isto €, quando a equagao nao tem o termo independente (exemplos: 3x + 4y = 0O,
12x — 13y = 0), a reta passa pela origem.

4)@=0ec=0) = (r//xe (0,0ETr = r=x
B)b=0ec=0)= (r/ye (0,00€EYN =>r=y
Assim:x = 0, 7x = 0, V2 - x = 0 sdo0 equacdes do eixo dos y;

y = 0, 5y = 0, —513y = 0 sao equacoes do eixo dos x.
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EXERCICIOS

51. Determine a equacao da reta r indicada no dia- YA
grama ao lado.

L

_2 \
52. Dados os pontos A(1, 2), B(2, —2) e C(4, 3), obtenha a equacao da reta que
passa por A e pelo ponto médio do segmento BC.

53. Determine as equacdes das retas suportes dos lados do triangulo cujos
vértices sao A(O, 0), B(1, 3) e C(4, 0).

Solucao
Cada reta é definida por dois vértices:
reta AB
x y 1
1 3 1{=0 = 3&x—-y=0
0 01
reta BC
x y 1
1 3 1|=0=3&+3y—-12=0= x+ty—4=0
4 0 1
reta CA
x y 1
4 0 1|=0=4=0=y=0
0 0 1

Resposta: 3x —y=0,x+y—4 =0,y =0.

54, Determine a equacao da reta definida pelos pontos A(% %) e B(—%, —%)
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55. A reta determinada por A(a, O) e B(0, b) passa por C(2, 5). Qual é a relacao
entre a e b?

56. A reta determinada por A(p, q) € B(7, 3) passa pela origem. Qual é a relagao
entre p e q?

57. Prove que os pontos A(a, b + ¢), B(b, a + ¢) e C(c, a + b) sao colineares e
determine a equacao da reta que os contém.

58. Dados A(—5, —5), B(4, 5), C(19, 0) e r: 5x — 3y = 0, verifique se r passa
pelo baricentro do triangulo ABC.
Solugao

Conforme vimos no exercicio 28, as coordenadas do baricentro sao:

_ xatxg+x _ (=5) + (1) + (19)

XG 3 = =5
y:)’A+YB+)’C:(—5)+(5)+(0):O
: 3 3

Substituindo G(5, 0) na equacao de r, temos:
5(5) — 3(0) = 0 (falsa) = G & r

Resposta: G & r.

59. Determine a equacao da reta que passa pelos pontos A e B da figura abaixo.

YA
B
A V2
V2
45° \ 45° -~
(0] X

60. Desenhe no plano cartesiano as retas cujas equacoes sao dadas abaixo:
a)y = 3x byx+y=3 c) x—y+2=0 d)3y+x=0
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IL. Intersecao de duas retas

35. Todo ponto de intersecao de duas retas tem de satisfazer as equacdes de am-
bas as retas. Portanto, obtemos o ponto comum P(x,, ¥,) a duas retas concorrentes
resolvendo o sistema formado pelas suas equacoes:

ofraiinies
- 9 2 2
36. Exemplo:
Obter a intersecao das retas:
rx—y+1=0 e s:2x+y—2=0
Vamos resolver o sistema pelo método da adicao:

xX—y+1=0 (1)

<
>

+ \
2x+y—2=0 (2
1
3x—1=0:>x=? /
1 4 >
= _ _ _x 0
(1)3 y+1=0=y 3 / X

)

w|b

1
Logo, a intersecao de rcom s é P<§,

EXERCICIOS

61. Determine a intersecao das retas x — by = 14 e 3x + 2y = —9.

62. Determine a intersecao das retas r e s indicadas no y
grafico ao lado.

7 | Fundamentos de Matematica Elementar



EQUACAQO DA RETA

63. Asretas 2x + 3y = 2 e x — 3y = 1 passam pelo ponto (a, b). Calcule a + b.

64. Para que valores de a a intersecaodaretay =a(x +2)comaretay = —x + 2
se da no primeiro quadrante?
65. As retas suportes dos lados do triangulo ABC sao:
AB:3x —4y =0, BC:x+y—7=0 e CA:4x —3y =0
Mostre que ABC € um triangulo isésceles.
Solugao
1°) Cada vértice do triangulo € a intersecao de duas retas suportes:
{A} = AB N CA — {3"_43’:0
4x — 3y =0
33X —4y =0
X+y—7=0
X+y—7=0
4x =3y =0
Resolvendo os trés sistemas formados, temos:
A=(0,0),B=(4,3)eC=(34)
2°) Calculemos as medidas dos lados AB e AC:
dyg = V(0 — 42+ (0 — 32 =

de=V(0 —32+(0-42=5

{B} = AB N BC —>{

{C}=BCﬂCA—>{

]:EEE

66. Calcule o perimetro do tridangulo cujos vértices sao as intersegoes das retas
xX+ty=6,x=1ey=1.

67. Prove que asretasde equacbes2x+3y—1=0,x+y=0e 3x+4y—-1=0
concorrem no mesmo ponto P.

Solucao
1°) Determinemos P, intersecao da 1% com a 2%:
2x +3y—1=0
x+y=0

resolvendo,
—

x=-1ey=+1 = P(—1, +1)

2°) Provemos que P pertence a 3? reta:
3+ 4y, —1=3(-1)+4+1)-1=-3+4-1=0
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68.

69.

70.

71.

72.

EQUACAO DA RETA

Demonstre que as retas

rx—2y=0, s:x+2y—8=0 e t: (1 + kx +2(1 — kly —8 =0 sao

concorrentes no mesmo ponto P, Yk € R.

Solucao

1°) Determinemos a intersecao de r e s:
X—2y=0 resolvendo
Xx+2y—8=0

2°) Provemos que P € t:

(L+Kx,+2(L —Ky,—8=(1+k4+2(1-Kk2-8=

=4+4k+4 -4k —-8=0,VKER

x=4ey=2 — P4,?2)

Determine a para que as retas de equacdes 3x — 3y +2a=0,ax —y=0e

3x + 3y — 4a = 0 sejam concorrentes no mesmo ponto.

Demonstre que as retas de equacoes 4x — 7y =0, (8k + 2)x — (14k — 1)y — 18 =0
e x —y — 3 =0 sao concorrentes no mesmo ponto, qualquer que seja k.

Determine m de modo que asretasde equagbesx —2y +m=0,3x+2y—5=0

e x + 2y + 5 = 0 definam um triangulo.

Qual é a equacao da reta que passa por P(3, 1), interceptar: 3x —y = 0 em

Aes:x + 5y = 0 em B tais que P € médio do segmento AB.

Solucao

1°) Se A € r, entao as coordenadas de A verificam a equacao de r. Fazendo

Xy = 3, decorre:

Ya= 3%, = Y, = 3a = A(a, 3a)

2°) Se B € s, entao as coordenadas de B verificam a equacao de s. Fazendo

Yg = b, decorre:
Xg = —9Yg = Xz = —5b = B(—5b, b)

o/
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73.

74.

75.

76.

77.

39) P é ponto médio de AB, entao:

X X a — 5b
Xp= A28 = 3=2522 o a—5b=6 (1)
3a+b
ypz%=>1= 2+ = 3a+b=2 (2
Resolvendo o sistema formado por (1) e (2), temosa =1 e b = —1;
portanto, A = (1, 3) e B = (5, —1).
X y 1
4°)Aequacao daretaABé: |1 3 1| =0 = 4x+4y—-16=0 =
5 -1 1

= x+ty—4=0

Dado o ponto A(—2, 4), determine as coordenadas de dois pontos P e Q, si-
tuados respectivamente sobre as retasy = 3x e y = —X, de tal modo que
A seja o ponto médio do segmento PQ.

Dé a equacao da reta suporte de um segmento que tem centro P(3, 0) e
extremidade em cada uma dasretas2x —y—2=0 e x +y + 3 =0.

Determine o ponto B da bissetriz do 2° e 4° quadrantes de tal forma que
0 ponto médio do segmento AB pertenca a reta r. Sdo dados: A(5, 4) e
rr2x —y+3=0.

Determine o ponto B da reta s de tal forma que o segmento AB intercepte a
1

reta rno ponto C que o divide na razao -5 Sdodados:A(—1,6),rn3x—y=0e

s:x—2y+4=0.

Determine o perimetro do triangulo ABC que verifica as seguintes condi¢des:

a) o vértice A pertence ao eixo dos x;
b) o vértice B pertence ao eixo dos y;
c) areta BC tem equacao x —y = 0;
d) a reta AC tem equacao x + 2y — 3 = 0.

Solucao

Ay Vo) {1)AEX on? = A3, 0)
2)A€EAC = x, +2y, —3=0

B(Xg. Vo) {DBEY NG = B(0, 0)

2)BEBC = x;—y5=0
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C(Xcvyc) {1)CEAC = X t+2y,-3=0 ~ c(, 1)

2)CeBC = x. =Y. =0

perimetro = d,g + dgg + dgy = V32 + 02 + V12 + 12 + V22 + 12 =

=3+V2++5

Resposta: 3 + \/5 + \/E

78. Num triangulo ABC, sabe-se que:
(1) A pertence ao eixo das abscissas;
(2) B pertence a bissetriz b, ,;
(3)aequacaodaretaACéx +y — 4 = 0;
(4) aequacao daretaBCé2x — 3y + 7 = 0.
Calcule o perimetro do triangulo ABC.

79. Determine y de modo que P(2, y) seja ponto interior do triangulo definido
pelasretas2x —y -7 =0, 4x—y—11 =0 e 10x — 3y — 25 = 0.

II1. Posi¢oes relativas de duas retas

37. Dadas duas retas r e s cujas equacdes sao:
) {r: ax+by=c, (1)
s:ax + by =c¢, (2)

elas podem ocupar apenas trés posicoes relativas no plano cartesiano. Essas posi-
¢oes sao definidas com base no nimero de pontos comuns as retas, isto é:

r e s concorrentes < um uUnico ponto comum
r e s paralelas e distintas < nenhum ponto comum
r e s coincidentes < infinitos pontos comuns

Vi YA r YA

L ;
P / ’/

~N

[©)
xy
(@]
=V
[©)
xY

rxXs rns=yg r=s
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Com o simbolo r X s indicaremos que r e s sdo concorrentes; comr N's = J
indicaremos que r e s sao paralelas e distintas; com r = s indicaremos que r € s sao
coincidentes (ou paralelas coincidentes).

Notemos que r // s significarNs = ou r = s.

38. Todo ponto comum ar e s é solucao do sistema (X). Resolvendo o sistema (Z)
pelo método da adicao, temos:

(1) X b, = a;bx+bby= cb,
(2) X (=by) = —ab,x —b,by = —czbi} @
(@b, —a,b )x = (cb, —c,by) (3)

(1) X (=a,) = —ajax —ab,y = —a,c,
(2) X a, = a,ax+aby= apc,

(a1b2 — a2b1)y = (a102 - azcl) (4)

Fazendo:
a, b
_ _ |91 P _
ab, —ab, = b =D
2 P2
c, b
— = |1 1| =
b, = by e b D,
2 Mo
a, C
_ _ |91 C1] _
8,0y — 8,6y = a ¢ =D,
2 O

o sistema () fica reduzido a:

(E){D'XZD1 (3)
D-y=D, (4)

cuja discussao € imediata.

39. Sao possiveis trés casos:
1° caso:

D#0 & (f)tem uma Unica solugdo < r X s
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2° caso:

D=0
D, (ouD,) # 0

3° caso:
D=0
D,=0
D,=0

2

} & (¥)ndotem solucio < rNs =g

& (T) tem infinitas solugdes < r=s

Quando a, # 0, b, # O e ¢, # O, temos:

a, b a b
D= i =0 ab,=ab & —L=-~
2 2 32 b2
c, b b c
D,=|* =0 ch=chb, & -L=-"L
1 C, b2 1~2 2M1 b2 c,
a, ¢ a ¢
D, = |=0® ac,=ac, & L=—
2 2 a2 C2
e a teoria pode ser simplificada para:
e N
rxs o,
a, b,
a b G
rnNs=0 & —+=—-1 1
> by o
a b ©
a b ©

40. Exemplos:

EQUACAO DA RETA

1°) Asretasr:x + 2y + 3 =0 e s:2x + 3y + 4 = 0 sao concorrentes, pois

i + ﬂ , isto é, i + i
a, b, 273
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2°)Asretasrix + 2y + 3 =0 e s:3x + 6y + 1 = 0 sao paralelas e distin-

tas, pois
ﬂ:ﬂge&, isto €, i:£¢i
a, b, ¢ 3 6 1

a1 bi_cl istoé,i_i_i
a, b, ¢ 2 4 ©
4°)Asretasr:x — 2 =0 e s:y + 4 = 0 sao concorrentes, pois

a
a

b,
b

1
2

D:

=‘1 0‘=1¢o

2 0 1

B Asretasrix +y+ m=0 e s:x +y+ 2 = 0 sao paralelas, pois

iz%, istoe, L+ _ 1

a, 5 1 1

para m = 2, temos r = s (coincidentes);

param # 2em € R, temos r N s = J (paralelas distintas).

EXERCICIOS

80. Qual é a posicao relativaentreasretas3x —y—7=0¢€e 6x —2y+ 17 =07

81. Determine a posicao relativa das seguintes retas, tomadas duas a duas:

r5x —7y +8=0 s:—x+2y—-1=0
t:bx -7y +3=0 u—-3x+y=0
vVi—X+2y=-1 z: 10x — 14y = —16
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82.

83.

EQUACAO DA RETA

Discuta a posicao relativa das retas
rm-1)x+my—-1=0e s:(I—-mx+(mMm+1Ly+1=0

Solucao

Calculemos D e os valores de m que anulam D:

@1 Py _m—-1 m (2 1) — ) = 9m2 — m —
D—az b, ‘1—m — gl (m 1) —m(1l — m) = 2m m-—1
m=1
1+
D=0:>2m2—m—1=0:>m=iT9:> ou
1
m=-7

E evidente que, quando D # O, as retas sdo concorrentes. Entdo:

meR,m#lem#—%ﬁ D#0 = rXs

o 1
Por outro lado, quando D = O, trocamos m pelos valores criticos (1 e -5
nas equacoes iniciais e verificamos o que ocorre:

m=1= ["Y~1=0 o ns =g
s:2y+1=0
3 1
1 r:—Ex—7y—1=0
m=-— = =>r=s
2 3 1
s.?x+?y+1—0

Discuta em funcao de m e p a posicao relativa dasretasrrmx +y —p =0
es:3x+ —7=0.

Solugao

Calculemos as raizes de D: D =

a; by
a, b,

_m 1) . _
—‘3 5|—3m-3-0=m=1

E evidenteque:meR, m#1 = D#0 = r X s.
Quando D = 0O, temos:
sep=

m=1 = |FXxty—-p=0 ento
s:3x+3y—7=0

w|~ w|~

sep*—, rNs =
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84.

85.

86.

87.

88.

Respostaam ER, m#1 = r X s

7
m=1ep:?=> r=s

m=1ep¢%: rNns=9Y

Discuta a posicao relativadas retasr: 2mx + my—5=0 e s:3mx+3y+ m=0
em fungcao de m.

Discuta em funcao de m a posicao relativa das retas r: 5x + y + 5 =0 e
s:2x + my + 5m = 0.

Para que valoresde kasretas (k + 1)x + 10y —1=0e 8& +(k—1)y+1=0
sao paralelas?

Discuta em funcao de a e b a posicao relativa das retasr:ax — 5y +b =0 e
s:4x — 2y + 7 =0.

Entre os triangulos OAB com o vértice O na origem e os outros dois vértices
A e B, respectivamente, nas retasy = 1 e y = 3 e alinhados com o ponto
P(7, 0), determine aquele para o qual € minima a soma dos quadrados dos
lados.

IV. Feixe de retas concorrentes

41.

s: 2x +y — 4 = 0. Essas retas sao concorrentes
e seu ponto de intersecao € P(1, 2).

trés vezes: vamos multiplicar as equacoes de r /
e s por ndmeros reais (arbitrarios e ambos nao M-

Exemplo preliminar N

Consideremos asretasr:x—y+1 =0 e r

Vamos agora repetir a mesma experiéncia — P

nulos), somar os resultados obtidos e analisar / o \ \ X

como é a nova reta em relacao a P.
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(N X 2 = 2x— 2y + 2=0}
(s) X 3 =>6x+3y—12=0
t) 8+ y—10=0

Substituindo P, vem:
81 +(2)—10=0=>Pet

(N X 5 = Bx—5y+ 5:0}
(s) X (-2) = —4x—2y+ 8=0
(u) XxX—7y+13 =0

Substituindo P, vem:
1) —-72)+13=0=P€cu

(n X (=4) = —4x+4y—-4=0
(s) X (1) = —2x— y+4=0
(v) —6x + 3y =0

Substituindo P, vem: —6(1) + 3(2) =0 = P& w.

As trés novas retas obtidas também passam por P. Sera que isso foi por acaso,
isto &, sera que isso aconteceu por causa dos multiplicadores escolhidos? Ou sera
que a nova reta passara por P, quaisquer que sejam os multiplicadores? A teoria
seguinte vai explicar.

42. Definicao
Feixe de retas concorrentes € um conjunto de retas coplanares, concorrentes
num dnico ponto P(x,, Y,)-

Um feixe de concorrentes fica definido por seu centro P(x,, y,) ou por duas de
suas retas.
Consideremos o feixe definido pelas retas:

: + +c =
rax+by+c =0 concorrentes em P(x,, Y,)
staXx + by +c¢,=0

Temos:

Per=a, -x,+b -y,+¢c, =0 (1)
Pes=a, X, +b,y,+¢c,=0 (2)
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Consideremos a equacao:

[kl-(a1x+b1y+c1)+kz-(a2x+b2y+cz)=0] (3)

emquek, ER, k, €ER e k;, # 0 ou k, # 0.

Essa equacao representa uma reta, pois, desenvolvendo e ordenando, temos:
(kja;, + kya)x + (kiby + kb,)y + (ke + kcp) =0

0 ponto P(x,, ¥,) pertence a essa reta, pois:

Ky(a;Xy + by + ) + ky(axy + by, +¢,) =k, -0+ k,-0=0, Vk, Vk, ER
—_— R
veja (1) veja (2)

Isso significa que a equacao (3), para cada valor atribuido a k, e k,, repre-
senta uma reta t passando por P. Variando k, e k,, essa reta t se "movimenta"
descrevendo o feixe de centro P. A equacao (3) representa, pois, o feixe de retas
concorrentes em P.

43. Exemplos:

1°)Asretasr:x —y+ 1 =0 e s:2x + y — 4 = 0 definem um feixe de retas
concorrentes cuja equacao é
kKix —y+ 1) +k2x+y—4)=0

em que K, e k, sao reais e nao nulos simultaneamente.

2°) O feixe de concorrentes cuja equacgao €
ky(2x — 3y) + k,(x + 3y —9) =0

tem centro no ponto de intersecao dasretasr:2x — 3y =0 e s:x+ 3y — 9 =0,
isto €, P(3, 2).

Esse ponto pode também ser determinado, achando a intersecao de duas re-
tas quaisquer do feixe:

k,=1 e k,=2= (2x—-3y)+(2x+6y—-18)=0 = 4x+3y—-18=0
k=2 e k, =3 = (4x—06y)+(3x+9y —27)=0 = 7x+3y—-27=0

e, resolvendo o Ultimo sistema, temosx = 3 e y = 2.
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3?) E comum apresentar-se a equacdo de um feixe em funcéo de um sé para-
metro (k) em vez de dois (k, e k,). No exemplo anterior, supondo k, # O e dividindo
por k,, temos:

(2x—3y)+%-(x+3y—9)=0
1

e, fazendo % = k, resulta:
1
2x—3y)+k-(x+3y—9 =0

Notemos, porém, que esta Ultima equacao exclui uma reta do feixe: a reta
X + 3y — 9 = 0, correspondente a k;, = 0.

EXERCICIOS

89. O que representa a equagao —2x +y + 8 + t(3x — 2y — 13) = 0, sendo t
uma variavel real?

90. Determine o centro do feixe de retas concorrentes cuja equacgao é:
Ky (3x + 3y + 1) + k,(18x + 21y + 4) =0

91. Determine a equacao da reta que pertence ao feixe definido pela equacao:
2x +3y —15) + k-(bx —2y +29) =0
e que passa pela origem do sistema cartesiano.

92. Determine a equacao da reta comum aos feixes:
MHx+y+1)+m-x—-y—3)=0
2)(2x+3y—5)+p-4dx+y—-—5)=0

Solugao

1°) Determinemos o centro do feixe (1), achando a intersecao de duas retas:
m=1 = x+ty+1)+1-x—-y—3)=0=2x—2=0

m=0 = x+y+1)+0:-x—-y—3)=0 = x+y+1=0

Resolvendo o sistema,vemx =1 e y = —2.
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2°) Analogamente para o feixe (2):
p=0 = 2x+3y—-5=0

}:> x=1ey=1
p=-3= —10x +10=0

3°) Areta comum aos dois feixes € aquela definida pelos pontos (1, —2) e (1, 1):

X y 1
1 -2 1|=0= —-3+3=0=x=1
1 1 1

Resposta: x = 1.

93. Sao dados os feixes de retas concorrentes:
3X—2y -6+ k(x+2y—2)=0
3X—3y+4+€2x+3y+1)=0

Obtenha a equacao da reta comum aos dois feixes.

94. Calcule o valor de m para que os trés feixes definidos pelas equacoes
2x+ 3y -8+ k,(mx—3y+5)=0
4x+ 3y + 25+ k,(2x — 3y — 1) =0
mx + my + 1 + ky(—mx — 4y — 1) =0

tenham uma reta comum.

95. Demonstre que as retas de equacodes
M+2)X—my—4+m=20
em que m e uma variavel real passam por um mesmo ponto.

Solucao 1

A equacao dada representa um conjunto de retas, pois m € variavel. Tomemos
duas retas particulares do conjunto:

m=0 =2x—4=0
m=-2=2y—6=0

A intersecao dessas retas € o ponto P(2, 3). Provemos que P pertence a
qualquer reta do conjunto, substituindo-o na equacao dada:

M+2)-xp—m-y,—4+m=m+2)-2-m-3-4+m=
=2m+4-3m -4+ m=0,VmER
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Solucao 2

Desenvolvendo a equacao dada, temos: mx + 2x —my — 4 + m = 0O, isto
€, (x—y+ 1m+ (2x — 4) = O, que € a equacao de um feixe de concor-
rentes.

Solucao 3

Temos:
mx+2x—my—4+m=0
x—y+1Im+2x—4)=0

impondo que o polindmio do 1° membro, na variavel m, seja idéntico a

zero, temos:
X=y+1=0 rsonendo x=2 e vy=3
2x — 4 =0 - y=

Portanto o ponto P(2, 3) anula o 1° membro Vm € R, isto €, ele pertence
a todas as retas cujas equagodes sao obtidas atribuindo valores a m. Logo,
todas essas retas passam pelo mesmo ponto P.

96. Demonstre que as retas de equacoes (2 + m)x + (3 + 2m)y — 1 = 0, em
que m é uma variavel real, passam por um mesmo ponto.

97. Prove que asretas de equacdes (m?+ 6m + 3)x — (2m2+ 18m +2)y —3m+2 =0,
em gque m é uma variavel real, passam pelo mesmo ponto.

98. Dadas as retas r;: (2m + 1)x — (3m — 1)y + 3m — 1 = 0, em que m € um
nuimero real qualquer, responda:

a) As retas passam por um ponto fixo?
b) Existe m para o qual r coincide com um dos eixos?
Justifique as respostas.

V. Feixe de retas paralelas

44. Exemplo preliminar

Como poderiamos construir a equacao de uma reta paralela a
rr3x +4y +1 =07
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Uma paralela a r deve ter coeficientes a e b respectivamente proporcionaisa 3 e
4; em particular, se a = 3 e b = 4, fica garantido o paralelismo. Assim, sao paralelas a
5
rasretas: 3x + 4y = 0, 3x + 4y + 500 = O, 3x+4y—\/§:O, 3x+4y—?=0,
6x + 8y + 1 =0, etc.

a b .
3 1 o termo independente pode ser qualquer

ndmero real que o paralelismo ja esta garantido.

Como vemos, desde que

45. Definicao
Feixe de retas paralelas € um conjunto de retas coplanares, todas paralelas a
uma reta dada (logo paralelas entre si).

Um feixe de paralelas esta determinado quando conhecemos uma de suas
retas (ou sua direcao).

Consideremos o feixe de retas paralelas determinado pela reta r de equacao
geral ax + by + ¢ = 0.

Consideremos a equacao: yi

[ax+by+c'=0] (c' eR)

Para cada valor atribuido a c', essa equacao
representa uma reta s paralela a r, pois:

‘%r
—

Variando c¢', essa reta s se “movimenta” descrevendo o feixe de paralelas ar.
A equacao ax + by + ¢' = O representa, pois, o feixe de retas paralelas a reta r.

46. Exemplos:

1°) Aequacao do feixe de paralelasaretar:3x +4y—2=0é 3x+4y+c¢'=0,
em que c' € R.

Pertencem a esse feixe, por exemplo, as retas

s:3x+4y+1=0 e t:3x+4y—-5=0
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2°) Aequacao do feixe de paralelasaretar: 5x + 11y — 51 =0 é bx + 11y + ¢' =0,
em que c' € R.

Em particular, a paralela a r passando por P(2, —1) é tal que:
52)+11(-1)+c'=0 = ¢' =1
e, portanto, sua equacgao é 5x + 11y + 1 = 0.

EXERCICIOS

99. Dada a equacao daretar: 7x + 3y + \/_ = 0, obtenha:
a) a equacao do feixe de paralelas a r;
b) a equacao da paralela a r pela origem;
C) a equacao da paralela a r por P(9, —10).

Solucao

a) Para construir a equacao do feixe basta copiar a e b e deixar “livre” o
termo independente: 7x + 3y + ¢ =0, c € R.

b) A reta do feixe que passa pela origem apresenta ¢ = O, portanto sua
equagao é 7x + 3y = 0.

c) O ponto P deve verificar a equacgao da paralela. Logo:

7%, + 3y, + ¢ =7(9) + 3(-10) + ¢ =0 = c =33

e, portanto, sua equacao € 7x + 3y — 33 = 0.

100. Determine a equacao do feixe de paralelas areta2x — 7y — 4 = 0.

101. Determine a reta do feixe k; - (x — 2y + 3) + k, - (2x +y — 2) =0, que é
paralelaaretar: 7x +y + 4 = 0.

102. Dois lados de um paralelogramo acham-se sobre asretasr: 3x —4y +12 =0
e s: bx + 6y + 30 = 0. Obtenha as equacdes das retas suportes dos outros

dois lados, sabendo que um dos vértices do paralelogramo é o ponto (3, —%)

103. Demonstre que os pontos do plano cartesiano cujas coordenadas satisfa-
zem a equacao tg x = tg y constituem um feixe de retas paralelas.

104. Que figura constituem os pontos do plano xy cujas coordenadas satisfazem
a equacao sen (x —y) = 0?
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VI. Formas da equac¢ao da reta

47. Forma geral

Vimos no item 27 que, dada uma reta r, podemos determinar pelo menos uma
equacao do tipo

[ax+by+c=0]

denominada equacao geral da reta r, a qual é satisfeita por todos os pontos P(x, y)
pertencentes a reta r.

48. Forma reduzida

Dada a equacao geral daretar, ax + by + ¢ = 0, se b # O, temos:

a C
e ) (D
D —

m q

Esta ultima equacao, que expressa y em funcao de x, € denominada equacao
reduzida da reta r.

Conforme veremos, m € o coeficiente angular da reta (item 63) e q € a medida
do segmento que r define no eixo Oy (item 52).

49. Exemplo:

Se uma reta r passa por A(O, 3) e B(—1, 0), qual é sua equacao reduzida?

=0 =>3—-y+3=0=>y=3x+3

P O x
O W«
e

equacao geral equacao reduzida

50. Forma segmentaria

Consideremos uma reta r que intercepta os eixos cartesianos nos pontos Q(0, q)
e P(p, 0), distintos.
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A equacao dessa reta é:

y
x y 1 (0, )
0 g 1|=0=
PO 1 ol (0, 0) ~~x
= gx+tpy—pg=0 =
= @x+py=pg = | —+L=1
P g

denominada equacao segmentaria.

51. Exemplo:
Obter a equacao geral da reta que intercepta os eixos em P(2, 0) e Q(0, —3).
A equacao segmentaria é % + _L3 = 1 e a equacao geral é obtida eliminando

os denominadores: 3x — 2y — 6 = 0.

52. IntersegOes com os eixos

Consideremos uma reta r de equagao geralax + by + c=0coma # 0,b #0e
¢ # O para que a reta corte os eixos em pontos distintos P(p, 0) e Q(0, q). Determi-
nemos p € q:

PeEr=a-p+b-0+c=0= p=—%
Qer=a-0+b-q+c=0 = qz—%

53. Obtencdo da equagao segmentaria a partir da
equagao geral

A equacao segmentaria é obtida a partir da equagao geral da seguinte maneira:

a b
axthby+c=0=ax+by=-—c= -——x—-—y=1=

C C

a b

=
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54. Exemplo:

Obter a equacao segmentaria da reta (r) 7x + 11y + 3 = 0.

B 7 11 X y
7x+11y——3=>—3x— 3y—1=>—3+—3—1

7 11
55. Forma paramétrica

As equacoes geral, reduzida e segmentaria relacionam diretamente entre si as
coordenadas (x, y) de um ponto genérico da reta. E possivel, entretanto, fixar a lei a
ser obedecida pelos pontos da reta dando as coordenadas x e y de cada ponto da
reta em funcao de uma terceira variavel t, chamada parametro.

Por exemplo, se os pontos de uma reta r satisfazem as leis x = 3t + 4 e
y = 2 — 3t, como é o grafico de r e qual é sua equacao geral?

Um modo de solucionar essas questdes € construir uma tabela dando valores
a t e calculando, para cada valor de t, as coordenadas x € y de um ponto da reta.

/ t X y ponto\
2
5 6 0 | (6, 0)
1 7 -1 (7, -1)
0 4 2 | 4,2
1
-5 3 3 | (3,3 |
2
-3 2 4 | (2, 4
4
"3 0 6 | (0, 6)j

Colocados dois desses pontos no plano, ja é possivel desenhar a reta r. A
equacao geral de r pode ser obtida tomando dois pontos e aplicando a condicao de
alinhamento. Por exemplo, usando (4, 2) e (3, 3), temos:

=0 = x—-y+6=0 =>x+y—6=0

w b x
w N <
e

Fundamentos de Matematica Elementar | 7



EQUACAO DA RETA

Um outro modo de obter a equacao geral € isolar t em cada uma das equacoes
dadas e igualar as expressoes obtidas. Vejamos:

X —4
3 $X—4_2—y
2_y 3 3
3

x=3t+4 = t=

y=2-3t => t=

entaox —4=2—-y e dai x+y—6=0.

As equacbes que dao as coordenadas (x, y) de um ponto qualquer da reta em
funcao de uma terceira variavel t:

[ x =f,(t) e y="f,(t) ]

sao chamadas equacoes paramétricas da reta.
56. Ccomo norma geral, no caso em que € dada a equagao de uma reta na forma
(A) e pede-se a forma (B), devemos usar o esquema

(A) — equacao geral — (B)

isto €, devemos comecgar obtendo a equacgao geral.

57. Exemplo:

Obter a equacao segmentaria da reta cujas equacgoes paramétricas sao

x=3t+1ey=4t+5

t_x—1
.3 x—1 y-5 B _
Temos.t:y_5 = 3 _T:Afx y+11=0 =
4 geral
B 4 3 X y
= 4x—-3y=-11 = 11x+11y—1:> 11+£—1
4 3

segmentaria
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EXERCICIOS

105. Dada a reta de equacao

Xy 1
3 2 —-1|=0
1 0O 1

dé sua expressao sob forma reduzida.
106. Determine a equacao reduzida da reta AB quando A(2, 7) e B(—1, 5).

107.Dados A(3, 10) e B(—6, —5), determine a equacao segmentaria da reta AB.

108. Determine a equacao geral das retas abaixo:

VA/ YA YA
5

W
/ - |

109. Dadas as equacdes paramétricas de umaretar: x = 10t — 2 ey
tenha sua equagao segmentaria.

xy
|
\w
xy
|
/lln/
xy

\—4

3t, ob-

110. Ache as coordenadas do ponto de intersecao das retas

x=3t+1 X=2u — 2
r teR e s ueR

y=-2t+5 y=7+u

111. Qual é a posicao relativa das retas r:
y =3t — 2?

+_L2=1 e s: x=1t—-1,

oo|ro|><

112. Obtenha uma reta paralela a r: 2x + y = 0 e que define com 0s eixos um
triangulo cuja area é 16.
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114.

7 |

EQUACAO DA RETA

Solucao
A equacao da paralela tem a forma 2x +y + ¢ = 0. Como a area é 16, temos:
‘_1 : ‘_L

lp| - al 2 il

S=—% T3 <

_
=2 =16

Entdoc2 =64 = c = *=8.

Resposta: 2x + y+ 8 =0 ou 2x + y — 8 = 0.

Prove que, se uma reta se desloca de modo que a soma das medidas p e g
dos segmentos determinados por ela sobre o0s eixos seja igual ao produto
dessas medidas, entao a reta passa porum ponto fixo P do plano cartesiano.

Solucao

A reta tem equacao segmentaria y

X y N . Q(0, q)
? I ? =1,emque p e g sao variaveis,

mas p + g = pq, por hipdtese.

\ B3

Vamos eliminar o parametro q da equa- 0] PP, 0)

cao da reta, usando a hipotese: '

X y X (b =1y

—Ft——=1= —+-"—""=1 = x+(p—-1y= 1

ST 5 5 (P—1y=p 1)
p—1

Dando a p dois valores arbitrarios e diferentes de O e 1, temos:
p=2 = x+ty=2(n p=3 = x+2y=23(s)

As retas r e s, concorrentes em (1, 1), sao elementos do conjunto de retas
dado por (1), que é um feixe de concorrentes em (1, 1), pois

W+ P-1DA)=p, VpER - {0, 1}

Prove que, se uma reta se desloca de modo que a soma dos inversos das
. . . 1

medidas dos segmentos por ela determinados sobre 0s eixos seja e (cons-

tante), entao a reta passa por um ponto fixo P do plano cartesiano.
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Teoria angular

I. Coeficiente angular

58. Fixemos em uma reta dada r dois
pontos distintos Ae B. Sey, = yg, r €
paralela ao eixo x; nesse caso, adota-
remos como sentido positivo da reta r
0 sentido positivo do eixo x. A B

yA

Se y, # yg, entédo y, > yg Ou
Yg > Ya; Nesse caso, adotaremos como
sentido positivo da reta r aquele em que o
se parte do ponto de menor ordenada
(A ou B) e se chega ao ponto de maior
ordenada (B ou A, respectivamente).

vA yA vA

x ¥

r r

N
P AN

N
(o]
xy
o
/
<y
(e}
xy
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59. Angulo que uma reta r forma com o eixo x é o angulo X, assim definido:
ser// x, ix é nulo;

se r XX x, fx € o menor angulo formado pelas semirretas IX e IR, em que | € o ponto
de intersecao de r com x.

yh ] r‘\yl
R R
A o X x 0 N X x
X agudo X obtuso
™ 1y
O<a<— —<a<mw
2 2
vA rk yA
R r
(o} I X X o) X
X reto rx nulo
™
o=— a=0
2

De acordo com essa definicdo, a medida do angulo X, que chamaremos a, na
unidade radiano, é tal que 0 < a < .

60. Coeficiente angular ou declive de uma reta r ndao perpendicular ao eixo das
abscissas (*) é o nimero real m tal que:

(*) Daqui para a frente, em vez de "perpendicular ao eixo das abscissas", diremos s6 que r € "vertical".
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Sao evidentes as seguintes propriedades do coeficiente angular:
1?) se x é agudo, entdo m é positivo;
27%) se fx é obtuso, entdo m é negativo;

)

)
3%) se x é nulo, entdo m é nulo;
47%) se rx é reto, entdo ndo se define m;
)

5%) dar o declive de uma reta equivale a dar a dire¢ao da reta; assim, quando
dizemos que uma reta r tem declive m = 1, r forma com o eixo Ox um angulo de
45°; portanto, r € qualquer reta do feixe de paralelas da figura. Analogamente, se o

declive de r é m = —1, entdo rx = 135°; portanto r pode ser qualquer reta do outro
feixe de paralelas.

S N\

///% \\\f\ NN\

II. Calculo de m

61. S6 é possivel calcular o coeficiente angular de uma reta quando dela se
conhece:

1°) dois pontos distintos;
ou

2°9) a equacao geral;
ou

39) a direcao (por exemplo, sabe-se que a reta € paralela a uma reta dada).

62. Vamos calcular o coeficiente angular de uma reta que passa por dois pon-
tos conhecidos: A(x4, Y1) € B(Xz, Yo).

y
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Projetemos AB sobre os eixos do sistema cartesiano e apliguemos a
Trigonometria:

sobre x: Ezﬁ-cosa

sobre y: A,B, = AB - cos B = AB - cos (90° — o) = AB - sen «
Temos:

A,B, AB-sena

A.B; " AB - cos

=tga=m

mas A,B, =y, —y; € AiBy = x5 — x4. Logo:

Yo — Y1
m=———- +
[ S } (X2 # Xq)

Preferimos a notacao

Ay
m=— A
Ax (Ax # 0)

em que Ax e Ay sao, respectivamente, a diferenca de abscissas e a diferenca de
ordenadas entre A e B, calculadas no mesmo sentido.

Assim, por exemplo, o declive da reta que passa por A(—5, 4) e B(41, 10) é:
_ Ay _(10) - (4) _ (4) — (10)

AX (1) - (-5 (-5 -(1)

63. Vamos calcular o coeficiente angular de uma reta cuja equacéo geral é co-
nhecida: ax + by + ¢ = 0.

Lembremos que, dados A(Xq, Y1) € B(xo, yo) pertencentes a reta, a equacao
geral é:

x y 1
X1 y1 1|=0
X2 Yo 1
isto €,
(Yo = Y2) "X+ (X2 = Xq) *y + (Xay2 — Xoy1) = O
e S
a b
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. Yo =Y
Como vimos, m = 22 Mg portanto resulta:

X2 — Xg

Assim, por exemplo, o coeficiente angular da reta r: V3x — 3y +c=0E6:

m—_a__¥3 _13
b -3 3
Notemos que o termo independente ¢ nao tem influéncia no calculo de
m, isto é, retas como V3x — 3y + 1 = 0 e V3x — 3y + 500 = O tém o mesmo
declive.

64. No item 48 do capitulo Il demonstramos que a equacdo reduzida de uma
reta é y = mx + q e, portanto, sempre que uma reta tiver equacao reduzida (isto €,
b # 0), estaremos expressando y em funcao de x e o coeficiente de x é m.

65. Exemplo:

Dada a equacao geral 2x — 7y + 1 = 0, deduzimos que a equacao reduzida
é =gx+ilogom=g
Y=gt 7

EXERCICIOS

115. Determine o coeficiente angular da reta que passa pelos pontos A(O, 3) e
B(3, 0).

116. Qual é o coeficiente angular da reta 5x + 3y + 13 = 0?
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117. Calcule o coeficiente angular das retas:

a) x—2y +6=0 fy x=9

b) 2x + 5 = 2y g) 3y=-5

c) y=—-4x+7 h) 4x — 5y =0

d)LJFL: i) p2x+ 7y —=3)+ANx+y—2)=0
7 —4 j) x-sen60° +y-cos 60° =10
x = 5t ) A(a, b

e) {y:2—3t k) contem{B((b’ a))

118. Considere os pontos A(—5, —3), B(—2, 12) e C(4, 6) e o triangulo ABC. Deter-
mine o coeficiente angular da reta que contém a mediana obtida a partir do
vértice A.

ITI. Equacao de uma reta passando por P(x,, Vo)

66. Seja P(xo, Yo) um ponto conhecido. Se VA
quisermos obter a equacao de uma reta que,
entre outras propriedades, tem a propriedade Q(x, y)
de passar por P, podem ocorrer dois casos:

1°) essa reta r nao € perpendicular ao
eixo dos x; portanto, existe o coeficiente an-
gular de r, que é

r

P(xo: Yo

Yy — Yo
X — Xo

m:

em que (X, y) representa um ponto genérico Q, >
pertencente a reta. © / x

Neste caso, a equacao da reta é:

( Y = Yo = M(X — Xo) ) (1)

2°) essa reta s € perpendicular ao eixo dos x; portanto sua equacao é:
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67. Exemplo:

Conduzir por P(5, 4) retas que formam com o eixo dos x 0os seguintes angulos:
a) 45°; b) 90°; ¢) 135°; d) 60°; e) arc tg <—%>

a)y—4=1(x—5)

. ) vA
istoé:x—y—-—1=0
b) x—5=0 P(5, 4)
c)y—4=—-1xx—D5)
istoé:x+y—9=0
d) y — 4 =vV3(x — 5) /
istoé:V3x —y +4 —5Y3 =0 7a | 7d b \e ¢y

4
e)y—4=—x-5
)y 3(X )

istoé:4x +3y —32=0

68. Se fizermos, na equacdo (1), m assumir todos os valores reais, para cada m
teremos a equacao de uma reta passando por P e formando com o eixo dos x um
angulo cuja tangente é m; assim, a equacao (1) representa um conjunto de infinitas
retas que passam por P, contidas no plano cartesiano. S6 nao pertence a esse
conjunto a retas s, que nao tem coeficiente angular. O feixe de retas concorrentes
em P é:

ffcalPeredmju{scalPesedmy

Portanto a equacao do feixe é:

( Y = Yo = M(X = Xg) OU X = Xg J (m variavel real)

EXERCICIOS

119. Dé a equacao geral da reta que passa pelo ponto P(2, —5) e tem coeficiente

angular s
5"
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120.Dé a equacao da reta r indicada na figu- v
ra ao lado, supondo conhecidos a e 0.

r

_

o (a, 0) X

121.Determine a equacao da reta que passa por P e tem inclinacao o em relacao
ao eixo dos x nos casos seguintes:

a) P(—2,4)e a = 45° d) P(2,5)e a = arc sen%
b) P(—1, 8) e a = 60° e) P3, -1)ea=0°
c) P(3, —=5) e a=90° e) P2, -2)ea =arctg 3

122.Qual é a equacao do feixe de retas concorrentes em P(—3, 2)?

IV. Condicao de paralelismo

69. Teorema

"Duas retas r e s, nao verticais, sao paralelas entre si se, e somente se, seus
coeficientes angulares sao iguais."

( r/ sem,=mg J

Demonstracao:
yA vA
r s r\ s
o o Qr Qs
(0] X O X
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710. Observagio

Nos itens 37, 38 e 39 do capitulo Il vimos que: "duasretasr:a;x + by + ¢4, =0
e s: a)x + byy + ¢, = 0 sdo paralelas (distintas ou nao) se, e somente se,

a; by
ar by

D: :O".

Nos casos em que r e s nao sao verticais, vamos provar que as condicoes de
paralelismo D = O e m, = mg sao equivalentes. Lembrando que by # 0 e b, # O,
temos:

a a
(0=0] st =0s aba= sty s 2= 2 o (m=m,
1 2

Nos casos em que r // s // Oy s6 vale a condi¢cdo D = O, pois ndo existem os
coeficientes angulares m, e mq.

71. Exemplos:

199r3x+6y—1=0¢e s:2x + 4y + 7 = O sao paralelas, pois:
a3 1

mr: = —n— = ——

by 6 2

= m,=mg

as 2 1
mS:__:__:__

b, 4 2
e também:
_|a ba| (3 6] _ ., ., _
D= a, by| |2 4 =12-12=0

29 r:500x — 1 =0 e s: 71x — 13 = 0 sao paralelas, pois:

D_al bi| |500 O]
o do b2 a 71 O o

embora?im, e A m,.

12. Construgdo da paralela

Obter uma reta s que passa por um ponto P (dado) e € paralela a uma reta r
(dada, nao vertical).
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Por exemplo, vamos resolver este problema quando r tem equacao
5+ 7y +1=0¢e P = (6, —5):

a 5
mrz——z——

b 7
s//r:>ms=mr=—;

Como s passa por P, vamos aplicar a teoria do item 66; a equacao de s é:

Y= (=5 = —2 (x— ) \
7(y + 5) = —5(x — 6) S
7y + 35 = —5x + 30

5x + 7y + 5 =0

-

73. Vimos no item 48 que a equacdo reduzida de uma reta r é y = mx + g em que

m = —% € o coeficiente angulardere q = —% € a ordenada do ponto onde r corta

0 eixo Oy.

Supondo m constante e g variavel, a equacao reduzida passa a representar
um conjunto de retas paralelas (mesmo declive), isto €, um feixe de retas paralelas.

Assim, por exemplo, y = 3x + q € a equacao do feixe de retas paralelas com
coeficiente angular 3.

EXERCICIOS

123.Aretay = mx — 5 € paralela a reta 2y = —3x + 1. Determine m.

124. Qual € o valor de r para que a reta de equacgao x — b5y + 20 = O seja paralela a
reta determinada pelos pontos M(r, s) e N(2, 1)?

125.Qual é a equacao da reta que passa pelo ponto A(1, 1) e é paralela a reta
y=—-2x+1?
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126. Determine a equacao da reta paralela a reta determinada pelos pontos de coor-
denadas (2, 3) e (1, —4) passando pela origem.

127. Determine a equacao da reta que passa pelo ponto (3, 4) e é paralela a bisse-
triz do 2° quadrante.

128. Determine a equacgao da reta s que contém P(—5, +4) e € paralela a reta r cujas
equacoes paramétricas sdaox = 3t e y =2 — bt.
Solucao

1°) Coeficiente angular de r

t=X=22Y 5 =6-3y = Bx+3y-6=0
3 5
a 5
mr:——:——
b 3
2°) Equacao de s
s//r=>ms=mr=—g

PeEs=y—-4=myx+5 =y—4=—(x+5) =

w|o;

= 3y—12=-5x—25 = 5x+3y +13=0

Resposta: s: bx + 3y + 13 = 0.

129. Determine a equacao da reta que passa por P(—3, 7) e é paralela a reta defi-

nida porA(g i) e B(—i i)
3’7 3'7)

130. Determine a equacao da reta u que passa pelo ponto de intersecao das retas
rete é paralela a reta s. Dados:
r:_il+_L1:1, six=2t—-1ey=2+3tet2x—-y—4=0

131.0s pontos M, N, P e Q sao os vértices de um paralelogramo situado no primeiro
quadrante. Sendo M(3, 5), N(1, 2) e P(5, 1), determine o vértice Q.

132. Dois lados de um paralelogramo ABCD estao contidos nasretasr: 2x +y —3 =0
es:x +y— 2 =0.Dado o vértice A(—3, 4), determine B, C e D.

133. Qual € a figura formada pelos pontos do plano cartesiano cujas coordenadas
satisfazem a equacgao |x —y| =17
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V. Condigao de perpendicularismo

74. Teorema

"Duas retas r e s, nao verticais, sao perpendiculares entre si se, e somente se,

o produto de seus coeficientes angulares é —1."

( risem: -mg=-1 J

Demonstracao:
12 parte: (rJ_s:>mr-mS=—1 J
yaA s r YA .
™
oy aQ o Qq
N X x
A /

Conforme o caso, das figuras acima tiramos:

™ ™
a2=a1+5 ou a1=a2+5

(o angulo externo é igual a soma dos internos nao adjacentes)

e entdo:

1
=
tg oq

tg ap = tg(a1 + %) = tg a, = cotg (—ay) = tg oy = —

=>thL1‘tg0LQ:_1 = mr'ms=—1
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22 parte: ( m-:-mg=—-1=rls J

)m - -mg=—-1=m =—

s

isto €, m, # mg, portanto as retasre s
sao concorrentes e formam um angulo

6 tal que: >
(653 Nl
( o = 6 + Qo J (1) 0o / N X=
2°) Temos:
m, = — =t = — =t = —cot, =
r m, g aq 12 oy g aq g oo

=>tga1=tg(%+a2>=>[ 0 ==+ ayp ] 2)

Comparando (1) e (2): 6 = % =|rls

5. Exemplos:

1°9) r: 3x +2y —1 =0 e s: 4x — 6y + 3 = 0 sao perpendiculares, pois:

a 3
mS T T2
* = m - -mg=-1
do 4 2
mS:__:-|-_:_
b, 6 3

29) i 3x — 11y +4 =0 e s: 11x + 3y — V2 =0 sdo perpendiculares, pois:

a; 3
m = ——=—
by 11
= m-mg=-—1
ar 11
mS = —-——= ——
bs 3
39)r:x =3 e s:y = —1 sao perpendiculares, poisr//yes // x.
Notemos que neste Ultimo caso nao vale a relagao m, - mg = —1, uma vez que
r é vertical.
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76. Comentario

Existe uma condicao de perpendicularismo que vale também no caso de uma
das retas ser vertical. Deixamos como exercicio a sua demonstracao:

"Duas retas r: a;x + byy + ¢4 = 0 e s: a)x + byy + ¢, = 0 sdo perpendicu-
lares se, e somente se, aia, + bbby, = 0."
Assim, por exemplo, as retas x = 3 e y = —1 sao perpendiculares, pois:

a1a2+b1b2=1'0+0'1=0

17. Construcao da perpendicular

Obter uma reta s que passa por um ponto P (dado) e é perpendicularauma retar
(dada, nao horizontal).

Por exemplo, vamos resolver este problema quando r tem equagao
5+ 7y +1=0¢e P= (6, —5):

a 5
m =-—=—=
b 7
1 1 7
slromg=—=—F=—
oom, 5 5
7
Como s passa por P, vamos aplicar a teoria do item 66; a equacao de s é:
7
—(-5)=—(x—-6 s
y — (=5) 5 ( )

5y +5) =7(x — 6)
By + 25 =7x — 42

(7x—5y—67=0) r

EXERCICIOS

134. Demonstre que r: % + Y- 1 e s: X =

y . .
-— sao retas perpendiculares.
7 773 Perp
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135. Determine pde modoque asretasr: —2x+(p—7)y +3=0es:px+y—13=0
sejam perpendiculares.

136. Se g + % =1 e Ax + By + C = 0 sao retas perpendiculares, calcule bA + aB.

137.Dentre os seguintes pares de retas, qual nao € formado por retas paralelas ou
perpendiculares?

X y
a)2x+7y-3=0e —+—=1
) y -t
|o){x:“r1 e x+3y+9=0

y=3-—-3t
c) 2x—7=0eby+2=0
d)x=2ex=—g
5

e) (@a+1l)x+(@—1y=0e (@a—1x=(a+ 1y

138.Qual é o coeficiente angular da mediatriz do segmento que une 0s pontos
(=2, —-1)e (8, 3)?

139. Dé a equacao da mediatriz do segmento que une os pontos A(O, 0) e B(2, 3).

140. Determine a equacao da reta s que contém P(2, 1) e é perpendicular a reta
r2x—y+2=0.

141. Determine a equacao da reta que passa pelo ponto (—5, 4) e é perpendicular a
reta 5x — 4y + 7 = 0.

142. Qual é a equacao da reta perpendicular a retay — 2 = 0, passando pelo ponto
P(3, 1)?

143. Seja r a reta que passa pelos pontos (0, 1) e (1, O0). Dé a equacao da reta s que
passa pelo ponto (1, 2) e é perpendicular a reta r.

144. Determine a equacao da reta perpendicular a retay = x e que passa pela inter-
secaodasretas2x — 3y —1=0e3x —y—2=0.

145. Ache a equacao da reta r, conhecendo-se o ponto H(2, 3), pé da perpendicular
baixada da origem O(O, O) sobre a reta r.

146. Escreva a equacao da reta que passa pelo ponto P de abscissa 2 e pertence a
retay = 3x — 1, perpendicular a reta x + 3y — 13 = 0.

147. Determine a projecao ortogonal do ponto P(—7, 15) sobre aretar: x = 2t,y = 3t.
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Solucao

1°) Coeficiente angular de r

X_Y
t==—===3xx=2y > 3x—2y=0
5 3 y y
a 3 g
m=-—=—-——==—
b -2 2
2°) Equacao de s tal que s L r, por P p
S lrom - Lt__2
° m, 3

PeEs=y—-15=myx+7) =

:>y—15=—%(x+7):>

= 2x+3y—-31=0

3?) Intersecao de r com s
{ r3x —2y=0
s:2x + 3y = 31

Resolvendo o sistema, obtemos x = Q, y = ﬁ'
13 iLg
Resposta: M (2 £>
13 13

148. Determine o pé da perpendicular baixada de P(—2, 1) sobrer: 2x —y — 20 = 0.

149. Determine o ponto Q, simétrico de P em relacao a reta r. Dados P(—3, +2) e
rx+y—1=0.

Solucao

1°) s, por P, perpendicular a r

er—%I—limS:—miz‘Fl
]

PEs=y—-2=1x+3) =

=x—-y+5=0

7 | Fundamentos de Matematica Elementar



TEORIA ANGULAR

150.
151.

152.

2°) Intersecao de r com s
rx+y—-1=0
{s: X—y+5=0
Resolvendo o sistema, obtemos x = —2 e y = 3; portanto,
M= (=2, 3).

3% Q

M é o ponto médio de P_Q; entao:

+
xM=XP—2XO~:>xQ=2xM—xp=—4+3=—:L

+
yM:yP—2yQ=>YQ:2yM_yP:6_2:4

Resposta: Q(—1, 4).

Qual é o ponto simétrico de P(2, 3) com relagcao a retay = x — 3?

Em um sistema cartesiano ortogonal xOy sao dados os pontos A, sobre Ox de
abscissa +1, e B sobre Oy de ordenada +2. Calcule as coordenadas do ponto
P simétrico da origem O em relacao a reta AB.

Determine areta s, simétricader:x —y +1 =0emrelagcdoat:2x +y + 4 = 0.

Solugao

1°) Intersecao de r com t

{ rx—y+1=0
$:2x+y+4=0

Resolvendo o sistema, obtemos

x:—éeyz—g'
3 3' =
_(_.5 _2 Q
portanto,R—( 3 3). u\

2°) Tomar P €rtal que P # R
rry=x+1, portanto yp = xp + 1
Fazendo xp = 0, obtemos yp = 1, isto €, P = (0, 1).
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3°) Equacao de u L t, por P

P€u:>y—1=%(x—0)=>u:x—2y+2=0

4°) Intersecao de u com t
ux—2y +2=0
{t: 2x +y+4 =0
Resolvendo o sistema, obtemos x = —2 e y = O; portanto,
M = (=2, 0).

5%) Q, simétrico de P em relacdo a t
_ Xp T Xg 0 +xq

XM T:>— B = Xg=—4
Yp t Yo 1+yg
=——= 0= = Yyo=—1
2 2 Yo

Portanto Q = (—4, —1).

6°) s é a reta RQ

X y 1
x y 1 5 9
Xk Yr 1|=0 -—— — 1|=0=
Xq Yo 1 3 3
¢ -4 -1 1
X—ﬂ—lez
3 3

153. Determine a equacao da reta s simétrica da retar: 2x + 3y — 7 = 0 em relagao
a bissetriz do 2° quadrante.

154.Dados P(2, 2) e r: 3x + 2y — 6 = 0, fornega:
a) a equacao de s perpendicular a r por P;
b) o ponto M, pé da perpendicular a r por P;
c) o ponto Q, simétrico de P em relacao ar;
)

d) aretat, simétrica de r em relacao a P.
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155. Determine a simétrica da reta r: x — 6y + 12 = O em relacao:
a) ao eixo dos x;
b) ao eixo dos y;
c) aretas:x+y—9=0.
156. Determine as equacoOes das alturas do triangulo ABC e prove que elas concor-
rem no mesmo ponto H (ortocentro).
Dados: A(O, —3), B(—4, 0) e C(2, 1).

Solugao

1°) Equacao de h, tal que h, L BC, por A
A _yYe—¥g_1-0_1
AX  Xo — Xp 2+4 6
mha:_ 1 :_6

Mpc
Aeh,=y+3=-6(x—-0 =

= 6x+y+ 3 =0 (hy)

Mpe =

2°) Equacao de hy, tal que hy, L CA, por B
Ay _1+3 1

=2 = m, =——=
AX 2-0 Mo 2

Mca =
1
BEhb:>y—O=—5(x+4):>2y=—x—4:>x+2y+4=0(hb)

3°) Equacao de h; tal que h, L AB, por C

Ay 0+3 3 4
& _0+3 3, =2

™8 = Ax " —4-0 4 3

Cehc:>y—1=%(x—2):>3y—3=4x—8:>4x—3y—5=0

4°) Provemos que existe H € h, N hy N hg

H) = h, N hb{6X+y+3 = 0 resolvendo H(—i, _2_1)
X+2y+4=0 11" 11
. 8 63 -8+ 63 —55
HEh, poisdxy —3yy — 5= —— + — —p5=—0o T 22 99 _
o POIS &Xy = S¥h 11 11 11

157. Determine o ortocentro H do triangulo ABC cujos vértices sao A(2, —1), B(0, 3)
e C(1, 2).
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158. Dados os pontos A(1, 1), B(5, 5) e C(—1, 2), determine a razao entre as areas
dos triangulos ABC e BCD, em que D é o pé da altura do triangulo ABC, tracada
por C.

159.Dados H(—1,0),rn2x +y —1 =0es: x —y — 2 = 0, obtenha a reta t que
determina com r e s um triangulo cujo ortocentro é H.

160. Demonstre que o quadrilatero de vértices
A(a,b), B@+4,b+3), C@a+7,b+7) e D@a@+3,b+4)
€ um losango.

Solugao

Uma das maneiras de provar que

ABCD € losango € mostrar que seus

lados sao paralelos dois a dois e A
suas diagonais sao perpendiculares.

) @
N

mAB:ﬂ:wzi )
AX (@a+4) —a 4 AB // CD
oAb+ -(b+4 3 -
M @+7)-@+3) 4
oAb+ -(p+3) _4
B Ax (@+7)—(@a+4) 3 6
o= 4 b _2 -
AX (@a+3)—a 8
oA _ b+ -b _
AT A @+7) —a
Ay (b+4)—(b+3) = AC LBD
AX (@a+3)—(a+4

161. Obtenha os vértices de um losango ABCD tal que:
a) A esta no eixo dos y;
b) B esta no eixo dos x;
c) adiagonal AC esta contidaemr: 7x +y — 3 = 0;

d) as diagonais se interceptam em E (x, —%)
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162. Obtenha uma reta perpendicular a r: 4x + 3y = O e que defina com 0s eixos
coordenados um triangulo de area 6.

Solucao yA
S
m, = 4 = Mg = +§ /
3 4 ;
A equagao reduzida da reta s é:
_3 s
Yo /.
/ (¢} X

Fazendo 4q = c, a equacao geral de s é:
3Xx—4y +c=0

A reta s corta 0s eixos nos pontos (O, %) /
e (—% O). Como a area do triangulo é 6,
temos:
ik
2
p=12L131  10-C  2-144 — ¢c=112
2 12

Resposta: 3x — 4y +12 = 0.

163. Encontre a equacao da reta que é perpendicular a retax — 2y + 4 = 0 e forma
com os eixos coordenados um triangulo de area 4 unidades de érea, de modo
que esse triangulo tenha intersecao nao vazia comaretax —y = —3.

164. Dados os pontos A(a, 0) e B(O, b), tomemos sobre a reta AB um ponto C de
modo que BC = m - AB (m # O real). Pede-se a equacao da reta perpendicular
a AB, a qual passa pelo ponto médio do segmento AC.

165. O ponto P(3, 3) é o centro de um feixe de retas no plano cartesiano. Determine
as equacoes das retas desse feixe, perpendiculares entre si, que interceptam

o eixo Ox nos pontos A e B, e tais que a distancia entre eles seja %

166. Dados o ponto A(3, 1) e a reta r cuja equagao € y = 2x, tragcam-se por A as retas
AB L xe AC L r, onde B e C sao, respectivamente, os pés das perpendiculares
AB e AC. Prove que a reta determinada pelos pontos médios de OA e BC € per-
pendicular a BC.
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167.Dados A(1, 4), B(—3, 6), C(0, 2) e P(0, 6), tracam-se por P as perpendiculares

aos lados do triangulo ABC.
a) Obtenha os pés das perpendiculares.
b) Prove que sao colineares.

168. Pelo ponto P de coordenadas cartesianas ortogonais cos 3, sen a(o sa<Bs %)

passam duas retas r e s paralelas aos eixos coordenados (ver figura).

a) Determine as coordenadas das in-
tersecoes de r e s com a circunferéncia
X2 +y2=1.

b) Determine a equacao da reta PM, em
que M é o ponto médio do segmento AB.

c¢) Demonstre analiticamente que as re-
tas CD e PM sao perpendiculares.

V4

e

A

?

[

B

N\
=

X

A

169. Dado um ponto P situado no prolongamento do lado AB de um quadrado ABCD,
tracam-se as retas PC e PD; pelo ponto E, intersecao de BC e PD, conduzimos
a reta AE cuja intersec¢ao com PC é o ponto F. Prove que BF e PD sao perpendi-

culares.

VI. Angulo de duas retas

718. Dadas duasretasr:asx + byy + ¢, = 0 e s:amx + boy + ¢, = 0, vamos calcular

0s angulos que elas determinam.

Ser// sour L s, o problema é imediato; portanto, deixaremos esses dois

casos de lado.

Quando duas retas sao concorrentes, elas determinam quatro angulos, dois a

dois opostos pelos vértices (e congruentes).
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19. calculemos 64, angulo agudo formado por r e s:

1° caso: uma das retas (s, por exemplo) é vertical.

vA vA
S S
Ve BN
61 61
A
& [] - -] -
of / X 6] N\ x
™ T
61:E_OL1 Olzocl—E
m m
tgelztg<5_al> tgelztg<al_5)
tg61=COtg0L1 tg61=—cotg(xl
1 1
tg 0, = — tg 6, = ——
g0y m, g0y m,

Unificando as duas possibilidades, temos:

1
t — =
[ g6, ‘mr

|

Resumo

Dadas r e s, se uma delas nao tem coeficiente angular, a tangente do angulo
agudo s é o médulo do inverso do declive da outra.
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2¢ caso: nenhuma das retas é vertical.

yA ya
s r r
S
0, 0,
91 e1
o o2 o Qq
o / N X o / VX
01 = ar — oy 01 = a; — o
tg 0 = tg (o — ay) tg 0 = tg (g — @)
tg 0, = tgay —tgoy tg 0, = oy —tgay
Tl g gy Tl g gy
me — m mg —m
tggy = —=—T— tgy = ——TI—
&9 1+ mg-m, &9 1+ mg-m,

Portanto, em qualquer situacao, temos:

[ tgelz‘

1+ mg-m,

ms — my

|

Nas duas situacoOes, se obtivermos tg 6, > 0, teremos calculado diretamente
atg 6,; setg 6, <O, entdo calculamos a tg 0, (&ngulo complementar a 6,) e, tro-

camos de sinal para obtermos tg 0.

Resumo

Dadas r e s, se as duas tém coeficiente angular, a tangente do angulo agudo
fs € o modulo da diferenca dos declives dividida por 1 somado ao produto dos

declives.
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80. Exemplos:

1¢) Calcular o angulo agudo formado pelas retas

r3x—-—-y+5=0 e s:2x+y+3=0

mg — m,

m

so-|

:‘ (3) — (—-2) Hi

1+ mgm,

‘=1:>6=—
1+3-(-2) -5 4

2¢9) Calcular o angulo formado pelas retas cujas equacoes sao

r2x+3y—-1=0 e s:6x—4y+5=0

2 3
m=-—= e mS:—Q—E:}mrmS:_iﬁrLS:?e:%

3

3¢) Calcular o angulo agudo formado pelas retas

rdx+2y—1=0 e s:3x—4=0

m=-—==-2

2

Fmg

tg 6 =|—
~ g0 -]

1 =‘—‘=i:> e=arctg%

2

r

4°) Calcular o angulo formado pelas retas

r5x+2y=0 e s:10x+4y -7 =0

81. Comentario

>m=mg=r/s=06=0

Existe uma férmula para calcular o angulo agudo entre duas retas que s6 nao
€ valida se as retas forem perpendiculares.

Deixamos como exercicio a sua demonstracao:

"0 angulo agudo formado pelas retas

rax+hby+c,=0 e s:ax+by+c,=0

éotalquetg b =

aiby, — ashy

(asas + byby, # 0)."

aja, + bqby
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82. Construgdo da obliqua

Obter uma reta s que passa por um ponto P (dado) e forma angulo agudo 6

(dado) com uma reta r (dada, nao vertical).
r S

Por exemplo, vamos resolver este pro- p
blema com os seguintes dados: 45° B
P(6, —5)
0 = 45° 450
r5x +7y +1 =0
a 5
mr = —-— = ——
b 7
n ()
— S
tge=‘1m+s | tg45° = 75 :>1=‘;m_&‘-;5
m rom (- m
7
(Tmg + 5)2 2 2
=5 1=—="—"= = 49 — 70m¢ + 25mg = 49mg + 70m¢; + 25 =
(7 — 5ms)2 S S S S

=>24m§+140ms—24=0=>m5=%0u mg = —6

Como s passa por P, vamos aplicar a teoria do item 66. Existem duas possibi-
lidades para a equacao de s:

12 28
1
y—(—5)=g(x—6) y = (=5) = —=6(x — 6)
6(y +5) = (x — 6) y+5=—-6(x—6)
6y +30=x—-6 y+5=—-6x+ 36

(x—6y—36=0) ou (6x+y—31=0)

EXERCICIOS

170. Qual é a tangente do angulo agudo formado pelas retas 3x + 2y + 2 =0 e
—-x+2y+5=07?
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171. Calcule a cotangente do angulo agudo formado pelas retas x = 3y + 7 e
x =13y + 9.

172. Calcule a tangente do angulo agudo formado pelas retas nao perpendiculares
a;x tbyy+cy =0 e ax + by +c,=0.

173. Calcule o angulo agudo formado pelas seguintes retas:
lecaso:rnx+2y —3=0e s:2x+3y—-5=0

20 casoi i~ + L =1 es:{X=t+1
300 y =2t

32 caso: r: x cos 60° +ysen60° =6 e s: 3y —V2 =0

X y
9 =+ —= : -3 =
4casor2 =3 l1es:2x—3=0

174.Em um plano, munido de um sistema cartesiano ortogonal de referéncia, sao
dados os pontos A(3, 0), B(10, 1) e M(6, k). Determine o valor de k para o qual
0 angulo BAM = 45°,

175. Dados os pontos A(4, —1), B(2, —1) e C(5 + V3, V3), calcule os angulos inter-

nos do triangulo ABC.

176. Conduza por P(0O, O) as retas que formam angulo 6 = % comr:6x + 2y — 3 =0.

Solucao

A equacao de uma reta qualquer passando porP é:y — 0 = m(x — 0),
isto €, mx —y = 0.

Para obter m vamos impor que essa reta forme angulo 6 = 45° com r:
m — (—3) m+3‘

1+ m(—=3) 1 —3m

entao: 1 —3m=m+3 ou 1-—-3m=—(m + 3)

= 1=

tﬁ_‘H
€ 1+ mmy

1
isto é: m=—5 ou m=2.

As retas procuradas tém equacoes: —% XxX—y=0o0u2x—y=0.

Resposta: x +2y =0 ou 2x —y = 0.
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178.
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TEORIA ANGULAR

Dados o ponto P(5, 4) earetar: 2x —y + 7 = 0, conduza as seguintes retas
por P:

s paralelaar

t perpendicularar

u formando 6 = arc tg 3 com r

v paralela ao eixo Ox

z paralela ao eixo Oy

Solucao

A principal finalidade deste problema é mostrar que as retas s, t, u, v
sao retas que passam por P e tém coeficiente angular; portanto, suas
equacoes sao da forma:

y—4=m-(x—5)

e 0 que as distingue € o valor de m.

Assim, temos:

s//r=mg=m, =2
tLr:>mt=—i:—i
m;, 2
~ m, — 2 1
or=arctg3 =>3=|—"—"—=>my=—-1o0oum,=——
g ‘1+mu-2‘ . . 7
v/ O0x = m,=0

A reta z passa por P e nao tem declive; portanto, sua equacao €:
x—5=0

Resposta:

s:y—4=2-(xx—05)

t: y—4=—i-(x—5)

2
wy—4=-1-(x—5) ou y—4=—%-(x—5)
v:iy—4=0
z2x—5=0

Determine as equacoes das retas s, € S, que passam por P e formam angulo 6
com a reta r nos seguintes casos:

1° caso: P(1, 0) 6 = 30° rx+y+1=0
2° caso: P(0, 1) 6=arctg2 r2x—y+7=0
3% caso: P(2, —1) 0 = 45° rx+2y=0
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179. Considere as retas r e s coplanares formando angulos « € B com a < B. Pelo
tB

. ~ ~ . o
ponto de intersecao passa uma reta t que forma com r um angulo igual a —

Quais os angulos formados pelas retas t e s?

180. Determine a reta s, simétricader:x —y+ 1 =0emrelacadoat: 2x +y + 4 = 0.

Solugao

1°) Intersecao de r com t L
Ja vimos no exercicio 152 que é R () t

{(-5-3) T

29) Angulo agudo rt

m, — m — (-
tg9=‘ (M :‘ 1-(=2) ‘:3
1+m,-my 1+@)-(—2)
3°) Declive da reta s
mg — m mg — (=2 mg + 2
tg g = |—ns Tt %#‘:}3:‘5—:}
1+ mg-m 1+mg-(—2) 1—-2-mg
= 9(1 —2my)? = (mg + 2)2 = 35m§ —40mg +5=0 =
=> mg=1 ou mszé

4°) Equacao de s

1 . ~ P
Como mg = - (pois mg = 1 nao convém, uma vez que acarreta r = s) e

R € s, a equacao de s é:

R R A

Resposta: s: x — 7y — 3 = 0.

181. Seja r a reta que passa pelos pontos (3, 5) e (7, 0). Obtenha a equacao da reta s
simétrica de rem relacao a retax = 7.

182. Conduza pelo ponto P(3, 0) uma reta igualmente inclinada em relagao ar: y = 2x
e s:x = 2y.
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Solucao

Seja m o declive da reta t procurada.

TAemOE:
r = st
En'@o: ~
tg rt = tg st
1
m__
‘m—2‘_ 2
1+ 2m 1+m
2

(m — 2)2 _(@2m — 1)2
(1 + 2m)? (2 + m)?
donde vem:
(M +2)%m —2)2=2m + 1)22m — 1)2 = 15m* =15 = m ==*1

Resposta: y — 0 =x1(x — 3).

183. Determine as equacoes das retas que contém os lados de um triangulo, conhecendo:

0 seu Vértice A de coordenadas (—2, 4);

aretar: 3x — 4y + 59 = 0, que contém uma altura;

aretas: 2x —y + 18 = 0, que contém uma bissetriz;

sendo a altura e a bissetriz relativas a dois vértices distintos.

184. Demonstre que, em um triangulo retangulo, a reta determinada pelo vértice do
angulo reto e o centro do quadrado construido sobre a hipotenusa, externamen-
te ao triangulo, é a bissetriz do angulo reto.

185. No retangulo ABCD tracam-se por A e C as perpendiculares a diagonal BD.
Demonstre que os pés das perpendiculares, A e C, formam um paralelogramo.

186.Na figura ao lado, OP é perpendicular a ya
AB e as coordenadas dos pontos A, Be C
sao: A(x, 0); B(O, y); C(1, 2). B
a) Ache o comprimento ¢ do segmento c
AB em funcao de x, para x > 1. ) iy N p
b) Para x = 2, ache a tangente do angulo :
¢ entre OP e OC. '
o] 1 A i
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Distancia de
ponto a reta

I. Translacdo de sistema

83. Sejam P(x, y) e O'(xo, Yo) dois pon-
tos referidos a um sistema cartesiano
xOy.

Se x'0'y' é um sistema tal que
X'/ x, ¥y //yex',y tém respectiva-
mente o mesmo sentido positivo de x,
y, dizemos que x'O'y' foi obtido por
uma translacao de xOy.

Nosso problema € estabelecer
uma relacao entre as coordenadas de
P no "novo" sistema x'O'y' e no "an-
tigo" xOy.

No eixo dos x, temos:

o 137 - (G0

No eixo dos y, temos:

OF; = 003 + 03P = (v =va+v'

J .
y y
Pz ———————————————— ] P
(0} S . ! >
o L
0 o} P, X
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84. Consideremos, por exemplo, a V4
reta de equacao x + y — 7 = 0. Eis
alguns pontos que pertencem a essa
reta:

A(1, 6), B(2, 5), C(3, 4),
D(4, 3), E(5, 2), F(6, 1).

Se é dada uma translacao no sis-
tema xOy de modo que a nova origem
seja 0'(2, 1), todos os pontos citados
mudam de coordenadas, obedecendo
a lei:

¥

X = X - 2
(nova) (antiga) (origem Q")
y' = y - 1
Portanto, temos:
A(—-1, 5), B(O, 4), C(1, 3),
D(2, 2), E(3, 1), F(4, 0). ___:__._Q'L_J__.__.__B\___i
X
A equacao da reta no sistema
x'0'y' é obtida a partirdex +y —7 =0.
Assim:

X+y—-7=0= (KX +2)+( +1)-7=0=x"+y —4=0

II. Distancia entre ponto e reta

85. Calculemos a distancia entre a origem O e a reta r cuja equacao geral é:
ax +by +c=0 (1)

A reta s, perpendicular a r pas- v4
sando por O, tem equacao geral: r
bx —ay =0 (2) 8

Se resolvéssemos o sistema for-
mado pelas equacdes (1) e (2), obte-

riamos Q(x, y), ponto de intersecao de
rcoms.
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O que nos interessa, no entanto, é a distancia d = O_Q = Vx2 + y2. Entdo
operamos assim:
(1)2 - (ax + by)2 = (—c)? } n
(2)2 — (bx — ay)? = 02
(ax + by)? + (bx — ay)? = c?
a?x? + 2abxy + b%? + b2 — 2abxy + a?%? = c?

a2(x2 + y2) + b2(x2 + y2) = ¢2
o2
2 4 b2)(x2 + v2) = 2 2 _
(a b%)(x* +y9)=c¢* = d 2 1 b2
d2

e, finalmente, temos a férmula:

|

Assim, por exemplo, a distancia da reta r: 3x + 4y — 25 = 0 a origem é dada

Cc
d =l—t
[‘“ ‘m

por:

5

C

d =
o ‘m

| -25
_‘W

yA y'A

86. Calculemos a distancia entre um ponto
P(xo, Yo) e umaretar: ax + by + ¢ = 0. d

A ideia é transformar P em origem do
sistema e, entao, aplicar a férmula ja deduzi- P(Xor Vo)
da no item anterior.

Dando uma translagao no sistema xQy
de modo que P seja a origem do sistema
x'Py', determinemos a equacao da reta r no
"novo" sistema:
ax+by+c=0 = a(x'+Xo) + by +yo) +c=0 = ax' +by' + (axo +byo+¢)=0

N
o

>y

Conforme vimos no item 85, a distancia da origem P a reta r é:

J— C'
= |

Fundamentos de Matematica Elementar | 7



DISTANCIA DE PONTO A RETA

donde vem a férmula:

axgp + byo +c

NPy

(e

Calculamos d substituindo as coordenadas de P no primeiro membro da equa-
cdo de r, dividindo o resultado por Va2 + b? e tomando este resultado em valor
absoluto.

Assim, por exemplo, a distancia do ponto P(2, —3)aretar:3x —4y +2 =0
€ dada por:

Resumo

_ aXO+by0+C

Vet T 0

d

:‘3(2)—4(—3)+2‘:‘§

=4
N 5‘

81. Observagées

1%) A distancia d é, em qualquer caso, um ndmero real nao negativo, isto é:
d = 0 quaisquer que sejam P e r.

2?) A férmula deduzida no item 85 (distancia de r a origem) passa a ser um
caso particular da férmula deduzida no item 86.

De fato, a distancia de r: ax + by + ¢ = O ao ponto P = (0, O) é:

OI=a-0+b-0+c :‘ c
Vo 1 b2 Ve + b7

88. Uma aplicacao notavel da férmula da distancia entre ponto e reta é o seguinte
problema: calcular a distancia entre as retas paralelas

rrax+by+c=0e yA r
sitax +by+c¢c =0

Como sabemos, a distdnciaentreres é &
igual a distancia de um ponto qualquerP € s
até a reta r. Entao:

1°) Seja P(xo, o) pertencente a s

<y

PEs = axg + byy +¢' =0 = axy + byy = —c' 0
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2°) A distancia de P até r é:

—c'

——
4 = axp + byp + ¢ :‘(—c')+c
h Va2 + b2 Va2 + b2

Entdo vem a férmula:

|

EXERCICIOS

q . = c=¢
(A BPoare

187. Seja P o ponto de coordenadas (4, 3) num sistema cartesiano ortogonal oxy. Se
OXY é um novo sistema de coordenadas, obtido do anterior por uma translacao
da origem de o para O(2, —1), determine as coordenadas de P no novo sistema.

188. Calcule a distancia do ponto (—2, 3) ao eixo das ordenadas.

189. Calcule a distancia da origem a reta r: ax + by + Va2 + b2 = O.

Solucao
S T ‘ VT2 | _
o V@ 2| |VaZr 02
Resposta: 1.
190. Ache a distancia da reta r{;( i 2_t3 1 (t € R) a origem.

191. Calcule a distancia do ponto P a reta r nos seguintes casos:
a) P(2, 0) e n2x+3y—-5=0
b) P(1, O) e nx+3y—-5=0

©) P(-1,0) e rn=+L=

3 4
d) PO,2) e rlX=3t+2
y=4t-1
e) P14, -1) e r:x-cos£+y-sen1=2
4 4
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193.

194.

195.
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DISTANCIA DE PONTO A RETA

Calcule o comprimento da altura AH, do triangulo de vértices A(—3, 0), B(0, 0) e
C(e, 8).

Solucao

1°) Equacao geral da reta BC

x y 1

6 8 1|=0= 8&—-6y=0

001 4x — 3y =0

2°) AH; = da 8c

AH. = d _ 4(—3)—3(0)‘:‘—12‘22
S B e 5 5

Resposta: AH; = 1—52

Calcule a altura do trapézio cujos vértices sao A(—1, —3), B(6, —2), C(5, 2) e
D(—9, 0).

O ponto P = (0, 0) é um vértice de um quadrado que tem um dos seus lados
nao adjacentes a P sobre aretax — 2y + 5 = 0. Qual é a area do quadrado?

Calcule a distancia entre as retas
r3x+4y —-13=0 e s:3x+4y+7=0

Solucao
Distancia entre duas retas paralelas é a distancia de um ponto P, per-
tencente a uma delas, até a outra.
1°)Tomemos P € r
Per = 3x+4y —13 =0
13 — 3(-1) _ £

xp:—iiypzf—4

wn

Portanto P(—1, 4).

2°) Calculemos d;

_ | 3(=1) +44)+ 7|
o= % | T mT e |

Resposta: d, s = 4.

20
)

-
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196. Calcule a distancia entre as retas cujas equacgodes sao ax + by + ¢ = 0 e
ax + by —c=0.

197. Determine os pontos da retar: y = 2x + 1 que estdo a distancia 2 da reta
s:3x — 2y +1=0.

198. Determine as equacodes das retas que formam 45° com o eixo dos x e estao a
distancia V2 do ponto P(3, 4).

Solucao vA
6<=45°:mr=+1:—%

Facamosa =1 e b = —1. Entdo a V2 \P
equacao de r é

xX—y+c=0 7] Z

Mas dp , = V2. Ento: 0 x
CECELIE L
=c-1=2=c—-1=+2 =c=—-1ouc=3

Resposta: ri: x —y+3=0o0u rp:x—y—1=0.

199. Obtenha uma reta paralelaar: x —y + 7 = 0 e distante V2 do ponto C(2, 2).

200. Determine as equacoes das perpendiculares a retar: 3x + 4y — 1 = 0, as quais
estao a distancia 4 unidades do ponto P(2, 0).

III. Area do tridngulo

\
89. cCalculemos a &rea do triangulo cujos Y A
vértices sao
A(le yl)r B(X21 y2) € C(X37 y3) B
1°) Lembrando a férmula da area do H c
triangulo da Geometria Plana: -
0 X

. 1
area = E - base - altura
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Temos:
1
S=—-BC-AH
2
2°) Aplicando a férmula da distancia entre dois pontos:

BC = \/(x2 — x3)2 + (Y2 — y3)2

3°) A equacao geral da reta BC é:

x y 1
Xo Yo 1{=0 = (Y2 —y3)x + (X3 — Xa)y + (Xo¥3 — Xay2) = O
X3 y3 1 v Y Y

a b c

4°) Calculo da distancia do ponto A a reta BC:

A(Xq, Y1) - ax, +by; +¢
(BC)ax + by +¢c =0 ‘/a2+b2
entdo:
X1 y1 1
X2 ¥2 1
AH = d = ‘ (Y2 = ya)xa + (X3 = Xa)ys + (Xa¥3 — Xayo) _ X3 ¥ 1
\/(Y2 — Y32 + (X3 = Xo)? V(2 = xa? + (y2 — va)?
X1 y1 1
5°) Indicando Dpgc = [ X5 Yo 1|, temos:
X3 y3 1
1 1 | Dagc|
S=—'BC'AH=—‘\/X — X3)2 + (Yo — ya)? -
2 2 bo =2+ bz = vs) \/(X2 = X3)? + (Y2 — y3)?

donde vem a férmula:

1
[ S:E'lDABcl ]

Assim, por exemplo, a area do triangulo cujos vértices sao A4, 1), B(—2, 3) e
C(0, —6) é:

Xa ya 1 4 11
Dagc =|Xs ¥g 1|=|-2 3 1|=36+2+12=50
Xc Yo 1 0 -6 1
1 1
S==-|D ==.50=25
>+ Dae| =5
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90. Observagées

1?%) Para todo triangulo ABC, a area € um numero real S > 0.

2%) Se A, B e C sao colineares, isto €, se nao existe o triangulo ABC, temos
Dagc = 0 e S=0.

3?) A unidade de area, raramente indicada nos problemas de Geometria Anali-
tica, & o quadrado da unidade de comprimento utilizada nos eixos.

EXERCICIOS

201. Calcule a area do triangulo cujos vértices sao A(a + 1, a + 2), B(a, a — 1)
e C(a+ 2, a).

202. Determine a area do triangulo ABC, onde A, B e C sao, respectivamente, os pon-
tos médios dos segmentos MN, NP e PM, sendo M(1, —5), N(3, 3) e P(9, —5).

203. Calcule a area do triangulo determinado pelas retas de equacdes y = 2x,
X
=—-ex=4.
y=3

204. Calcule a area do triangulo determinado pelasretasy = x,x=4ex+y —2 = 0.

205. Calcule a area do quadrilatero ABCD, dados: A(O, 0), B(4, —2), C(6, 8) e D(0, 4).

Solucao
1°) Area do AABC
0O 01
DABC = 6 8 1 = _44
4 -2 1
D,
29) Area do AACD
0 0 1 Ly
DACD =(6 8 1(=24 B X
0 4 1 L
|Dacol °
SACD = T = 12
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3°) Sagep = Sasc + Sacp = 22 + 12 = 34
Resposta: S = 34.

206. Calcule a area do quadrilatero cujos vértices sao A(—4, 4), B(O, 1), C(—4, —2)
e D(—8, 1).

207.0s pontos A(1, 2), B(4, 3), C(3, 1) e D(m, n), nessa ordem, formam um parale-
logramo. Determine a equacao da reta AD e calcule a area do paralelogramo
ABCD.

208. Calcule a area do pentagono ABCDE, dados: A(2, 1), B(2, 0), C(0, —4),D(—2, 1)
e E(0, 4).

209. Determine y de modo que o triangulo de vértices A(1, 4), B(4, 1) e C(O, y) tenha
area 6.

Solucao

1 4 1
4 1 1
0Oy 1

D 3y — 15
S:|ABC|:>6:|y |
2 2

Dagc = =3y —15

> 4=|y-5=>y-5=44 > y=5+4

Resposta: y =9 ou y = 1.

210. Dados os pontos A(2, 3), B(O, —1) e C(4, y), calcule y para que a area do trian-
gulo ABC seja 12.

211. Num triangulo ABC, temos:
1°) AB Cr tal que r:y = 3x;
2°) AC C s tal que s: x = 3y;
39)BCCttalque t/ueux+y=0;
4°) a area do triangulo ABC € 4.
Obtenha a equacao da reta t.
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Solucao

Seja x+y+c=0 aequacdodaretat// u.
Falta apenas determinar o coeficiente c.

1°) Determinemos r N s

2°) Determinemos r Nt

y = 3x resolvendo
Xx+y+c=0

3°) Determinemos s Nt

——— > x=-——ey=— > C
X+y+c=0 4 4

{X =3y resolvendo _ _3c c <_£ c

4°) Determinemos ¢

0] 0 1

_c 3¢ 4| @ o2 ¢

Dasc =| 4 4 " 16 16 2
3 o
4 4

_ | Dagc| c?

S = 4=— =02=16 = c =14
ABC 2 4

Resposta: t: x +yx4 = 0.

212. Calcule as coordenadas do vértice C do triangulo ABC de area 12, sabendo que
A=(0,—-1),Béaintersecaodaretarix +y—2=0comoeixodosxeCeEr.

213. Determine a area do triangulo ABC, sabendo que:
a) A=(1,0) e B= (-1, 0);
b) y=x+ 1 € a equacao do lado BC;
¢) o coeficiente angular da reta AC é 2.
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214.

215.

216.

217.

218.

219.

220.

221.

IV.

91.

DISTANCIA DE PONTO A RETA

Determine o vértice C de um tridangulo ABC, de area igual a 2, no qual A(3, —2),
B(4, —1) e cujo baricentro esta sobre areta 2x —y + 3 = 0.

Num triangulo ABC, no qual A(2, 1), B(O, 3) e C(—1, 0), toma-se M na reta BC tal
que as areas dos triangulos AMC e AMB ficam na razao % Calcule as coorde-

nadas de M.

Os vértices de um triangulo sao A(1, 0), B(3, 5) e C(—1, 1).
a) Obtenha o baricentro G do triangulo.
b) Mostre que os triangulos ABG, ACG e BCG tém a mesma area.

Demonstre que uma mediana de um triangulo divide-o em partes equivalentes.

Demonstre que a area de um triangulo € o quadruplo da &area do triangulo cujos
vértices sao os pontos médios de seus lados.

Determine uma reta perpendicular a r: 2x — 3y = 0 que defina com as bissetri-
zes dos quadrantes um triangulo de area 20 unidades.

Obtenha uma reta que passe por P(1, 1) e defina com o0s eixos coordenados um
triangulo de area 2, no primeiro quadrante.

Sao dados, num plano, as duas retas ry, de equacao y = 2, e r, com equagoes
paramétricasx = -2 + A ey =2 + 2\ eo ponto A = (1, 3).

a) Entre as retas que passam por A, determine a reta r para a qual as distancias
de A as intersecbes com ry € r, Sejam iguais.

b) Satisfeita a condi¢ao do item anterior, determine a area do triangulo formado
pelasretasr, ry e ro.

Variac¢ao de sinal da func¢ao
E(x,y) =ax + by + ¢

Consideremos o trinbmio:

E(x,y) ou E(P) =ax +by +c¢ (a#0 ou b #0)

funcao de duas variaveis x e y cujo dominio € o conjunto dos infinitos pares ordena-
dos (x, y), isto €, o conjunto de pontos P do plano cartesiano.

Sabendo que os pontos P(Xg, Yo) para os quais E(P) = axg + byg + ¢ = O estao

todos sobre a mesma reta r do plano cartesiano.

7 | Fundamentos de Matematica Elementar 101



DISTANCIA DE PONTO A RETA

Consideremos dois pontos Q(x4, Y1) € Vi
R(x5, ¥»), ndo pertencentes a reta r, 0s quais ;
determinam a reta s concorrente com r em \ R
M(x, y). M
O ponto M divide Q_Ii na razao k. Entao: /
oM Q
Kk = M
MR
5 >
k_X—Xlek:y_yl \X
Xp —X Yo =Y
E dai vem:
X:x1+kx2 o _ Y1 tkys
1+Kk 1+Kk

Por outro lado, M pertence a reta r e entao deve satisfazer sua equacao:

1+Kk 1+Kk

a(Xq + kxg) +b-(y1 +kys) +c-(1+k)=0

Donde tiramos:
_ _aXl +b)’1 +cC _ E(Q)

axo, + by2 +c E(R)

Finalmente, temos:

1°) Se Q e R estao no mesmo semiplano em relacao a r, entao M é exterior a
QR, o que implica k < O, isto €, ax; + by; + ¢ e ax, + by, + ¢ de mesmo sinal. Em
simbolos:

Q num semiplano } E(Q) - E(R) >0

R no mesmo semiplano

2°) Se Q e R estao em semiplanos opostos em relacao a r, entao M € interior
a QR, o que implica k > 0, isto &, axq + by, +c e axy, + by, + ¢ de sinais contrarios.
Em simbolos:

Q num semiplano
R no outro

} = E(Q) - E(R) <0
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92. Resumo

1) Os pontos P(xo, yo) pertencentes a r anulam E(X, y);

2) Os pontos Q(xl, yl) pertencentes a um mesmo semiplano e nao pertencen-
tes a r tornam E(x, y) > 0; e

3) Os pontos R(x2, y2) pertencentes ao outro semiplano e nao pertencentes a
r tornam E(x, y) < O.

93. Exemplos:

1. Estudar a variacado de sinal de E = 2x +y — 2.

1°) Determinemos o conjunto dos pon- Vi
tos que anulam E: \ ©)
E=0=2x+y—-2=0 (1 S)
2°) Determinemos o sinal de E no semi-
plano da origem: ®
EO)=2-0+0-2=-2<0 (¢} @\?
r
3?) Concluimos que, para todo ponto do
semiplano ra, temos E > 0 e, de rf3, temos
E < O (veja figura).
2. Estudar a variagao de sinal de E = x — y.

17 o/"
19E=0=>x—-y=0(n ®
2°) E(1,0)=1-0=1>0
39) Conclus&o: Lo

(0] X

PEr = EP)

=0
PEra = EP)>0 o
PE = EP)<O

94. Regra pratica

Do estudo da variacao de sinais do trinbmio E(x, y) = ax + by + ¢, podemos
tirar a seguinte regra pratica:

1°) Dado o trinémio E(x, y) = ax + by + ¢, buscamos os pontos que o anulam
(pontos da reta r de equacao ax + by + ¢ = 0).
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2¢°) Calculamos o sinal de E na origem O(0, 0). Este sinal é o de c, pois
E(O)=a-0 +b -0 + ¢ = c. Aplicamos a teoria, concluindo que o sinal E(O) é o sinal
de E em qualquer ponto do semiplano onde esta O.

39) Atribuimos a E, nos pontos do semiplano oposto ao anterior, sinal contrario
ao de c.

Observamos que, se a reta r contiver O, o raciocinio anterior nao é valido. Neste

caso, em vez de O, temos de tomar P qualquer, fora de r. (Por exemplo num quadrante
onde nao passa a reta r.)

V. Inequagodes do 1° grau
A principal aplicacao do estudo de sinais ora concluido € na resolucao de

inequacdes do primeiro grau a duas incégnitas, as quais s6 admitem solucao
grafica.

95. Exemplos:

17
1. Resolverx —y +1 >0. ,/'r
1°) Equacao de r B +1 ©
E=0=x-y+1=0
2?) E0)=1>0 = E>0emra ,"' .
3 E<OemrB (; © i
Resposta: regiao ra.
2. Resolver 2x +y = 0. Yy
1°) Equacao de r o
E=0=2x+y=0 R
29 E(1,1)=2-1+1=3>0
entdo E > 0 em ra. o X
3)E<Oemrp ®
Resposta: regiao ra U r. r
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EXERCICIOS

222. Estude a variacao de sinais dos trindbmios:
a) E=x+y—-3
b)) E=-8&+2y+ 4
c) E=—x+3y—-6
d E=—-6x—2y—12
e) E=5x — 4y

223.Resolva a inequacao 2x + 3y = 6.

Solucao
1°) Equacao de r
E=2x+3y—-6=0 YA

(x y ponto\ r\

0 2 A
B(3, 0)

GOBJ 0\?

2°) Valor de E na origem
E(0) = 2(0) + 3(0) — 6 = —6
E < 0 no semiplano r

E = 0 no semiplano ra

3°) EX,y) =0 = (X,y) € ra

Resposta: semiplano ra (incluindo r).

224. Resolva graficamente as inequacoes:

a)x—4y+4>0 d) 12x +y+3 <0
b) 2x — by — 10 <0 e) 3x—2y=0
c) 3x+2y—6=0 fy 3x+y=<0
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225.

226.

227.

-y +
Resolva a inequacao Xoy+2 = 0.
X+y—2
Solucao
1°) Variacaode E; = x —y + 2 r
E,=0 = x—y+2=0 (1) 20
E;(0) =+2>0 S
g |
2°) Variagdo de E, = x +y — 2 NS,
E,=0=x+y—2=0 (s) AN
E, E, e E; com sinais iguais

3‘-’)E—>O=> ou
2 E1=OeE2¢O

Resposta: A inequacao € satisfeita pelos
pontos (x, y) dos dois angulos opostos

pelo vértice da figura, com excecao dos @/@ o| @\@f
pontos da reta s. .

Determine os pontos P(x, y) do plano cartesiano cujas coordenadas satisfazem
a condicao:

1°cas0:2x — 3y +6<0 e x+y+5<0
2°caso: 3x + 2y <0 e x=0
3%caso:y = —1 e x—3>0
4°caso:4x + 2y —4 <0 e 2x+4y= -8
5% caso:3x —y <6 e y=1

Considere o sistema de inequacoes
x—y=0

S:ix+y=<1
y= -2

Represente graficamente o conjunto A = {(x, y) € R? | (x, y) satisfaz S}.
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228. Represente graficamente os pontos do plano que satisfazem simultaneamente
as inequacdoes x — 3y <0 e 3x +y= 0.

229. Represente graficamente, no plano cartesiano, o conjunto de pontos P(x, y), tal
que:
O0sx=<1
y=0
X+ty=<?2

230.Resolva a inequacado |x + y| < 1.

Solugao

) |x+y|lsle x+y’sle x+y+1)x+y—-1)<0

29) Variagdo de E; = x +y + 1 \ !
Et=0=x+y+1=0 (n N1
E4(0)=1>0 0 -

E,=0=x+y—1=0 (s)

Ex0) =-1<0 0 &'

E, e E; com sinais contrarios
4°)E; -E;, =<0 = jou
E,=0ouE =0

3°) Variacadode E, = x +y — 1 S) 1\
1

Resposta: A inequacao € satisfeita pelos
pontos (x, y) da faixa de plano compreen-
dida entre r e s, incluindo as retas r e s.
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231.

232.

233.

234.

235.

VI.

96.

Qual é a figura formada pelos pontos do plano cartesiano que satisfazem a
sentenca |x| > 5?

Determine os pontos P do plano cartesiano cujas coordenadas satisfazem as
desigualdades:

lecaso: |x +y|<3 3ecaso: y—1>0¢e |x|=<2
2¢caso: |x|+y>2 decaso: 2<|y|<3el<|x|<2

Determine os pontos P do plano cartesiano cujas coordenadas satisfazem as
desigualdades:

1ecaso: 2x —y+4)(x+2y —6) <O
2°caso: (2x+y+2)x —2y—1)=0
2x +y— 6 -0
3x—y+3

X—y+2

3° caso:
42 caso:

Assinale no plano cartesiano o conjunto no qual estao contidas todas as retas
de equacaox +y+c=0comc < —2.

As regides do plano definidas por

Xg+ 2% <2,%x =0

2% + X <2, % =0

determinam um quadrilatero, no qual esta definida a fungao y = x4 + xo.

Sabendo que o maximo desta funcao esta num dos vértices deste quadrilatero,
determine esse valor.

Bissetrizes dos angulos de duas retas

Vamos obter as equacgoes das bissetrizes t; e t, dos angulos definidos pelas

retas concorrentes r: a;x + byy + ¢4 =0 e s:ayx + byy + ¢, =0.

Nos nos quais o trinbmio E; = a;x + byy + ¢4
assume valores numéricos de sinais contra-
rios, excluidos os pontos de r. Analogamente,
a reta s divide o plano em dois semiplanos
nos quais o trindmio E; = ayx + byy + ¢, as-
sume valores de sinais contrarios, excluidos
os pontos de s.

buicao de sinais seja a da figura.

A reta r divide o plano em dois semipla- v ]

=2
©
0

Admitamos, para raciocinar, que a distri-
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Verificamos que sempre r e s determinam dois angulos opostos pelo vértice
(assinalados na figura), em que E; e E, assumem valores huméricos de mesmo sinal
e determinam dois outros angulos opostos pelo vértice, em que E; e E, assumem
sinais contrarios.

Temos, entao:

1°) Se P(x, y) € tp, entdo dp , = dp g, isto €,

| EP) | _| EoP) |
[Vaz + 07| |\a3 + b3

=N

Sendo E4(P) - E5(P) > 0O, vem

[ alx+bly+C1:aQX+b2y+C2 }

que € a equacao da reta t,.

2°) Se P(x, y) € t4, entao dp , = dp s, iSto &,
|_EaP) | _|_ExP) |
[NaZ + 2| [Va3+ b3

Sendo E4(P) - E5(P) < 0, vem

ax + by +cq AKX + boy + o
va3j + b3 \a3 + b3

que é a equacao da reta t;.

Resumo

As equacoes das bissetrizes sao:

81X+b1y+cl+azx+b2y+02 -0
2 2 - 2 2 -
\/al + bf \/32 + b3
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97. Exemplo:
Obter as equacgdes das bissetrizes dos angulos formados pelas retas
r3x+4y—-1=20 e s:12x — 5y =0

As equacoes sao:

3x+4y—1Jr 12x — by -0 = 3x+4y—1+12x—5y _

x = 0=
V9 + 16 V144 + 25 5 13

= 13(3x + 4y — 1)+ 5(12x —by) =0
Resposta: 99x + 27y — 13 =0 ou —21x + 77y — 13 = 0.

Observemos, para conferir, que as bissetrizes sao perpendiculares:

S 99 11

=== =
27 3 :>m1-m2=—1:>t1J_t2
__—21_ 3

2 77 11

EXERCICIOS

236. Obtenha as equacodes das bissetrizes dos angulos formados porr: 3x + 4y =0
es:8 —6y—1=0.

Solucao

Pela teoria, temos:
3x+4y (8 —6y—1
Vo+16 64+ 36
2(3x +4y) £ (8 —6y —1) =0

(6x +8y)x(8 —6y —1) =0
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Separando as equacoes, vem:

(6x +8y) + (8 —6y—1)=0 = 14x +2y —1 =0
ou
6x +8y) —(8& —-—6y—1)=0 = —2x+14y +1 =0

Resposta: 14x + 2y —1 =0 e 2x — 14y — 1 = 0.

237.Determine as equagdes das bissetrizes dos angulos formados por
rrdx +4y -3 =0e s:x—y+1=0.

238. Qual é a equagao do lugar geométrico dos pontos P(x, y) equidistantes das re-
tasr:3x +4y —12 =0 e s: bx + 12y — 60 = 0?

239.Qual é a bissetriz do angulo agudo formado pelas retas r: 2x + 3y — 1 =0
es:3x+2y +1=07?

Solucao

1°) Obtemos as duas bissetrizes
2x+3y—1+3x+2y+1 _
V4a+9 — o+4

(2x+3y—1)+(3x+2y +1) =0

ents {t1:2x+3y—1+3x+2y+1=0 = x+y=0
:2x+3y—1-3x—2y—1=0=>x—-y+2=0

2°) Determinemos qual delas é a
bissetriz do angulo agudo.

Para isso tomamos qualquer bissetriz
P € r e calculamos dp 1, € dp,+,.

A menor distancia corresponde a ol P
bissetriz do angulo agudo.

1 bissetriz

PEr=2%+3y—-1=0 =
il = 2Xp

3 5
Fazendo xp = 2, resulta yp = —1.

= Yp =
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240.

241.

242.

Seja P(2, —1) € r. Temos:

o[-
Pu [ VTr e | V2T V2
-(H+2) |5 |__5
Vi+1 ‘_‘E‘_E

Resposta: t1: x +y = 0.

= dpy, <dpy,

dp, t, =

Determine a bissetriz do angulo agudo definido pelas retas r: 4x + 3y =0 e
s:6x +8 +1=0.

Dé a equacao da bissetriz do angulo agudo formado pelasretas 3x + 4y +1 =0
e 3x—4y—-1=0.

Qual é a equacao da bissetriz interna, por A, no triangulo de vértices A(O, 0),
B(2, 6) e C(5, 1)?

Solucao

1°) Equacoes de AB e AC A externa

x y 1

2 6 1|=0=6x—2y=0>

001 = 3x-y=0

x y 1 . c
51 1{=0=x—-5y=0 \-t

0 0 1 interna

2°) Equacoes das bissetrizes
X -y  Xx—=5y _ 0

V1o ~ V26
V13(3x —y) £V5(x — By) = 0

Entao | (3V13 + V5)x — (V13 + 5VB)y =0
ty: (3V13 — VB)x — (V13 = 5VB)y =0

3?) Uma diferenca basica entre as duas bissetrizes é que a interna deixa
B e C em semiplanos opostos enquanto a externa deixa no mesmo semi-
plano. Tomando a bissetriz t; e fazendo
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E, = (3V13 + VB)x — (V13 + 5V5)y, temos:
E«B) = (313 +V5) -2 — (V13 + 5V5)- 6 = —28V5 <0
E4(C) = (3V13 +V5) -5 —(N13 + 5V5) - 1 = 14V13 > 0

Como E4(B) e E4(C) tém sinais opostos, B e C estao em semiplanos opos-
tos em relacao a t;.

Resposta: t;: (3V13 + VB)x — (V13 + 5V5)y = 0.

243. Obtenha a equacao da bissetriz interna, por B, do triangulo cujos vértices sao
A6, 3), B(1, 1) e C(5, —4).

244, Sejam M(—5, 2), N(—2, 5) e P(0, O) pontos do plano cartesiano. Calcule o
comprimento da bissetriz do angulo P do triangulo MNP.

245. Dados A(1, —2), B(4, —2) e C(1, 2), obtenha o centro da circunferéncia inscrita
no triangulo ABC.

246. Dados A(O, 0), B(3, 4) e C(12, —5), cal-
cule o comprimento da bissetriz interna
AP do triangulo ABC.

Solucao

1°) Aplicando determinante, obtemos as equacdes dos lados do trian-
gulo:

(AB) 4x — 3y =0, (BC)x +y — 7 =0,
(CA)5x + 12y = 0

2°) As equacoes das bissetrizes por A sao:
4x —3y . 5x + 1%
V16 +9 25+ 144
t1:11x+3y=0
t,:3x—11y=0

=0 = 13(4x — 3y) £ 5(5x + 12y) = 0

Donde vem {
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3°) Fazendo E = 11x + 3y, temos:

E(B) = 11(3) + 3(4) = 45

E(C) = 11(12) + 3(—5) = 117

Entao a bissetriz interna é ty: 3x — 11y = 0.

4°) A intersecao de t, com BC € a solugao do sistema

[otyne A3 e[
X+y—7=0 2 VT 22

2 2
5¢) A distancia AP é AP = /(£ - o) + (3 - o) _ V130

2 2
V130
5

Resposta:

247. Calcule o comprimento da bissetriz interna AS do triangulo cujos vértices sao
A(—3, —3), B(9, 2) e C(b, 12).

VII. Complemento — Rotacg¢ao de sistema

98. Seja P(x, y) um ponto referido a um sistema cartesiano ortogonal xOy.

Se XOY é um sistema ortogonal com mesma origem que xOy e o angulo entre
0s eixos x e X é «, dizemos que XQOY foi obtido por uma rotacao de xOy.

Nosso problema é estabelecer uma re-
lacao entre as coordenadas de P no novo sis-

17
tema (XOY) e no antigo (xQy). %
5% R .P
Notemos que: TN
x = OPy, y = OP, PN X
X = GPs = PaP, Y = OPs = Pap 2 7
a '
Temos: <
1¢) OP = OPy+ P3P ° P x
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Projetando os trés segmentos sobre Ox, vem:

proj. OP = proj. OP; + proj. P3P

O_Plzcﬁ,-COSang)-cos(%wLa)

( X=X-cosa—Y:-sena J

2¢) OP = OP, + P,P
Projetando os trés segmentos sobre Oy, vem:

proj. OP = proj. OP, + proj. P,P

O_|32=O_|34'COSOL+T4P'COS<%+OL>

( y=X-sena + Y -cosa J

Existe uma outra forma de apresentar estas relacoes, utilizando matrizes:
X | _|cosa —sena X
y sen a COS o Y
ou ainda
X _ cosa sena X
Y —Ssena COS a y
Por exemplo, se P = (2, 3) e o sistema sofre uma rotacdo o de 60°, as novas
coordenadas de P serao:

X _ cos 60° sen 60° 2 _
Y —sen 60° cos 60° 3

1 N3], . 4 33
| 2 72 _ 2
V3 1 3
— —_— — + —_—
2 2 S V3 2
ou seja: X=1+¥ e Y:—\/§+%
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Circunferéncias

I. Equacgao reduzida

99. Definigcao

Dados um ponto C, pertencente a um plano «, e uma distancia r nao nula,
chama-se circunferéncia o conjunto dos pontos de «a que estao a distancia r do
ponto C.

circunferéncia = {P € « | PC = 1}

100. Consideremos a circunferéncia \ de centro C(a, b) e raio r.

yA

P
blocooo-_

N
O a ;

Um ponto P(x, y) pertence a \ se, e somente se, a distancia PC € igual ao
raio r.

( Pelxs PC=r )
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Chama-se equacao da circunferéncia aquela que é satisfeita exclusivamen-
te pelos pontos P(x, y) pertencentes a curva. E imediato que um ponto genérico
P € \ verifica a condicao PC = r. Portanto, temos:

PEN©PC=reJx—a?+(y-—b2=r

e, dai, vem a equacao reduzida da circunferéncia

((X—<’:\)2+(y—|0)2=r2 ) (1)

Assim, por exemplo, a circunferéncia de centro C(5, 6) e raio r = 2 tem
equacdo (x — 5)2 + (y — 6)2 = 4 a circunferéncia de centro C(—1, —2) e raior = 3
tem equacdo (x + 1)2 + (y + 2)2 = 9; a circunferéncia de centro C(0, O) e raio r = 4
tem equacao x2 + y2 = 16.

Inversamente, toda equacdo da forma (1), com r2 > 0, representa em um
sistema cartesiano ortogonal uma circunferéncia de centro C(a, b) e raio r.

Assim, por exemplo, a equacdo (x — 2)2 + (y — 3)2 = 1 representa uma cir-
cunferéncia de centro C(2, 3) e raio r = 1; a equacédo (x + 2)2 + (y + 3)2 = 1 repre-
senta uma circunferéncia de centro C(—2, —3) e raio r = 1; a equacado x2 + y2 =
representa uma circunferéncia de centro C(0, O) e raio r = 1.

EXERCICIOS

248. Determine a equacao de cada uma das circunferéncias abaixo.
C) y

¥

249. Determine a equacgao da circunferéncia de centro C e raio r nos seguintes casos:

1°) C(3,5) er=7 4°) C(—3,5) er=1
2°) C(0,0) er=29 5°) C(0,2) er=2
o oo _ o cfl 2 _
3°) C(—-2,-1)er=5 6)C<3,3>er 4
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250. Qual é a equacao da circunferéncia de centro C(2, —1) que passa por P(3, 3)?

251. Qual é a equacao da circunferéncia de centro C(—2, 5) que é tangente ao eixo
dos y?

252. Qual é a equacao da circunferéncia de centro C(3, —4) e que passa pela
origem?

II. Equacao normal

101. Desenvolvendo a equacao reduzida (1), obtemos:
(x2 — 2ax + a?) + (y?> — 2by + b?) =12

isto é,

( x2+y2 —2ax — 2by + (@2 + b2 —r?) =0 ) 2)

chamada equacao normal da circunferéncia.
Assim, por exemplo, a equacdo x2 + y2 — 2x — 2y — 7 = O representa uma

circunferéncia de centro C(1, 1) e raio r = 3, pois equivale a (x — 1)2 + (y — 1)2 = 9.
ITII. Reconhecimento

102. vamos examinar agora um problema importantissimo: "dada uma equacéo do
2°¢ grau, em x e y, com coeficientes reais

( Ax2+By2+Cxy + Dx + Ey + F=0 J (3)

pergunta-se:

1) Quais sao as condicoes que A, B, C, D, E, F devem satisfazer para que ela
represente uma circunferéncia?

2) Quais sao as coordenadas do centro?
3) Qual é o raio?"
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Para resolver o problema, comparemos as equacoes:
X2 +y2—2ax—2by+ (@ +b2-r3)=0 (2
B C D E F
2+ —=y2+—xy+—x+—y+—=0 (3
A RY R Ry =06

Notemos que (2) é certamente a equacao de uma circunferéncia e (3') foi
obtida dividindo (3) por A (suposto nao nulo), portanto (3') equivale a (3).

Para que as equacoes (2) e (3') representem a mesma curva (circunferéncia),
devem ser satisfeitas pelos mesmos pares ordenados (x, y), isto €, devem ser equi-
valentes e, para isso, devem apresentar coeficientes respectivamente iguais:

termoy2—>%=1=>B=A¢O

termoxy—>%=0:>C=O

termo x —>B=—2a = a=—i
A 2A
E E
t —=-2b b=—
ermoy—>A = oA

_ F F
termo independente — e a2+ b2—1r2 > r2=a2+b?— e

D2  E> F _ D2+E2-4AF

=—+
4A%2  4A2 A 472

Notemos que r € nimero real positivo e entdo r2 > 0.
Portanto, D2 + E2 — 4AF > 0

€ condicao necessaria para a existéncia da circunferéncia.

Vamos responder as trés perguntas feitas pelo problema:

1)[ B=A#0,C=0, D2+ E?2 — 4AF >0 J

Quer dizer que uma equagado do 2° grau sé representa circunferéncia se x2 e
y2 tiverem coeficientes iguais, se ndo existir termo misto xy e se
2 — D2 + E2 — 4AF

IA? for real e positivo
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Ve

N\

2) <__ _L)
centro A" on
\ J
e N
3) raio = D2 + E2 — 4AF
2 - |A|

\.

103. Observagées

1%) Se uma das trés condicdes necessarias

(A=B#0, C=0, D2+ E2— 4AF>0)

nao for satisfeita, a equacao Ax2 + By2 + Cxy + Dx + Ey + F = 0 ndo representa
circunferéncia mas pode representar uma conica ou a reuniao de duas retas ou
um ponto ou o conjunto vazio. Sobre este assunto deve-se ler o item 173 deste
livro.

2%) Quando a equacdo de uma circunferéncia apresenta x2 e y2 com coeficien-
tes unitarios (A = B = 1), as coordenadas do centro e o raio podem ser calculados
assim:

(=T F

3?%) Outro processo pratico, quando A = B = 1, para obter o centro e o raio de
uma circunferéncia é passar a equacao para a forma reduzida (x — a)2 + (y — b)2 = r2,
em que a leitura de a, b, r € imediata.

104. Exemplos:

1°) Qual das equacgodes abaixo representa uma circunferéncia?
x2+3y2—5x—7y—1=0
X2 +y2+xy—4x—6y—9=0
3x2+3y2+4x—6y+15=0
X2 +y?2—2x—2y+2=0
2x2+2y2 —4x—6y—3=0

==
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Solucao
a) Nao, porque A=1 e B=3 (x2 e y? ndo tém coeficientes iguais).
b) Nao, porque C = 1 (existe termo misto xy).

c) Nao, porque D2 + E2 — 4AF =16 + 36 — 180 = —138<0
(o raio seria um numero complexo).

d) Nao, porque D2+ E2 — 4AF =4 + 4 — 8 = 0 (o raio seria nulo).
e) Sim, porque A=B=2, C=0, D2+ E2— 4AF=16+ 36+ 24 =76 > 0.
2°) Achar o centro e o raio da circunferéncia \ cuja equacao é
X2+y2-2x+y—-1=0
Solucao
Temos A=B=1, D=-2, E=1, F= —1, entdo:

D E_ 1 1 9 3
a=-—=1,b=-—=-=,P=a2+b2—F=1+—+1=—=—
2 2 2 4 4 2

Resposta: centro (1, —%) e raio = %

3¢) Obter o centro e o raio da circunferéncia A cuja equacgao é

4x2 + 4y2 — 4x — 12y + 6=0

Solucao

Dividimos a equacao por 4:

x2+y2—x—3y+§=0

e aplicamos as formulas simplificadas:

a:——:— = —— = —

2 2'b 2 2

1 9 3
224 p2—fF=242_3_
r-a 27472

3
= io = 1.
y 2) € ralo

N

Resposta: centro (
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253.

254.

255.

256.

257.

258.

259.

260.

EXERCICIOS

Determine o centro e o raio das seguintes circunferéncias:
18)x2+y2 —4x+4y—1=0
28)x2+y2+2x—15=0

3)x2+y2—-6y+8=0

43)2x2 + 2y2 + 8 + 8 — 34 =0
53)x2+y2+2x — 4y —44 =0

Quais as coordenadas do centro da circunferéncia x2 + y2 + 4x — 2y = 3?

Se Ax2 + Ay2 + Bx + Cy + D = 0 (A # 0) é a equacdo de uma circunferéncia,
determine o centro e o raio.

Forneca a equacdo da circunferéncia simétricade x2 + y2 —3x — 5y — 7 =0
em relacao ao eixo das ordenadas.

Qual é o ponto simétrico da origem com relagdo ao centro da circunferéncia
X2+ y2 + 2x + dy = 12?

Ache a equacao da reta que passa pelo centro da circunferéncia
(x + 3)2 + (y — 2)2 = 25 e € perpendicular a reta 3x — 2y + 7 = 0.

Qual é o ponto da circunferéncia (x — 4)2 + (y + 3)2 = 1 que tem ordenada
maxima?

Para que valores de m e k a equacdo mx2 + y2 + 4x — 6y + k = O representa
uma circunferéncia?

Solucao

A=B=m=1

D2+ E2 - 4AF>0 = 16 + 36 —4mk >0 = 16 + 36 > 4k =
= k<57f2=> k<13

Resposta:m =1 e k < 13.
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261.

262.

263.

264.

CIRCUNFERENCIAS

Para que valores de m e k a equacao abaixo representa uma circunferéncia?
1) mx2 +y2 +10x — 8y + k=0

28) mx2 + 2y2 + 24x + 24y — k=0

3 4x2+ my2 —4x + 3k =0

Determine a, b e c de modo que a equacdo 36x2 + ay? + bxy + 24x — 12y + ¢ =0
represente uma circunferéncia.

Determine «, B € y de modo que a equacgdo ax? + y2 + Bxy + 6x + 8y + y=0
represente uma circunferéncia de raio 6.

Solucao

1°) Vamos impor duas condi¢cées necessarias para que a equagao repre-
sente circunferéncia:

2°) Se r = 6, temos:

2 2 _ _ —
r2:D + B — 4AF _ 36 + 64 4y:36:>y:36+64 144 _
4A2 4 4

Resposta:a =1, B =0 e vy = —11.

-11

Qual deve ser a relacao entre m, n e p para que a circunferéncia de equacao
x2+y2 —mx —ny + p =0 passe pela origem?

Solucao

1°) Para que a circunferéncia passe pela origem, o ponto (O, 0) deve
anular o 1° membro da equacao, portanto:

02+0°2-m-0-n-0+p=0=p=0
2°) Para que a circunferéncia exista, devemos impor:
D2+ E2—4AF=m?+n2—4-1-0=m2+n?>0

Resposta: p=0 e m2 + n2 > 0.
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265.

266.

267.

268.

IV.

105.

Qual deve ser a relagcao entre m, n e p para que a circunferéncia de equacao
x2 4+ y2 — mx — ny + p = 0 tenha centro na origem?

Solucao

1°) Para que a circunferéncia tenha centro na origem devemos impor:

D m
a——2A—2 =0=m=0

E n
b="op=5=0=n=0

2°) Para que a circunferéncia exista, devemos impor:
D2+ E2—4AF=02+02—-4-1-p>0=p<O

Resposta:m=n=0 e p<O.
Dada a circunferéncia de equacdo x2 + y2 — mx — ny + p = O, obtenha a rela-
¢ao entre m, n e p para que a circunferéncia tangencie 0s eixos.

Dada a circunferéncia de equacdo x2 + y2 — ax — by + ¢ = 0, que condicdes a,
b e ¢ devem satisfazer para que ela seja tangente ao eixo dos x?

Um quadrado tem vértices consecutivos A(3, 3) e B(4, 2). Determine a equa-
¢ao da circunferéncia circunscrita ao quadrado.

Ponto e circunferéncia

Vamos resolver o problema: "dados um ponto P(xo, yo) e uma circunferéncia A

de equacdo (x — a)2 + (y — b)2 = r2, qual é a posicao de P em relacdo a \?".

o raio

=S

Calculemos a distancia de P(xo, yO) até o centro C(a, b) e comparemos com

r.
~ P N A
Sao possiveis trés casos: y P
1° caso: P € exterior a \. blooo-
Isto ocorre se, e somente se, PC >r \
(6] a ;

Fundamentos de Matematica Elementar | 7



isto é,

(Xo —a)? + (yo — b)?>1r?

ou ainda ((xo —a)2+ (yo — b)2 — r2 >OJ

2° caso: P pertence a A.
Isto ocorre se, e somente se, PC =r
isto é,

(o —a)? + (yo — b2 =1
ou ainda

(bo—aP+o-bp-r=0]

3° caso: P é interior a A.
Isto ocorre se, e somente se, PC <r
isto é,

(xo —a)* + (yo — b <r?

ou ainda

(o—aP+(o-b2-r2<0

CIRCUNFERENCIAS

y A
[
A
o X
v
A
o X

Podemos resumir esta teoria assim: dada a circunferéncia N de equacgao
X2 +y2 — 2ax — 2by + a2 + b2 — r2 = 0, seja f(x, y) o0 polindmio do primeiro membro,

isto é:
fix,y)=(x—a)2+ (y —b)3?—r

Quando é dado P(xo, yo), Cuja posicao em relacao a A queremos determinar,

substituimos (xo, yo) em f, isto &, calculamos:
f(Xo, Yo) = (X0 — @)2 + (Yo — b)? — 12
entdo, conforme vimos:

f(Xo, Yo) > O < P exterior a A
f(X0, Yo) =0 & P €\
f(xo, Yo) < O < P interior a A
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106. Exemplos:

1°) Qual é a posicdo de P(2, 3) e \: x2 + y2 — 4x = 0?
Temos f(x, y) = x2 + y2 — 4x
Entdo:

f(2,3)=22+32—-4.-2=5>0 = Pexteriora\

29) Qual é a posicdo de P(0, 0) e A: x2 +y2 —V3x + Y2y = 0?
Temos f(x, y) = x2 + y2 — V3x + Y2y
Entao:

f0,0)=02+02-vV3:-0+V2:-0=0 = PEX

39) Determinar a posi¢do de P(0, 1) e N\: 2x2 + 2y2 + 5x +y — 11 = 0.
Temos f(x,y) =2x2 +2y2 + 5x+y — 11 =0
Entao:

f(0,1)=2-02+2-12+5-0+1—11=-8<0 = Pinteriora\

107. Notemos que substituir P(xo, Yo) na fungdo f(x, y) é muito mais simples que
calcular PC e comparar com o raio r, pois obter C e r € uma operacao trabalhosa,
principalmente se a equacao da circunferéncia tiver coeficientes irracionais.

EXERCICIOS

269. Qual é a posicao do ponto P(3, 2) em relacao a circunferéncia

xX—1)2+(y—12=4?
Solucao

A equagao da circunferéncia fica:
fix,y) =x2+y?—-2x—-2y—2=0
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270.

271.

272.

CIRCUNFERENCIAS

Substituindo as coordenadas de P no 1° membro:
f(3,2)=324+22-2:3-2:-2-2=94+4-6—-4-2=1>0

Resposta: P é exterior.

Qual é a posicao do ponto A(l, \/5) em relacao a circunferéncia
X2 +y2—4x—4y+ 4 =07

Determine a posicao de P em relagao a circunferéncia A nos seguintes casos:
19P(—1, —4) e \)x2+y2—6x+4y+3=0

2°)P(1,1) e M) x> +y?>+2y—-80=0

39)P(0, 0) e (\) 16x2 + 16y2 + 16V2x — 8y — 71 =0

Determine p de modo que o ponto A(7, 9) seja exterior a circunferéncia de
equacdox2 +y2 —2x — 2y — p = 0.

Solucao

Fazendo f(x, y) = x2 + y2 — 2x — 2y — p, devemos ter: f(7, 9) > 0
f(7,9)=72+92-2-7-2-9-p=98-p>0

portanto: p < 98.

Para a existéncia da circunferéncia, devemos ter
D°+E°—4AF=4+4+4p>0 = p> —2.
Resposta: —2 < p < 98.

V. Inequagodes do 2? grau

108. A principal consequéncia da teoria que acabamos de expor é o método para
resolver inequacdes do 2° grau da forma:

>

fix,y) = O,

<

em que f(x, y) = O é equacdo de uma circunferéncia com coeficiente de x2 positivo.
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Dada a circunferéncia A de equacao f(x, y) = 0, o plano cartesiano fica dividido

em trés subconjuntos:

a) subconjunto dos pontos (x, y) ex-
teriores a \, que € a solugao para f(x, y) > 0.
b) subconjunto dos pontos (X, V)

pertencentes a \, que é a solucdo para
f(x, y) = O.

c) subconjunto dos pontos (x, y) inte-
riores a \, que é a solugao para f(x, y) < O.

109. Exemplos:

y A

f(x,y) >0

f(x,y) =0

1°) Resolver a inequacdo x2 + y2 — 4x — 4y + 5 < 0.

Temos:

fix,yy =x2 +y2 —4x — 4y + 5 e
f(x, y) = O € a equacgao da circunferéncia \ de
centro C(2, 2) e raio r = V3.

O conjunto dos pontos que tornam
f(x, y) < O é o conjunto dos pontos interiores
a \ (circulo aberto ou disco aberto).

2°) Resolver a inequagdo x? + y? < 1.
Temos:

fix,y)=x2+y>—1ef(x,yy=0¢€a
equacao da circunferéncia \ de centro C(0O, 0O)
eraior = 1.

O conjunto dos pontos que tornam
f(x, y) =< 0 é o conjunto dos pontos de \ reuni-
do com o dos pontos interiores a \ (circulo).

130

X

Y

<y
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3°9) Resolver a inequacdo x2 + y2 — 2x — 2y + 1 = 0.
Temos:

fx,y)=x2+y2—2x—2y+1 ef(x,y)=0 Y
representa uma circunferéncia N de centro
C(1,1)eraior = 1.

O conjunto solucao de f(x,y) = 0 é o 1 .
plano cartesiano menos o conjunto dos pon-
tos interiores a A.

EXERCICIOS

273. Resolva as seguintes inequacgoes:
19)x? +y2 < 16 3 X2 +y?—4x+2y+1<0
28)x2 +y2=9 43y x2+y2 4+ 2x — By + 9>0

274. Calcule a area do circulo que € a solugéo de x2 + y2 — 4x + 6y + 8 < 0.

X2+ y2<25

275. Resolva o sistema de inequacoes: { 5 5
xc+ty-=4

Solugao

yA
1°) O conjunto solucao da inequacao
fix,y)=x2+y2—25<0 5
]/

Xy

€ o circulo de centro na origem e raio 5.
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276.

e=

2°) O conjunto solucao da inequacao
gx, y)=x+y*—4=0

€ o plano cartesiano menos o con-

junto dos pontos interiores a circun-
feréncia de centro na origem e raio 2.

3¢) Como as condicdes sao simulta-
neas, basta fazer a intersecao dos
dois conjuntos ja obtidos.

Resposta: O conjunto solucao do sis-

tema é a coroa circular da figura ao
lado.

2 2
Resolva o sistema de inequagoes: { XFryT=9
x+y=<3
Solucao

1°) Conforme vimos, o conjunto solucao
da inequacao

y A

fix,y)=x2+y2—9=<0

€ o circulo de centro na origem e raio 3.

22) Conforme vimos no capitulo V, que o
conjunto solu¢ao da inequagao

Ex,y)=x+y—3=<0

€ 0 semiplano que contém a origem, de-
finido pela reta

xy

x+y—3=0
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278.

279.

280.

281.

VI.

CIRCUNFERENCIAS

3°) Como as inequacdes sao simul- 3

taneas, basta fazer a intersecao dos
dois conjuntos ja obtidos.

3 .
Resposta: O conjunto solucao do sis- 0 -
tema é o segmento circular da figura
ao lado.

Resolva os seguintes sistemas:

19){x2+y2>4 39){x2+y2—4x+6y+9$0
X2 +y2<9 x> +y?—-6x+6y+14=0

9){x2+y2>4 4‘?){x2+y2—4x—2y—20$0
X+1)2+y2<4 X2 +y2+6x+ 10y +18<0

Qual é a representacdo grafica do sistema x2 + y2 > 9 ou x2 + y2 < 25 no
plano cartesiano?

Ache a regiao do plano de pontos P, cujas coordenadas (x, y) satisfazem as
relagdes x +y <3 e x2 + y2 < 81. Faca o grafico da solugao.

Dados os conjuntos:

A={xy) | x2+y2=<4}

B={xy|x—y=<k

determine k para que A seja subconjunto de B.

Sao dados os conjuntos:

A={xy)|x2+y2— 4x + 10y < —25}

B={(x,y)|3x+4y<k

a) Determine os valores de k para os quais A € um subconjunto de B.
b) Determine os valores de k para os quais A e B sao disjuntos.

Reta e circunferéncia

110. Intersecdo

Dadas uma reta s: Ax + By + C = O e uma circunferéncia

N (x —a)2 + (y — b)2 = 12, achar a intersecdo de r com \ é determinar os pontos
P(x, y) que pertencem as duas curvas.
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E imediato que, se P Er e P € \, P satisfaz o sistema:
{ Ax+By+C=0
(x—a+(y—hZ=r
que pode ser resolvido facilmente por substituicao.

111. Exemplos:

1°) Obter a intersecdo de s:y = x com \: x2 + y2 = 2,
Substituindo, temos:
x=1=y
X2+ (x)2=2 = 2x2=2 = jo0u
x=-1=y

Os pontos comuns as e A sao P(1, 1) e Q(—1, —1).
Resposta: s N A ={(1, 1), (-1, —1)}.

2°) Obter a intersecdo de t:y = x — 2 com \: X2 + y2 = 2,
Substituindo, temos:

X2+ (x—2P2=2=222-4x+2=0=x=1=y=-1
S6 ha um ponto comum a t e \, que é P(1, —1).
Resposta: t N A = {(1, —1)}.

32) Obter a intersecdo de e: y = x — 3 com \: x2 + y2 = 2,
Substituindo, temos:
X2+ (x—32=2=22-6x+7=0 = IxER

Nao ha ponto comum a e e \.

Resposta: e N\ = . v S
A interpretacdo geométrica que pode- 5 an
P . 2
mos dar a esses exemplos € clara: 0 2/ 3 i
S e N sao secantes = X
t e \ sao tangentes =1-1
e e \ sao exteriores >
P4
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112. Posigoes relativas

A posicao relativa de uma reta s: Ax + By + C = 0 e uma circunferéncia
N (x —a)2 + (y — b)2 = r2 é determinada pesquisando o nimero de solugdes do
sistema:

{Ax+By+C=O
(x —a)? +(y —b)y> =r?

Conforme vimos, aplicando o método da substituicao, a equacao da circunfe-
réncia se reduz a uma equacao do 2° grau a uma incégnita.

E o discriminante (A) dessa equacdo que define o nimero de solucdes do
sistema e, portanto, a posicao da reta e da circunferéncia.

vA
[ A > 0 & secantes J

[ A = 0 & tangentes J /e

[ A < 0 < exteriores ) o

wv

'y

113. Exemplos:

1°) Areta y = 2x + 1 e a circunferéncia x2 + y2 — 2x = 0 s&o exteriores
pois, substituindo y, temos:

X2+ 2x+1)2-2x=0=5x2+2x+1=0
A=b2—-—4ac=4-20=-16<0
2°) Areta 3x + 4y = O e a circunferéncia x2 + y2 + x +y — 1 = 0 s3o se-

cantes pois, substituindo y, temos:

2
X2+<_%> +x+(—%>—1=0:>25x2+4x—16=0

A = 42 — 4(25)(—16) = 1616 > 0
114. A posicao relativa de uma reta u: Ax + By + C = O e uma circunferéncia

N\ (x — a)2 + (y — b)2 = r2 pode ser determinada com mais facilidade comparando a
distancia entre o centro e a reta com o raio. Sao possiveis trés casos:
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1¢ caso: [}

w < r < secantes
VA + B2

2° caso: A

AatBb+C|_ r < tangentes
VAZ¥ B2 |

3? caso: A

‘w‘ > r < exteriores e
VAZ+ B2

Assim, por exemplo, qual é a posicao da reta u: 3x + 4y — 10 = O e da cir-
cunferéncia \: x2 +y2 = 9?

0) + 4(0) — 10|
=2<3=
32+ 42 | '

3
du,CII (

entdo u e \ sdo secantes.

EXERCICIOS

282. Calcule a distancia do centro da circunferéncia x2 +y2 + 4x —4y — 17 =0 a
reta 12x + by = 0.

283. Qual é a posicao da reta r: 4x + 3y = O em relagao a circunferéncia

X2 +y2+5x—7y—1=07?
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284.

285.

286.

287.

288.

CIRCUNFERENCIAS

Solucao 1

Da 1% equacao x = —%; substituindo na segunda:

2
(3F s -2) 710
4 4
9y2 + 16y2 — 60y — 112y — 16 =0
25y2 — 172y — 16 =0 = A=b2—4ac >0 = r € secante
Solugao 2

A circunferéncia tem centro C(—% %) € raio

R=VaZ+b2-F= |2+, 1384,
4 4 2
A distancia do centro a reta r é:
5 7
4 —=|+ 3(—
( 2) (2) |21 -20
B

V16 + 9 10

d=
Como d < R, r é secante.

Qual é a posicao da reta r: bx + 12y + 8 = 0 em relacdo a circunferéncia
Nx2 +y2 —2x =07

Dadas a reta r: 3x +y = O e a circunferéncia \: x2 +y2 + 4x — 4y — 8 =0,
obtenha:

a) a posicao relativa de r e \. b) a intersecao de r com \.

Determine o ponto P onde a circunferéncia x2 + y2 + 6x — 6y + 9 = 0 encon-
tra o eixo dos x.

Determine os pontos P e Q onde a circunferéncia x2 + y2 + 2x + 4y — 8 =0
encontra a reta cuja equacao é 3x + 2y + 7 = 0.

Dadas a circunferéncia (x — 3)2 + y2 = 25 e areta x = k, para que valores de
k a reta intercepta a circunferéncia em pontos distintos?
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289.

290.

291.

292,

293.

294.

Determine ¢ de modo que a reta r: 4x — 3y + ¢ = O seja exterior a circunfe-
réncia \:x2 +y2 —2x — 2y + 1 = 0.

Solugao 1

sl e substituindo na 2%:

Da 1% equacao tiramos y =

2
X2+<4X+C> _2X_2<4x+c)+120
3 3

donde vem: 25x2 + (8¢ — 42)x + (c2 — 6¢ + 9) = O cujo discriminante é
= (8c — 42)2 — 100(c2 — 6¢ + 9) = —36¢2 — 72c + 864

Para que r seja exterior a A devemos impor A < O; portanto:

—36c2 —72c+864<0 = c2+2c—24>0=>c<-6o0uc>4

Solucao 2

A circunferéncia \ tem equacdo reduzida (x — 1)2 + (y — 1)2 — 1 = 0,
portanto seu centro é C(1, 1) e seuraio € R = 1.

Para que a reta r seja exterior a A, devemos impor d¢, > R, portanto:

41 -3 el _|et1]_ 4
Vi6+9 | | 5 |

istoé, (c+1)2>25 =¢c2+2c—24>0 =c<-6ouc>4

der =

Resposta: ¢ < —6 ou ¢ > 4.
Dadasareta r:x +y +c¢ =0 eacircunferéncia \:x2+y2 —6x + 4y — 12 =0,
obtenha ¢ de modo que r seja exterior a \.

Determine as equacoes das paralelas a reta 12x — by + 7 = O exteriores a
circunferéncia x2 + y2 = 9.

Quais sao as equacoes das retas paralelas ao eixo dos x e tangentes a circun-
feréncia (x + 2)2 + (y + 1)2 = 16?

Determine a equacao da reta que passa pelo centro da circunferéncia de equacao
X2 +y2 —4x + 2y + 1 =0 e é perpendicular a reta da equacéo x + 2y — 14 = 0.

Obtenha a equacao da circunferéncia de centro C(1, 2) e que tangencia a reta
de equacao b5x + 12y + 10 = 0.
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296.

297.

CIRCUNFERENCIAS

Qual é o comprimento da corda que a reta s: 7x — 24y — 4 = O determina na
circunferéncia \: x2 +y2 — 2x + 6y — 15 = 0?

Solucao 1

Vamos resolver o sistema formado pelas equacoes de s (1) e A (2):

_ 2 _
(1) em (2) = x2 +<7X 4) —2x+6(7x24 4)—15=o —

24
5 . 92
= 2bx 8 —368=0 = x=4 ou x = —E
_ x=4 =y=1
em (1) y = 2=2 portanto 92 31
24 X=—— = y=—"—
25 25

Assim, os pontos de intersecao de r com A sao A4, 1) e B(—g —£>,

logo: 25 25
92 31\% 200
C=dp=[|4+—=) t|1+—=) =——=8
AB / ( 25) ( 25) 25
Solucao 2

A circunferéncia \ tem equacao reduzida:
x—12+(y+32-25=0

entao seu centro € C(1, —3) e seu raio é
r=>5.

()_24 | =3
\/49+576 |

decs =

Pelo teorema de Pitagoras:

2
%+d2—r2:>5—\/r2—d2—\/25 9=4= (=8

Resposta: ¢ = 8.

Determine o comprimento da corda determinada pela reta x — y = O sobre
a circunferéncia (x + 3)% + (y — 3)% = 36.

Determine o comprimento da corda determinada pelareta x +y — 1 = 0 sobre
a circunferéncia de centro C(—2, 3) e raio 2V2.
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298. Determine as areas dos triangulos isésceles inscritos na circunferéncia
N (x —1)2 + (y + 2)2 =100 e que tém base sobre a reta r: 3x — 4y + 19 = 0.

299. Determine os vértices do triangulo retangulo inscrito na circunferéncia de
equacdo x2 + y2 — 6x + 2y + 5 = 0, o qual tem hipotenusa paralela & reta
2x +y — 6 = 0 e um cateto paralelo a retax — 6 = 0.

300. Dadas a circunferéncia x2 +y2 — 3y — 1 =0 e a reta 3x + 2y — 508 = 0,
determine a area de um triangulo inscrito na circunferéncia e com lados para-
lelos aos eixos cartesianos e a reta dada.

VII. Duas circunferéncias

115. Intersecdo

Dadas duas circunferéncias
Ni(x —a)? +(y — b2 =17
e

Aot (X — @p)? + (y — bo)2 = 13

achar a intersegao de Ay com \, é determinar os pontos P(x, y) que pertencem as
duas curvas.

Se P(x, y) pertence a \1 € Ao, entao P satisfaz o sistema:

{(x — a2+ (y —by)? =13
(x — a2+ (y = by)2 =13
que pode ser resolvido assim:

1) subtrai-se membro a membro as equagoes;

2) isola-se uma das incognitas da equacao do 1° grau obtida e substitui-se
em uma das equacodes do sistema.

116. Exemplo:

Obter a intersecao da circunferéncia de centro C4(0, 2) e raio ry = 2 com a
circunferéncia de centro C5(1, 0) e raio r, = 1.
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Temos:
{(x—0)2+(y—2)2=4 {x2+y2—4y=0
=
x—12+y—-02=1 x2+y2—-—2x=0

Subtraindo, vem: —4y + 2x = 0 = x = 2y.
Substituindo na 12 circunferéncia, vem:
2y —02+(y—22=4 = 5y2—4y=0
y=0=x=2y=0

donde | OU

8
y 5:> y 5

Assim, as circunferéncias tém dois pontos em comum: P(0, O) e Q(% %)

Resposta: Ay N Ny = {(O, 0), (% %)}

117. Posigoes relativas

A posicao relativa de duas circunferéncias
Mi(x—a2+(y—b)2=r2 e Nyi(x—am?+(y—by?=r3

€ determinada comparando a distancia C,C, entre os centros com a soma
r, + r, ou com a diferenca |ry — rp| dos raios.

Calculada a distancia entre os centros:
d =C,C, = V(a1 — @22 + (by — by)?

sao possiveis seis casos distintos, conforme figuras a seguir.

1° caso:
vA
d= C1P1 + P1P2 + P2C2 >+ 1 G Py P G
—— — —
r >0 ry
o X

circunferéncias exteriores
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22 caso: yA
pois P
d = C,P + PC, G G
- =
1 )
o X

circunferéncias tangentes exteriormente

3° caso:

d = CsP — PC,
— T P
£} 2

circunferéncias tangentes interiormente o Y
4° caso:
vA
( i —r<d<r +n ) pois
d= C]_Pl + CQPz - P1P2 < r1 + r2 ‘-
— — — ' P3
d = C1P1 + P1P3 - P3C2 > rl - I’2
- - == 5 >
ry >0 Iy X
circunferéncias secantes
A
5?2 caso: y
( 0=sd<lirg —rl ) pois
d = C1P1 - C2P2 - P1P2 < I’l - r2 P1
— —— —
ry Iy >0
circunferéncia de menor raio é interior a outra. o X
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6° caso: vA

circunferéncias concéntricas (caso particular
do 5°)

(@]
<y

118. Exemplo:

Qual é a posicao das circunferéncias
Nix2+y2 =49 e \p:x2+y2 —6x — 8y — 11 =07?
Temos:
N\q: centro C4(0,0) eraio ry =7
No: centro Cx(3, 4) eraio r, = 6
de,c, = V@B - 02+ (4-02=5
Comparando com a soma dos raios: C1C, = 5 e ry + r, = 13, portanto

C1C, <'ry + 1y, concluimos que Ay € A, ndo podem ser exteriores, nem tangentes
exteriormente.

Comparando com a diferenca dos raios: C4,C, = 5 e ry — r, = 1, portanto
C4C5 >y — 1y, concluimos que \; € N\, nao podem ser concéntricas, uma interior a
outra ou tangentes interiormente.

Por exclusao, \; € A\, sao secantes.

Notemos que este € 0 caso que exige mais cuidado, pois sao necessarias duas
comparacgdes (C4C, <ry + rp € C4Cy > r; — 1y); NOS demais casos, ao comparar
C,C, comry + ry OU COM 1y — 1y, j@ podemos tirar a conclusao.

EXERCICIOS

301. Qual é a posicao relativa das circunferéncias
X>+y?2=49 e x2+y?>—6x—8y+21=07?
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Solucao

Temos: x2 +y2 =49 = C4(0,0) er, =7
X°+y2—6x—8y+21=0=Cy3,4) er,=2
de,c, = V(B —02+(4-02=5=r—1p

Resposta: Tangentes interiormente.

302. Qual é a posigao relativa de \ e N' nos seguintes casos:

1)\ x2 +y2 = 16 e Nix2+y2+6x—4y+4=0
29)\: 4x% + 4y? —4y -3 =0 e Nix2+y2—-y=0

39)N:x2+y2 =18 e N:x2+y2+20x — 10y + 124 =0
AON:X2+y2 —4x—6By+12=0 e N:xX2+y2+4x—12y+24=0
5N x2 + y2 =81 e N:x2+y2—6x+8 +9=0

303. Obtenha a intersecao das circunferéncias
Nx2+y2=100 e N:x2+y2 —12x — 12y + 68 = 0.

Solucao

Subtraindo membro a membro, temos:

(X2 +y2—100) — (x2 +y2 —12x — 12y + 68) = 0

12x + 12y — 168 =0 = x+y—14=0 = y =14 — x
Subtraindo y em A\:

X2+ (14 — x)2 =100 = 2x2 —28x + 96 =0 =

X=6 >y=14-6=8
= x2—14x+48=07o0u
x=8>=>y=14-8=6

Resposta: A N \' = {(6, 8), (8, 6)}.

304. Dadas as circunferéncias
X2 +y2-2x—-3=0ex2+y2+2x—-4y+1=0,
ache seus pontos de intersecao.
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305. As circunferéncias de equacao
x2+y2—-10x+2y +16 =0
X>+y?—-8x+4y+16=0

interceptam-se nos pontos A e B. Determine a distancia do centro da circunfe-
réncia de raio maior a reta AB.

306. Obtenha as circunferéncias de centro C(2, —1) e tangentes a circunferéncia
x2+y2+4x—6y=0

307. Dadas as circunferéncias C;:x2 +y2+6x —1=0eCy:x2 +y2—2x— 1 =0,
seja Q o ponto de intersecao de C, com C, que tem ordenada positiva. Seja O,
o centro de C,. Determine as coordenadas de P, ponto de intersecao da reta
QO, com a circunferéncia C;.
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Problemas sobre
circunferéncias

Ha duas colecoes de problemas classicos sobre circunferéncias que mere-
cem um destaque especial: problemas de tangéncia (entre reta e circunferéncia) e
problemas de determinacao de circunferéncias.

I. Problemas de tangéncia

119. 1° problema

"Conduzir as tangentes a uma circunferéncia dada, paralelas a uma reta
dada."

Ni(x —a)? +(y - b)?=r? yA b

Dados{
s:AXx+By+C=0

paralelas a s

Obter: t; ety {
tangentes a A t,

Solucao

1) Consideremos a equacao do feixe
de retas paralelas a s (veja item 45): 0

xY

Ax +By+ k=0
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2) As retas t4 e t, desse feixe correspondem dois valores particulares de k
na equacao do feixe. Para determinar esses dois valores (k, e k,), devemos impor a
condicao de tangéncia:

de,t, = dc,t, = 1

Logo,
|A-a+B-b+k|:r
| vAaZ+B2 |
(Aa + Bb + k)2 =r2 - (A2 + B2)

Donde vem:
k2 + 2(Aa + Bb)k + (A2a2 + B2b2 + 2AaBb — A%r2 — B2r2) = 0

equacao do 2° grau cujas raizes sao kq e ko.

Resposta: Ax + By + k, =0 e
Ax + By + k, =0

120. Exemplo:

Determinar as equacoes das retas t que sao paralelasas: 12x + 5y + 1 =0
e tangentes a \: x2 + y2 — 2x — 4y — 20 = 0.

Solucao

1°) centro e raio de A\
NEX—12+(y—22-25=0=C1,2)er=5

2°) equacao de t

t//s = t12x+5y+c=0

1 12(1) + 5(2) + ¢ |
de i =71 =5
ct= "= |\ T 142+ 25 | ¢

c+ 22| =65 = ¢+ 22 =165 = t
= ¢c=43 ou ¢c = —87

Resposta: 12x + by + 43 =0 ou 12x + 5y — 87 = 0.
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308.

309.

310

311.

312.

EXERCICIOS

Determine as equacoes das retas (t) tangentes a circunferéncia (\) e paralelas
a reta (r) nos seguintes casos:
19 mx2+y2=9 e nXt+Y-9q
3 3
29 Mix2+y2—4x—4y=0 e rny=2x

y
3 Nx2+y2—4x—21=0 e rn3x+4y—10=0

Escreva as equacdes das retas tangentes a circunferéncia x2 +y2 — 4x— 6y —3=0,
paralelas a reta 'y = x.

Determine as equagdes das retas tangentes a circunferéncia x2 +y2 — 2x+2y=0
e perpendiculares a reta x = —vy.

Obtenha as equacdes das retas t tangentes a circunferéncia A e que formam
angulos 6 com a reta r nos seguintes casos:

19) X2 +y2+2x—2y—34=0,0=90° e rnx+3y=0
29) Aix2+y2+4+ 2y —24=0,0 =90° e nrx—2y=0
39 N:x2+y2=149,0=45° e rnrd4x+y—-3=0

Obtenha a equacao de uma reta paralela a r: y = 2x que determine na circun-
feréncia \: x2 + y2 = 100 uma corda de comprimento € = 16.

121. 2° problema

"Conduzir por um ponto dado as retas tangentes a uma circunferéncia dada."
NEx—aZ+(y—b2=r2

Dados {
P(Xo, Yo)

passando por P

Obter: t; ety {
tangentes a A

Solucao

Utilizando a teoria do item 105, verificamos inicialmente qual é a posicao de

P em relacdo a \. Existem trés casos possiveis:
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12 caso: (X — a)2 + (Yo — b)2 <r2 = P, é interior a circunferéncia e o proble-
ma nao tem solugao.

2° caso: (Xo — a)2 + (Yo — b)2 =12 = P, pertence a circunferéncia e o proble-
ma tem uma unica solugao: t; = t,.

1 2 3

ya Po(Xos Yo) t yh t ' Po(Xos Yo)

t
Po(Xo, Yo)

X
1) Se xo = a, a equacao da tangente é
2) Seyy = b, a equacao da tangente é
3) Se xg # a € yo # b, consideremos o feixe de retas de centro Pg:

Y — Yo = M(X = Xo)

e determinemos m impondo a condicao de tangéncia:

tJ_PoC:>m=—1 - _X%7a_3a7X%
Mp,c Yo—b yo—b
~ p a— Xg
a equacao da tangente é Y — Yo =y—b(x — Xo)
5 —

32 caso: (xo — a)? + (Yo — b)2 > 12 = P, é exterior & circunferéncia e o pro-
blema tem duas solucodes.

. . 7 WY
1) Consideremos o feixe de retas concorren- Tl
tes em P,. Sua equacao €é: =~ .
Yy = Yo=m- (X —Xo) 7P
isto €, -
tzi,”
mx —y + (Yyg — mxg) =0 o >~
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2) As retas t, e t, constituem retas particulares desse feixe que obedecem a con-
dicao de tangéncia:
de,y, = dc,t, = 1
Logo:
[m-a—b+(yo—m-x)|_
| Vm? + 1 |

e dai resulta uma equacao do 2° grau cujas raizes sao m; € mo.

Resposta: Y — Yo = mMqy(X — Xo) €
Y = Yo = Ma(X — Xo)

122. Exemplos:

1°) Determinar as equacoes das retas t que passam por P(2, 3) e sao tangen-
tesahN:ix2+y2—2x— 2y — 3 =0.

Solucao

1°) centro e raio de A\
N(x—12+(y-12-5=0=C1,1) er=15

2°) ndmero de solugdes
dep=V(2 -12+3-12="V5=r = PE X = 1 solucdo

3%) t, por P, perpendicular a CcP

Ay 3-1 1 1
Mep=—"=7"=2=m=— ==

AX 2-1 Mcp 2
Pet 1

1t =>ty—-3=-"—">XX—-2)=x+2y—8=0
mt__ 2

Resposta: x + 2y — 8 = 0.

2°) Determinar as equacoes das retas t que passam por P(—2, 2) e sao tan-
gentes a \: x2 + y2 = 1.

Solucao
1°) centro e raio de \:
C0,0)er=1
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2°) numero de solucoes:
dep = V(=22 + (2)2 = V8 >r = P externo A = 2 solucdes
3°) t passa por P, entdo sua equacao é:
y—2=m(x + 2)
ouseja mMx—y+2m+1)=0
4°) dc ¢ = 1, entao:

[m@©) =0 +2(m + 1)| _
| Vm2 + 1 |

e dar:

Am+12=NVm?+ 1 > 4m2 +8m+4=m2 +1 =
=3m2+8m+3=0=>m=-4-7 oum=—-4++7

Resposta:y — 2 = (=4 —V7)x +2) ou y — 2 = (=4 +V7)(x + 2).

EXERCICIOS

313. Obtenha as equacoes das retas (t) tangentes a circunferéncia (\) conduzidas
pelo ponto P nos seguintes casos:

1) A x2 4+ y2 =100 e P(—6,8)

29) Nix2+y2 —4x+2y—164=0 e P(—3,11)
3 Nx2+y2—6x+2y—6=0 e P(—5,5)
49) :x2+y2—6x—7=0 e P(—1,2)

314. Dada a circunferéncia x2 + y2 = r2 e um ponto (xq, yo) pertencente a ela, qual é
a equacao da reta que passa por (X, Yo) € € tangente a circunferéncia dada?

315. E dada a circunferéncia x2 + y2 + 2ay =0,a >0, e aretax + a = 0. Seja P um
ponto do eixo Ox de abscissa \. Por esse ponto conduzem-se as tangentes a
circunferéncia.

a) Exprima as coordenadas dos pontos de tangéncia em funcao de \ e de a.

b) Prove que os pontos de tangéncia e o ponto Q, de ordenada \, da reta
X + a = 0, estao alinhados.
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316.

317.

318.

319.

320.

321.

322.

323.

324.

325.

326.

327.

Determine as tangentes a circunferéncia x2 + y2 + 4x — 8y — 5 = 0 nos seus
pontos de abscissa 1.

Determine as retas do feixe: AN(2x +y + B5) + w(x +y + 1) = O tangentes a
circunferéncia de equacdo x2 + y2 — 2x — 6y + 5 = O.

Determine as retas do feixe A(3x — y) + w(x + y — 4) = 0 tangentes a circun-
feréncia x2 + y2 + 2y = 0.

Determine o coeficiente angular das retas que passam pelo ponto P(3, 0) e
s30 externas a circunferéncia x2 + y2 + 2y — 2 = 0.

Determine as equacoes das retas que passam pela origem e sao externas as
circunferéncias

x2+y2—-6x+2y+9=0 e

X2 +y2+4x—8 +19=0

A circunferéncia x2 + y2 + 5x + 8y + a = 0 determina no eixo Ox uma corda
de comprimento 9. Calcule a.

Obtenha a equacao de uma reta que passe pela origem e determine na circun-
1285

feréncia \: (x — 5)2 + (y — 5)2 = 25 uma corda de comprimento ¢ = 17

Obtenha a equacao de uma reta que contenha P(2, 1) e determine na circunfe-
réncia \: (x — 4)2 + (y + 3)2 = 9 uma corda de comprimento ¢ = 2V5.

A reta 3x + y = 0 contém o didametro de uma circunferéncia. Uma reta, que for-
ma angulo de 45° com a primeira e tem declive positivo, corta a circunferéncia
no ponto (O, 2) e determina sobre ela uma corda de comprimento VBunidades.
Estabeleca as equacdes da segunda reta e da circunferéncia.

Obtenha a equacao da reta que contém P(3, —2) e determina na circunferéncia
de equacado x2 + y2 = 36 uma corda cujo ponto médio € P.

Determine a drea da superficie delimitada pelos eixos e pela tangente a circun-
feréncia x2 + y2 = 20 no seu ponto (2, —4).

Obtenha as equacdes das tangentes comuns as circunferéncias x2 + y2 = 64 e
(x - §>2 +y2=9
3 e
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II. Determinacao de circunferéncias

123. Em Geometria Analitica, "obter" ou "construir" ou "determinar" uma circunfe-
réncia significa obter a sua equacgao:

(x—a)+(y—-b2=r

pois, tendo-se a equacao entao determinados o centro C(a, b) e o raio r e, assim, a
circunferéncia esta localizada perfeitamente no plano cartesiano.

A maioria dos problemas de determinagao de circunferéncia apresenta como
incognitas a, b e r, e portanto necessita de trés equacoes independentes para ser
resolvida.

124. N3zo devemos, na resolucdo desses problemas, esquecer 0s seguintes topi-

cos da teoria ja dada:

v
12) Um ponto P(x,, Yo) pertence a uma P(Xo, Vo)

circunferéncia \ de centro C(a, b) e raio r se,
e somente se, a distancia entre C e P € igual
ao raio.

ol

(Pe)\@(a—xo)2+(b—yo)2=r2) )

29y Uma reta (s) Ax + By + C =0 é yA s
tangente a uma circunferéncia N de centro
C(a, b) e raio r se, e somente se, a distancia
entre s e C € igual ao raio.

stghﬁ‘w‘:r
A2 + B2

Y

o

3°) Uma circunferéncia \q de centro Cq(ag, bg) € raio ry € tangente a outra
circunferéncia \ de centro C(a, b) e raio r se, e somente se, a distancia entre Cy e
C é igual a soma ou a diferenca dos raios.

[ hoter o a—a+ (b —boR = (rirof |
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yA yA

C(a, b)
lo

C(ag, bo)

do, bo)

Vejamos agora alguns problemas classicos.

125. 1? problema

"Determinar uma circunferéncia \ que passa pelos pontos P4(x, y1), Pa(X, ¥»)
e Ps(xs, ¥3)."

Solucao
PeENo (@a—x2+(b—y)2=r
PoENS (@a—x)2+ (b—yy)2=12
PsEN© (@a—x3)2+ (b—yg)2=1r2

Este sistema é equivalente ao seguinte:
x1(—2a) + y1(—2b) + 1(a2 + b2 — 12) = —(x§ +y3)
Xo(—2b) + yo(—2b) + 1(a2 + b? — 1) = —(x3 + y3)
X3(—2¢) + ya(—2b) + 1(a2 + b2 — r2) = —(x3 + y3)
cujas incognitas sdo —2a, —2b, a2 + b2 — r2,

Resolvido o sistema, tiramos a, b e r.

Um exemplo deste problema é o exercicio 13 do capitulo 1.

126. 22 problema

"Determinar uma circunferéncia A que passa pelos pontos P4(X4, Y1) € Po(Xo, ¥o)
e tem raio r (dado)."
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Solucao
Ple)\ L (Xi_a)2+(y1_b)2:r2} (S)
PoEN & (Xg —a)? + (yp — b2 =12

O sistema (S), resolvido, da os valores de a e b (incégnitos).

127. Exemplo:

Determinar a equacao da circunferéncia que contém A(—3, 0) e B(0, 3) e tem
raio 3.

AEN o @+3°2+(b-02=9 (1)
BEN® @—02+(b-32=9 (2

Desenvolvendo e subtraindo membro a membro, obtemos:
6a+6b=0 = a=-b (3)

Substituindo (3) em (1), vem:
@+32+(-a—02=9 =2a2+6a=0

a=0=b=0= C(0,0
donde y ou
a=-3=b=3 = C(—3,3)

Resposta: x2 +y2 =9 ou (X + 3)2+ (y — 3)2 = 9.

128. 3¢ problema

"Determinar uma circunferéncia N de centro C(a, b) dado, que é tangente a
reta s: Ax + By + C = O dada."

Solucao 1

[Ax + By + C = 0 — equacao da reta tangente
2 2 2 equacao de uma circunferéncia
x—a+-b ro {de centro C e raio r

Por substituicdo obtemos uma equacao do 2° grau em x ou em y. A condi¢ao
de tangéncia é que A = 0 nessa equacgao. Impondo essa condi¢ao, calculamos r
(Unica incognita).
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Solucao 2
Notamos que r é a distancia de C a reta dada, isto é:

Aa +Bb +C
B

129. Exemplo:

Obter uma circunferéncia de centro no ponto C(1, 2) e tangente a reta
s:x—y+3=0.

1-2+3 2
r:dc'sz‘ = o2

Resposta: (x — 1)2 + (y — 2)2 = 2.

130. 4° problema

"Determinar uma circunferéncia N que passa pelos pontos Pi(Xq, Y1) €
P5(x5, ¥») dados e é tangente a reta s: Ax + By + C = O dada.”

Solucao
P1€A<:(a—xl)2+(b—y1)2=r2
PQE)\@(a_Xz)2+(b_Y2)2:r2

e

Resolvido o sistema (S), obtemos as incégnitas a, b e r.

131. Exemplo:

Obter uma circunferéncia que passa por A(O, 1) e B(1, 0) e é tangente a reta
s:x+y+1=0.

AEN o (@—02+(b—12=r (1)

BErNe (@a—12+(b—02=r2 (2)
2

stg)\@(a +vb§+ 1) e (3)
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Desenvolvendo e subtraindo (1) e (2) membro a membro, temos:
2a—2b=0=a=Db (4)
dem(l) > a2+ @—1)2=1r2

ata+1Q?
4)yem(3) = <—\/§ )

Donde vem:
a2+(a_1)2:<2aél)2:>2a2_2a+1:4a2+24a+1 ﬂa—éﬁl
= b=%g r2=6i4+g—£9l=:23—2

Resposta: (x —é)Q +<y —é)Q =%_

132. 5% problema

"Determinar uma circunferéncia N\ que passa por P(x4, y1) dado e é tangente
as retas s: Aqx + Byy + C; = O e t: A,x + Boy + C, = 0 dadas.”

Solucao

PLEN & (@a—x)2+ (b —y)2=12]

A1a+Blb+C1>2 5
stg\ © |————] =17r
& ( VA + B
A2a+82b+02)2:r2
VA3 + B3

ttg A @(

Resolvido o sistema (S), obtemos as incégnitas a, b e r.

133. Exemplo:

Obter uma circunferéncia que passa por P(O, O) e é tangente as retas
s:3x+4y+2=0e t:4x—3y+1=0.
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PEN (@—02+(b—-02=r2 (1)

stgh o W‘: 2)
5
ttg)\@‘w‘ r(3)
Comparando (2) & (3), vem: 3a+£51b+2‘: 4a—2b+1‘

Temos, entao, duas possibilidades:
1)3a+4b+2=4a—-3b+1 =>a=7b+1 (4)

ou
2*)3a+4b+2=—-(4a—-3b+1) = b=-7a—3 (5
Substituindo (4) em (2), decorre:

3(7b+1)+4b + 2
5

—r=>r=|5b+1] (4

Substituindo (4) e (4') em (1), decorre:
(Th +1)2 +b2=(05Bb+1)2 = 252 +4b =0 =

(4) (2) ~
b=0=a=1=r=1 (1% solucao)

(22 solucao)

Por outro lado, substituindo (5) em (2), decorre:

3a+4(—-7a—3)+2
5

=r=r=I1-5a—-2| (58"

Substituindo (5) e (5') em (1), decorre:
a2+ (7a+3)2=((Ba+2)?2 = 25a2+22a+5=0
donde a € R, pois A < 0, isto €, nao ha solucao.
4

3 2 ( >2
Tx =12 +y?= +—= +—= ===
Resposta: (x — 1) y 1 ou (x 25) y >5
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134. 6° problema

"Determinar uma circunferéncia \ tangente as retas dadas
S:Ax+Biy+Ci=0,t: Apx + By + C, =0e u: Agx + Bgy + C3 = 0."

Solucao
+ +Cq\?
GIUEEL LT
A7 + B7
2
(S) ttg)\@(Aza-l—sz-l—Cz):rz
VA3 + B3
2
utg)\@<A3a+B3b+C3> _
VA3 + B3

135. 71° problema

"Determinar uma circunferéncia A que tem centro em C(a, b) dado e é tangen-
te & circunferéncia \o: (x — ag)? + (y — bo)? = r3 dada."

Solucao

Vamos impor a condicao de tangéncia:
AMtgNg © dog, =g & (a — ag)2 + (b — bp)? = (r£1p)?

Dessa equacao tiramos r, que € a Unica incégnita.

136. Exemplo:

Obter uma circunferéncia A\ de centro C(4, 5) tangente a
Not (X — 1)2 + (y — 1)2 = 4.
ANtgNg & dog, =rxrp & (4 -1+ (65— 12 =(r£2)?
entdo (r£22 =25 =r+2=5=r=7 our=3.

Resposta: (x — 4)2 4+ (y — 5)2 =49 ou (x — 4)2 + (y — 5)2 = 9.
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137. 8° problema

"Determinar uma circunferéncia A de raio r dado que tangencia a circunferén-
cia Ao: (X — ag)? + (y — bo)? = r3 dada no ponto P(x,, Yo) dado."

Solucao

Para obter os centros (C ou C') das

solucoes do problema é conveniente usar a
teoria da razéo de segmentos:

@ _fh—r

CP r

138. Exemplo:

Obter uma circunferéncia de raio 3 que tangencia \g: X2 + y2 = 25 no ponto
P(4, 3).

Ao tem centro Cy(0, O) e raio r = 5.

Temos%=ﬂ=g; entao:
CP 3 3
a—=0 2 8
4_a—3:>8 2a—3a:>a—5
b—-—0 2 A _6
3_b—3:>3b—6 2b:>b—5
Temos também % = 5_+33 = —g; entao
a_o=—§=>3a‘=—32+8a‘=>a'=£
4 —a' 3 5
b'—0 8 24
= — '=—-24 + 8b' ==
3-b 3:3b 8b' = Db 5
8\2 6\2 32)2 ( 24)2
Hx—=] +ly—=] = -—] +ly—=] =9
Resposta (x 5) (y 5) 9 ou (x 5 y 5 9
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139. 9? problema

"Determinar uma circunferéncia A que passa por P4(x4, Y1) € Po(Xo, ¥o) € €
tangente a Ao: (X — @g)2 + (y — bg)2 = r3."
Solucao
PLEN & (@—x)2+ (b—y)2=r2
(S) 1 PrEN© (a— %)+ (b—y)?=r2
Notg N & (@ — ag)? + (b — bg)2 = (r £1g)?

Resolvido o sistema (S), obtemos as incégnitas a, b e r.

140. Exemplo:

Obter uma circunferéncia A que passa por P4(4, —1) e P5(0, 3) e € tangente
alg: X2 +y2=1.
PLEN & (@— 42+ (b+ 1)
PEN & (@— 02+ (b—3)2=1r? (2)
NiEN e @—02+ (0b—-02=(rt1)2 (3)

I
=
R
—
'A
=

Comparando (1) e (2), resulta:
@—42+b+12=a+b-32=a=b+1 (4
Comparando (2) e (3), resulta:
a2+ (b—-32=a%>+Db?+2r—1 = r=+3b—-5) (5
Substituindo (4) e (5) em (1), resulta:
b—=32+(+1)?=@Bb—-5)2 = 7b?—-26b +15=0

b=3=a=4=r=14

Entgo: { %Y
b5 L, 12 _20
7 7 7
Resposta: (x — 4)2 + (y — 3)2 = 16 ou (x—£)2+( _2)2: 400
PosH g 7 Y77 49
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141. 10° problema

"Determinar uma circunferéncia A que passa por Pi(Xq, Y1) € é tangente as
circunferéncias Ao (x — @g)? + (y — bo)2 =13 e Aq: (x — aq)2 + (y — by)2 = ri."

Solucao

Pl EN & (a - X1)2 + (b - y1)2 = r2
(S) { Aptg N & (a—ag)2 + (b — bg)2 = (r£ry)?
)\1 tg )\ L1 (a - 61)2 + (b - b1)2 = (I’i r1)2

Resolvido o sistema (S), obtemos as incégnitas a, b e r.

142. Exemplo:

Obter uma circunferéncia A que passa por P(0, 2) e é tangente a
Aot (X =32 +(y—42=9eN:(x—3)2+(y+4)2=09.

Solucao
PEN ©(@—-02+(b—-22=r (1)
NiEN o @—32+0b—-42=r+3)2 (2

MtEN S @—32+(0b+4)°2 =032 (3

Ha quatro possibilidades por causa dos duplos sinais em (2) e (3):
1*)usando + e + e resolvendo, obtemos:
a=0,b=0er=2

2%) usando — e —, obtemos:

a=0,b=0er=-2<0 (nao serve)

3% usando + e —, obtemos:
azmmz_g_gﬁ, r:M
3 3
4%)usando — e +, obtemos:
a:#ﬁ:_nggﬁ, r:—8+T8W
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PROBLEMAS SOBRE CIRCUNFERENCIAS

EXERCICIOS

Determine o centro e o raio da circunferéncia que passa pelos pontos de inter-
secaodasretasx +y+2=0,x=0 e y=0.

Determine a circunferéncia circunscrita ao triangulo de vértice A(—4, 4),
B(—7, 3) e C(—8, —4).

Obtenha uma circunferéncia de raio 4 que tem centro na bissetriz do 1° e 3¢
quadrantes e tangencia a reta 5x — 12y + 3 = 0.

Determine a equacao da circunferéncia que tangencia os eixos Ox e Oy e cujo
centroestanareta2x +y — 3 = 0.

Obtenha uma circunferéncia cujo centro esta no eixo dos x, sabendo que é
tangente asretas2x + 3y —1=0e2x — 3y — 7 = 0.

Ache as circunferéncias de raio 5 que sao tangentes areta 3x + 4y — 35 =0
no ponto (5, 5).

Considere a circunferéncia C de raio R com centro sobre aretay = 3x. Se C é
tangente a reta y = x no ponto (4, 4), qual € o valor de R2?

Obtenha a equacao da circunferéncia que passa pela origem, tem centro na
retay = —2etangenciaaretarix +y—4=0.

Ache as equacoOes das circunferéncias tangentes aos eixos e cujos centros
estao sobre aretax — 3y — 6 = 0.

Obtenha a equacao da circunferéncia que passa pela origem e € tangente as
retasr:4x — 3y —25=0es:4x + 3y + 1 =0.

Ache a equacao da circunferéncia de raio nao unitario que passa pelo ponto
A(—1, 2) e tangencia as retas x = 0 ey = 0.

Obtenha a equagao da circunferéncia que passa por A(8, O) e € tangente a reta
x —y = 0 na origem.

Ache as circunferéncias que passam por P(1, 1) e P'(8, 0) e sao tangentes a
retat: x = 0.

Ache a equagao da circunferéncia que tangencia o eixo dos y no ponto (0, 6) e
determina no semieixo negativo dos x uma corda de comprimento 16.
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342.

343.

344.

345.

346.

347.

348.

349.

350.

351.

Determine a equacao da circunferéncia inscrita no triangulo cujos vértices sao
A(0, 0), B(O, 4) e C(4, 0).

As retas r, s e t sao tais que:
1°) Aequacaoderé 3x — 4y — 25 =0

2°) O anguloentreres é arctg% e—-1<mg<O0

3°) s passa por (—3, 5)

4°) t passa por (3, —12)

B5°) s é paralelaa't

Obtenha:

a) a equacao de s b) a equacao de t

¢) a equagao de uma das circunferéncias tangentes ar, s e t.

Ache as circunferéncias de raio 2 que sdo tangentes a \: x2 + y2 = 25 no pon-
to P(3, —4).

Ache as circunferéncias de centro C(—8, 6) e tangentes a x2 + y2 = 36.

Determine as equacgdes das circunferéncias tangentes a circunferéncia
x2 4+ y2 = 225 no ponto (—9, 12) e que tém raio unitario.

Ache as circunferéncias que passam por P(O, 12) e P'(5, 7) e sao tangentes
externas a \: x2 + y2 = 64.

Obtenha a equacao da circunferéncia tangente a reta 3x + 4y — 24 =0¢ a
circunferéncia x2 + y2 + 4x — 5 = 0 no ponto P(1, 0).

Mostre que existem duas circunferéncias, C; € C,, de centros fora do eixo Ox,
raio 12, passando pela origem e tangentes a circunferéncia C de equacao
x2 4+ y2 — 40x + 384 = 0. Determine as coordenadas dos centros e as coorde-
nadas dos pontos de contato de C com C; e de C com C,.

Escreva a equacao da circunferéncia que tangencia a reta x + 2y — 6 = 0 no
ponto de ordenada —1 e determina na circunferéncia x2 + y2 = 4 uma corda
paralela ao eixo dos x.

Prove que as circunferéncias (x — 42+ (y+ 2)2=5e(x— 12+ (y+ 3)2=5
sao ortogonais, isto €, as retas que ligam cada centro a um ponto de interse-
¢ao das circunferéncias sao perpendiculares.
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III. Complemento
143. Dados um ponto P(xo, yo) € uma circunferéncia \: (x — a)2 + (y — b)2 = r2,
chama-se poténcia de P em relacao a A o nimero real
k=(x —a]?+(yo —b)> —r?
Confrontando com a teoria do item 105, observamos que:

a) se P é exteriora \, entaok >0
b) se P pertence a \, entao k =0

c) se P é interiora \, entao k <O

144. Dadas duas circunferéncias n3o concéntricas
Ni(x—a2 +(y — b2 =1 e Aot (x — @) +(y — )2 =13

chama-se eixo radical o conjunto dos pontos do plano cartesiano que sao equipoten-
tes em relacao as duas.

Se P(x, y) é ponto do eixo radical, entdao k; = k,, isto é:
(X —a)? +(y =by)? =1l = (x — @ + (v ~b)* =13

donde vem:

( 2@y —ax + 2(b, — by)y + (a2 + b2 +r3 —a3 —b3 —r3) =0 )

que € a equacao do eixo radical. Como a, # a4 ou b, # b4 (pois as circunferéncias
nao sao concéntricas), esta provado que o eixo radical € uma reta.

145. Assim, por exemplo, o eixo radical das circunferéncias x2 + y2 = 9 e
(x — 1)2 + (y — 1)2 = 4 tem equacao:

X2+y2-9=x—-12+(y—-1? -4
donde vem:

2x +2y =7 =0
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