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Prisma

I. Prisma ilimitado

129. Definigdo

Consideremos uma regiao poligonal convexa plana (poligono plano convexo) A
A, ... A de nlados e uma reta r ndo paralela nem contida no plano da regiao (poligo-
no). Chama-se prisma ilimitado convexo ou prisma convexo indefinido a reuniao das
retas paralelas a r e que passam pelos pontos da regiao poligonal dada.

Se a regjao poligonal (poligono) A, A, ... A, for concava, o prisma ilimitado
resultara céncavo.

130. Elementos

Um prisma ilimitado convexo possui: n arestas, n diedros e n faces (que sao
faixas de plano).
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131. Seg¢oes

Secao € uma regiao poligonal plana (poligono plano) com um s6 vértice em
cada aresta.

Secao reta ou secao normal € uma secao cujo plano é perpendicular as ares-
tas.

132. Superficie

A superficie de um prisma ilimitado convexo é a reuniao das faces desse pris-
ma. E chamada superficie prismatica convexa ilimitada ou indefinida.

133. Propriedades

12) Secoes paralelas de um prisma ilimitado sao po-
ligonos congruentes.

De fato, pelo paralelismo das arestas e pelo pa-
ralelismo dos planos de duas sec¢bes, podemos concluir
que estas secdes tém lados congruentes (lados opostos
de paralelogramos) e angulos congruentes (angulos de
lados respectivamente paralelos). Logo, as secdes sao
congruentes.

22) A soma dos diedros de um prisma ilimitado con-
vexo de n arestas € igual a (n — 2) - 2 retos.

Demonstracao:
Sabemos que a soma dos angulos internos de um poligono convexo € igual a
(n — 2) - 2 retos.
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Como a secao reta do prisma € um poligono convexo de n lados, e a medida
de cada angulo desse poligono € a medida do diedro correspondente, pois o plano

do poligono determina secao reta no diedro, entdao a soma dos diedros € igual a
(n — 2) - 2 retos.

II. Prisma

134. Definig¢ao

Consideremos um poligono convexo (regiao poli-
gonal convexa) ABCD ... MN situado num plano « e um
segmento de reta PQ, cuja reta suporte intercepta o pla-
no a. Chama-se prisma (ou prisma convexo) a reuniao
de todos os segmentos congruentes e paralelos a PQ,
com uma extremidade nos pontos do poligono e situa-
dos num mesmo semiespaco dos determinados por a.

Podemos também definir o prisma como segue:

Prisma convexo limitado ou prisma convexo definido ou prisma convexo € a
reuniao da parte do prisma convexo ilimitado, compreendida entre os planos de duas
secdes paralelas e distintas, com essas secoes.

secdes
paralelas

Prisma ilimitado Prisma
135. Elementos
. . arestas '
O prisma possui: do aresta
2 bases congruentes (as secoes ci- prisma lateral

tadas acima), \ /
n faces laterais (paralelogramos),
(n + 2) faces,

n arestas laterais, \

. aresta
3n arestas, 3n diedros, da base
2n vértices e 2n triedros. prisma (hexagonal)
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136. A altura de um prisma é a distancia h entre os planos das bases. Devemos
observar que para o prisma € valida a relagdo de Euler: V- A+ F — 2n — 3n +
+n+2)=2=V-A+F=2.

137. Segoes
Secao de um prisma € a intersecao do pris- segaq reta
ma com um plano que intercepta todas as arestas
laterais. Notemos que a secao de um prisma € um
poligono com vértice em cada aresta lateral.
Secao reta ou secao normal é uma secao
cujo plano € perpendicular as arestas laterais.

h (altura)

138. Superficies

Superficie lateral é a reuniao das faces laterais. A area desta superficie é cha-
mada area lateral e indicada por A,.

Superficie total € a reuniao da superficie lateral com as bases. A area desta
superficie € chamada area total e indicada por A,.

139. Classificagao

Prisma reto € aquele cujas arestas laterais sao perpendiculares aos planos
das bases. Num prisma reto as faces laterais sao retangulos.

Prisma obliquo é aquele cujas arestas sao obliquas aos planos das bases.

Prisma regular € um prisma reto cujas bases sao poligonos regulares.

el 12--1-%
QTI F e

prisma reto prisma obliquo prisma regular

(pentagonal) (heptagonal) (hexagonal)

140. Natureza de um prisma

Um prisma sera triangular, quadrangular, pentagonal, etc., conforme a base for
um triangulo, um quadrilatero, um pentagono, etc.
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213.

214

215.

216.

217.

218.

219.

4 - EXERCICIOS

Ache a natureza de um prisma, sabendo que ele possui:
a) 7 faces; c) 15 arestas;
b) 8 faces; d) 24 arestas.

. Prove que a soma dos angulos de todas as faces de um prisma de n faces laterais

vale S = (n — 1) - 8r, em que r = 90°.

12 solucao
Se o prisma tem n faces laterais, sua base é um poligono convexo de

n lados, e a soma dos angulos internos desse poligono é dada por
(n—2)-2r.

Cada face lateral € um paralelogramo e a soma dos angulos internos de
cada uma € 4r.

Como o prisma possui 2 bases e n faces laterais, vem:
S=2-Nn—-2):2r+n-4r = S=n-4r—8+n-4r =

= S=n-8—-8=S=(n—1): 8

22 solucao

O prisma possui 2n vértices. Sendo a soma dos angulos das faces dada
por S = (V — 2) - 4r, temos:

S=2n—-2)-4r =S=(n—1)-8r.

Ache a natureza de um prisma, sabendo que a soma dos angulos das faces é
72 retos.

Ache a natureza de um prisma, sabendo que a soma dos angulos das faces €
32 retos.

Calcule a soma dos angulos internos de todas as faces de um prisma obliquo,
sabendo que o prisma tem 8 faces.

A soma dos angulos internos de todas as faces de um prisma € igual a 96r.
Calcule a soma dos angulos internos de uma de suas bases.

Quantas diagonais possui um prisma cuja base € um poligono convexo de n
lados?

138 Fundamentos de Matematica Elementar | 10



PRISMA

Solucao

AN m

Observemos que, quando nos referimos as diago- TR e
nais de um prisma, nao levamos em consideracao &
as diagonais das bases e das faces laterais do i
prisma. Seja entdao um prisma cuja base € um po- | A
ligono convexo de n lados. [N R

-
=
-
7z

[ g S

1
Unindo um vértice de uma das bases aos vértices vl
da outra base, temos (n — 3) diagonais (elimina- -0 ¥
. . \
mos duas diagonais de face e uma aresta). y \

e

Como existem n vértices na base tomada, o nimero total de diagonais do
prisma én - (n — 3).

220. Prove que o ndmero de diagonais de um prisma € igual ao dobro do ndmero de
diagonais de uma de suas bases.

221. Calcule a soma dos angulos internos de todas as faces de um prisma que pos-
sui 40 diagonais.

222. Calcule a soma dos angulos diedros de um prisma que tem por base um poligo-
no convexo de n lados.

ITI. Paralelepipedos e romboedros

141. Paralelepipedo € um prisma cujas bases sao paralelogramos. A superficie
total de um paralelepipedo € a reuniao de seis paralelogramos.

14 2. Paralelepipedo reto é um prisma reto cujas bases sao paralelogramos. A su-

perficie total de um paralelepipedo reto € a reuniao de quatro retangulos (faces late-
rais) com dois paralelogramos (bases).

14 3. Paralelepipedo retorretangulo ou paralelepipedo retangulo ou ortoedro é um
prisma reto cujas bases sao retangulos. A superficie total de um paralelepipedo re-
tangulo é a reuniao de seis retangulos.

paralelogramo

retangulo

R <1— retangulo
<1— retangulo

4
’ i & o

- - paralelepipedo
paralelepipedo paralelepipedo retorretangulo
(obliquo) reto
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144. cubo é um paralelepipedo retangulo cujas arestas sdo congruentes.

145. Romboedro é um paralelepipedo que possui as doze arestas congruentes
entre si. A superficie total de um romboedro é a reuniao de seis losangos.

146. Romboedro reto é um paralelepipedo reto que possui as doze arestas con-
gruentes entre si. A superficie total de um romboedro reto € a reuniao de quatro
quadrados (faces laterais) com dois losangos (bases).

147. Romboedro retorretangulo ou cubo é um romboedro reto cujas bases sdo
quadrados. A superficie de um romboedro reto € a reuniao de seis quadrados.

— losango .
losangos l quadrados
1
1 | 1
! |
0 ~<—— quadrado i
1 | -
1
DU 1
- Pl - —
- - z
= [T 4 [P
romboedro romboedro romboedro
retorretangulo reto retorretangulo

~ EXERCICIOS

223. Calcule a soma dos angulos das faces de um paralelepipedo.
224. Calcule a soma dos diedros formados pelas faces de um paralelepipedo.
225. Mostre que as diagonais de um paralelepipedo retangulo sao congruentes.

226. Mostre que as diagonais de um paralelepipedo retangulo interceptam-se nos res-
pectivos pontos médios.

Solucao

Pelas arestas opostas (BC e EH, AD e FG)
passam planos diagonais que determi-
nam no paralelepipedo secdes que sao
paralelogramos. As diagonais do para-
lelepipedo sao diagonais desses para-
lelogramos. Como as diagonais de um
paralelogramo se interceptam nos res-
pectivos pontos médios, as diagonais do
paralelepipedo também o fazem.
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227.Mostre que a secao feita em um paralelepipedo, por um plano que intercepta 4
arestas paralelas, € um paralelogramo.

IV. Diagonal e area do cubo

148. Dado um cubo de aresta a, calcular sua diagonal d e sua &rea total S.

Solucao
D! C
Al ! B
1
1
ai d
I
= f a C
A a B
base (face)
D C D
£ d
a a
ol
A a B D f B

a) Calculo de d
Inicialmente calculemos a medida f de uma diagonal de face:
No ABAD: 2 =a2+a2 = 2 =2a2 = f= av2.
No ABDD:d? =a? +f2 = d?>=a% + 2a? = d? = 3a% =

b) Calculo de S

A superficie total de um cubo € a reuniao de seis |
quadrados congruentes de lado a. A area de cada
um € a2. Entdo, a area total do cubo é:
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V. Diagonal e area do paralelepipedo retangulo

149. Dado um paralelepipedo retangulo de dimensdes a, b e ¢, calcular as diago-
nais f,, f, e f; das faces, a diagonal do paralelepipedo e sua area total S.

Solugao

base secao diagonal

a) Calculo de f, f, e f,
Sendo f, a diagonal da face ABCD (ou A'B'C'D’), temos:
2=a2+b?=f =+aZ + b?.

Sendo f, a diagonal da face ABB'A" (ou DCC'D’) e f; a diagonal da face ADD'A'
(ou BCC'B'), temos:

f3=a2+c® = f,=+Ja’ + ¢’ f2=b2+c2 = f, = Vb +¢?
b) Calculo de d

No ABDD: d?2=f2+¢c2 = | d2=a2+h2+c2 | = d= a2 + b2 + c2.
1

c) Calculo da area total S

D' c
1
A I B! c
. - Jc
, b
e =
A a B

A area total do paralelepipedo € a soma das areas de seis retangulos: dois deles
(ABCD, A'B'C'D') com dimensoes a e b, outros dois (ABB'A', DCC'D') com dimensodes
a e c e os ultimos dois (ADD'A', BCC'B') com dimensoes b e c. Logo,

S = 2ab + 2ac + 2bc = [S=2(ab+ac+ bc)j
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D
/|

EXERCICIOS

-

228. Calcule a medida da diagonal e a area total dos paralelepipedos, cujas medidas
estdo indicadas abaixo:

a) cubo b) paralelepipedo c) paralelepipedo
retangulo retangulo
1 1
: 2,5cm : 2,5cm :
| 1 | 2,0cm
1 1 1
1 1 1
’L___.___ ’L_.___ ’J— ______ - -
- & 2,5m - & 2,0cm — = 1,5cm
2,5cm 2,0cm 3,0cm

229. Represente através de expressoes algébricas a medida da diagonal e a area
total dos paralelepipedos, cujas medidas estao indicadas abaixo:

a) cubo b) paralelepipedo c) paralelepipedo
retangulo retangulo

L - - -4

2a

x+1)

230. Calcule a medida da aresta de um cubo de 36 m2 de &rea total.

231. Calcule a diagonal de um paralelepipedo retangulo de dimensdes y, (y + 1) e
(y—1).

232. Calcule a medida da diagonal de um cubo, sabendo que a sua area total mede
37,5 cm?,

233. Calcule a medida da terceira dimensao de um paralelepipedo, sabendo que
duas delas medem 4 cm e 7 cm e que sua diagonal mede 310 cm.

143
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234. Calcule a medida da aresta de um cubo, sabendo que a diagonal do cubo exce-
de em 2 cm a diagonal da face.

Solucao
d—f=2 = a3 — av2=2 = a(/3 = V2) =2 = a=2(V3 + 2)
Resposta: 2(v/3 + +2) cm.

235. Sabe-se que a diagonal de um cubo mede 2,5 cm. Em quanto se deve aumentar
a aresta desse cubo para que sua diagonal passe a medir 5,5 cm?

236. A aresta de um cubo mede 2 cm. Em quanto se deve aumentar a diagonal des-
se cubo de modo que a aresta do novo cubo seja igual a 3 cm?

237. Em quanto diminui a aresta de um cubo quando a diagonal diminui em 3J3 cm?

238. A diferenca entre as areas totais de dois cubos é 164,64 cm?2. Calcule a dife-
renca entre as suas diagonais, sabendo que a aresta do menor mede 3,5 cm.

239. Calcule a aresta de um cubo, sabendo que a soma dos comprimentos de todas as
arestas com todas as diagonais e com as diagonais das seis faces vale 32 cm.

240. Determine a area total de um paralelepipedo retangulo cuja diagonal mede
25+/2 cm, sendo a soma de suas dimensdes igual a 60 cm.

Solucao
Considerando o paralelepipedo de dimensoes

a, b e ¢, com a diagonal d = 25+/2 cm: E T
[ ©

d2=a2+b2+c?2 = r o d

2 \ \
= (25v2) =a2+ b2 + 2 = o
= a2+ b2 + ¢2 = 1250 ,L___\\_____ 2

//,, \\ b

Dados:a + b + ¢ = 60

Sabendo que (a + b + ¢)2 = a2 + b2 + ¢2 + 2(ab + ac + bc) e observan-
do que @2 + b2 + ¢2 = d2 e 2(ab + ac + bc) = S, temos:
(@+b+c2=d?+8S.

Substituindo os valores, vem:

(60)2 = 1250 + S = S = 2350.

Resposta: A area total do paralelepipedo é 2350 cm?Z.
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242.

243.

244,

245.

246.

247.

248.

249.

PRISMA

Determine a diagonal de um paralelepipedo, sendo 62 cm? sua é&rea total e
10 cm a soma de suas dimensoes.

Prove que em um paralelepipedo retangulo a soma dos quadrados das quatro
diagonais € igual a soma dos quadrados das doze arestas.

Dois paralelepipedos retangulos tém diagonais iguais, e a soma das trés di-
mensoes de um € igual a soma das trés do outro. Prove que as areas totais de
ambos sao iguais.

Determine as dimensdes de um paralelepipedo retangulo, sabendo que sao
proporcionais aos nuimeros 1, 2, 3 e que a area total do paralelepipedo é
352 cm?2.

=k = (a=k, b= 2k c=3k)(1)

S =352 = 2(ab + ac + bc) =352 = ab + ac + bc = 176 (2)
Substituindo (1) em (2), vem:

1k -2k + 1k - 3k + 2k - 3k = 176 = 11k2 =176 = k2 =16 = k = 4.
Retornando a (1), temos:a = 4,b =8 ec = 12.

Resposta: As dimensoes sao 4 cm, 8 cm e 12 cm.

Calcule as dimensodes de um paralelepipedo retangulo, sabendo que sao pro-
porcionais aos numeros 5, 8, 10 e que a diagonal mede 63 cm.

As dimensbes de um paralelepipedo sao inversamente proporcionais aos nu-
meros 6, 4 e 3. Determine-as, sabendo que a area total desse paralelepipedo
é 208 m=2.

As dimensoes x, y € z de um paralelepipedo retangulo sao proporcionais a a, b
e c. Dada a diagonal d, calcule essas dimensoes.

Com uma corda disposta em cruz, deseja-se amarrar um pacote em forma de
ortoedro, cujas dimensodes sao 1,40 m, 0,60 m e 0,20 m. Se para fazer os nés
gastam-se 20 cm, responda: Quantos metros de corda serao necessarios para
amarrar o pacote?

As dimensoes de um ortoedro sao inversamente proporcionais ar, s e t. Calcule
essas dimensodes, dada a diagonal d.
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Solucao
Sejam x, y e z as dimensoes:
X2 +y2+22=d> (1)

X = 1k y = lk Z = lk =
r s t
=X = f_t_.'IZ‘ y = %k‘ z = LSk
rst.: rst.: rst.:
Mudando a constante para K = %,vem:
x=stK y=rtK z=rsK (2)

d
V822 + r2t2 + r2s?

(2) em (1): K2 (s2t2 + r2 + r2s2) = d2 = K =

Substituindo em (2), vem a resposta:
X = std . y = rtd .
V22 + 22 + r2s2’

V22 + 22 + r2s2’
rsd
Vs2t2 + r2t2 + r2g?

250. As dimensodes de um paralelepipedo retangulo sao inversamente proporcionais
ar, s, t. Calcule essas dimensoes, sabendo que a area € S.

251. As areas de trés faces adjacentes de um ortoedro estao entre si como p, g e r.
A area total é 2€2. Determine as trés dimensoes.

252. Se a aresta de um cubo mede 100 cm, encontre a distancia de um vértice do
cubo a sua diagonal.

VI. Razdo entre paralelepipedos retangulos

150.| Arazao entre dois paralelepipedos retangulos de bases congruentes € igual
a razao entre as alturas.

Sejam P(a, b, h,) e P(a, b, h,) os paralelepipedos em que a, b, h, e a, b, h, sédo
as respectivas dimensoes.

P(a, b, h
Trata-se de demonstrar que;: —— = —
P(a, b
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Demonstracao:
1°caso: h, e h, sao comensuraveis

X
N "y h,
X X X X
X b X b
a a
P(a, b, h,) P(a, b, h,)

Sendo h, e h, comensuraveis, existe um segmento x submdiltiplo comum de
h,eh,

h, = p-x h
N
2_qx 2 q

Construindo os paralelepipedos X(a, b, ¢), temos:

P@ b,h,) =p-X P(a, b, h
1 }ﬁg P

Pa,bh) = q-X[ _ Pabh) g @
. b hy) hy
De (1) e (2) vem: = —,
.b,hy)  h,
29 caso: h, e h, sdo incomensuraveis
S A
A
| v
""""""" h, y h,
m+ 1 m Y nly v
b b
a a

Sendo h,, e h, incomensuraveis, ndo existe segmento submdiltiplo comum de
h,eh,.

Tomemos um segmento y submdiltiplo de h, (y “cabe” um certo ndmero inteiro
n de vezes em h,, isto é, h, = ny).
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Por serem h, e h, incomensuraveis, marcando sucessivamente y em h,, temos
que, chegando a um certo ndmero inteiro m de vezes, acontece que:

my < h, <(m+ 1)y.
Operando com as relagoes acima, vem:

< h, < + 1 h
my 1 < (m )y S| m e omea 3)
ny = h, =ny n h, n
Construindo os paralelepipedos Y(a, b, y), temos:
mY < P(a, b, h,) < (m + 1)Y P(a, b, h
1 N m < ( 1) < m+1 (4)
nY = P(a, b, h,) = ny n P(a, b, h,) n

Ora, sendo y submdiltiplo de h,, pode variar, e dividindo y, aumentamos n. Nes-
sas condicoes,

mem+1
n n

formam um par de classes contiguas que definem um tinico ndmero real, que é

h P(@a, b, h
-1 pela expressdo (3) e P@b hy)

ela expressao (4).
h2 P(a, b, h2) P P @)

Como esse nuimero é tnico, entdo:

Pa,b,h) h

P@@, b h,)  h,

VII. Volume de um solido

151. Volume de um sélido ou medida do sélido & um ndmero real positivo associa-
do ao sélido de forma que:

1¢) sélidos congruentes tém volumes iguais;

2¢) se um solido S € a reunido de dois sélidos S, e S, que ndo tém pontos
interiores comuns, entdo o volume de S € a soma dos volumes de S, com S,,.

Os sélidos sao medidos por uma unidade que, em geral, € um cubo. Assim, o volu-
me desse cubo é 1. Se sua aresta medir 1 cm (um centimetro), seu volume serd 1 cm?3
(um centimetro cubico). Se sua aresta medir 1 m, seu volume serd 1 m3.

152. Dois sélidos sao equivalentes se, e somente se, eles tém volumes iguais na
mesma unidade de volume.
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VIII. Volume do paralelepipedo retangulo e do cubo

153. Seja P(a, b, c) o paralelepipedo retangulo de dimensdes a, b e c.
Vamos medir esse paralelepipedo com o cubo unitario, isto €, com o paralele-

pipedo P(1, 1, 1). Para isso, estabeleceremos a razao

procurado.

P(a, b, ¢)
P, 1, 1)

P(a, b, c) P(1,1, 1)

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
’

a

, que sera o volume

Consideremos, entao, os paralelepipedos P(a, b, c¢), P(a, b, 1), P(a, 1, 1) e
P(1, 1, 1) em que 1 é a unidade de comprimento.

P(a, b, ©)

P(a, b, 1)

Pa, 1, 1)

P(1, 1. 1)

’ b i

—_

Com base na propriedade do item anterior, temos:

(1) bases (a, b) cogruentes

(2) bases (a, 1) cogruentes

= = (3) bases (1, 1) cogruentes

P@b,c) _ ¢
Pa, b, 1) 1
P@,b 1) _ b
P@,1,1) 1
P(a, 1, 1) a
P1,1,1) 1

Multiplicando-se membro a membro (1), (2) e (3):

Pla,b,c) P@hbl) Pall _a b c
Pa b,1) P@1,1) PL,1,1) 1 1 1
PL,1,1) 1 1 1 1 1 1
10 | Fundamentos de Matematica Elementar
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= V = (medida de a) - (medida de b) - (medida de c) que sera representada simples-

mente por

em que a, b e ¢ sao as medidas das dimensoes do paralelepipedo retangulo na unida-
de escolhida.

154. Conclusoes

1°) O volume de um paralelepipedo retangulo € o produto das medidas de suas
trés dimensoes.

2°) Tomando como base a face de dimensoées a e b, indicando por B a area
dessa base (B = a - b) e a altura ¢ por h, podemos escrever:

O volume de um paralelepipedo retangulo € igual ao produto da area da base pela
medida da altura.

Isto é:

3¢) Volume do cubo
No cubo de aresta a, temosb = aec = a.

V=a-b-c:>V=a-a-a:>

o 4 - EXERCICIOS

253. Calcule a area total e o volume dos paralelepipedos, cujas medidas estao indi-
cadas abaixo.

a) cubo b) paralelepipedo c) cubo
retangulo
' \
: U 1
! 2cm ' 2cm L
: . : 1,5cm
1 U 1
Lo _ - 0 |
. locooccocococooo = ,-—- - -8B
/, /, ,'

B 2cm 2 1,5cm 1,5cm

2cm 3,5cm 1,5cm
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254. Represente através de expressoes algébricas a area total e o volume dos para-
lelepipedos, cujas medidas estao indicadas abaixo.

a) paralelepipedo b) cubo c) paralelepipedo
retangulo retangulo

1 X
! b
1
1
,/’____'_ \ (2X+1)
b 2X

255. Calcule a medida da aresta de um cubo de 27 m3 de volume.

256. Calcule a diagonal, a area total e o volume de um paralelepipedo retangulo,
sabendo que as suas dimensdes sao 5¢cm, 7 cm e 9 cm.

257.Determine as medidas da aresta e da diagonal de um cubo cujo volume é
1728 cms.

258. Calcule o volume de um cubo cuja area total mede 600 cm?2.
259. Determine o volume de um cubo de &rea total 96 cm?2.

260. Quer-se confeccionar um cubo por meio de uma folha de zinco de 8,64 m2. Qual
sera o comprimento da aresta do cubo? Qual sera o volume do cubo?

261. Calcule a medida da diagonal, a area total e o volume de um cubo, cuja soma
das medidas das arestas vale 30 cm.

262. Calcule a medida da diagonal, a area total e o volume de um cubo, sabendo que
a diagonal de uma face mede 52 cm.

263. Expresse a area total e o volume de um cubo:
a) em funcao da medida da diagonal da face (f);
b) em funcao da medida da sua diagonal (d).

264. Calcule as medidas da aresta e da diagonal de um cubo, sabendo que seu vo-
lume é oito vezes o volume de um outro cubo que tem 2 cm de aresta.

265.Se aumentamos a aresta de um cubo em 245 cm, obtemos um outro cubo
cuja diagonal mede 30 cm. Determine a area total e o volume do cubo primitivo.

266.Em quanto aumenta o volume de um cubo, em cm3, se a aresta de 1 metro é
aumentada em 1 cm?

10 | Fundamentos de Matematica Elementar 151



PRISMA

267.

268.

269.

270.

271.

272.

273.

Determine o que ocorre com a area total e com o volume de um cubo quando:
a) a aresta dobra;

b) a aresta € reduzida a %;

c) a aresta é reduzida a metade;

d) sua aresta é multiplicada por k.

Enche-se um recipiente cubico de metal com agua. Dado que um galao do Ii-
quido tem um volume de 21600 cm3 e sendo 120 cm a aresta do recipiente,
calcule o nimero de galoes que o recipiente pode conter.

Calcule o volume de um cubo, sabendo que a distancia entre os centros de
duas faces contiguas é de 5 cm.

Solucao

Sejam A e B os centros das duas
faces contiguas e C ponto médio da
aresta comum as faces consideradas.

B Aplicando a relagao de Pitagoras,
smm -1 -- vem:

, 2 2
>~ - ( -
a 2 2

2
2 :>2%=25:>a=5\/§

4

Volume:

V=a® o Vv =(5/)° =
B = V = 25042

Resposta: O volume do cubo é 2502 cm3.
0 segmento de reta que liga um dos vértices de um cubo ao centro de uma das
faces opostas mede 60 cm. Calcule o volume desse cubo.

Calcule o volume de um cubo, sabendo que, quando se aumenta sua aresta em
1 metro, a area lateral do cubo cresce 164 m2,

A medida da superficie total de um cubo é 726 cm2. Quanto devemos aumentar
sua diagonal para que o volume aumente 1413 cm3?

Calcule a aresta e a area total de um cubo de volume igual ao do ortoedro cujas
dimensdes sao 8 cm, 27 cm e 125 cm.
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275.

276.

2717.

278.

279.

280.

PRISMA

Calcule o comprimento da aresta e a area total de um cubo equivalente a um
paralelepipedo retangulo, cujas dimensodes sao 8 cm, 64 cm e 216 cm.

0 volume de um paralelepipedo retangulo vale 270 dm3. Uma de suas arestas

- . 2 . B
mede 5 dm e a razao entre as outras duas é 5' Determine a area total desse
paralelepipedo.

As dimensdes de um paralelepipedo retangulo sao proporcionais aos nimeros
3, 6 e 9. Calcule essas dimensoes, a area total e o volume do paralelepipedo,
sabendo que a diagonal mede 63 cm.

As dimensoes a, b e ¢ de um ortoedro sdo proporcionais a 6, 3 e 2. Sabendo
que a &rea total € 288 cm?, calcule as dimensdes, a diagonal e o volume do
paralelepipedo.

A altura de um ortoedro mede 10 cm e as bases sao quadrados de diagonal
542 cm. Calcule a area da superficie lateral e o volume.

Determine a area de uma placa de metal necessaria para a construcao de um
depdsito em forma de ortoedro (aberto em cima), sabendo que o depédsito tem
2 m de largura, 1,50 m de altura e 1,20 m de comprimento.

A area de um paralelepipedo reto-retangulo € 720 cm?. Determine seu volume,
sabendo que a soma de suas dimensoes vale 34 cm e que a diagonal de uma
das faces vale 20 cm.

Solucao

Sendo x, y e z as dimensoes, temos:
S=720 = xy + xz +yz= 360 (1)
XxX+y+z=34 (2)

x2+y?=1f2 = x2+y?=400 (3)

De (2) vem:
X+y+22=342 = x2 +y2 + 72 + 2(xy + xz + yz) = 1156.
—_ -
400 360

Com (3) e (1), temos:

400 + 22+ 720 = 1156 = 72 =36 = z = 6.

Substituindo z = 6 em (2), ficamos com: x + y = 28.
x+y=28x24+y2=400) = x=16ey =12 (oux = 12 ey = 16).
Volume:V=x-y:-z=>V=12-16-6 = V = 1152.

Resposta: O volume é 1 152 cm3.
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281. Determine as dimensoes e o volume de um ortoedro, sendo a soma de suas
dimensoes igual a 45 cm, a diagonal da base igual a 25 cm e a area total igual
a 1300 cm?.

282.Determine o volume e a area total de um paralelepipedo retangulo, dada a
soma de suas dimensdes 43a, a diagonal 25a e a drea de uma face 180a2.

283. Calcule as dimensdes de um ortoedro cuja diagonal mede 13 cm, de area total
192 cm?, e sabendo que a area da secdo por um plano que contém duas ares-
tas opostas € 60 cm?2.

284. Determine o volume de um ortoedro de 90 cm? de superficie, supondo que qua-
tro faces do ortoedro sao retangulos congruentes e que cada uma das outras €
um quadrado de area igual a metade da area do retangulo.

285.Um cubo e um ortoedro tém ambos soma das arestas igual a 72 cm. A dimen-

- .2 . - .
sao menor do ortoedro é § da aresta do cubo e a dimensao maior do ortoedro

.4 . ~ . ~
é 3 da dimensao menor do ortoedro. Determine a relacao entre os volumes de
ambos os soélidos.

286.Uma banheira tem a forma de um ortoedro cujas dimensoes sao 1,20 m de
comprimento, 0,90 m de largura e 0,50 m de altura. Quantos litros de agua
pode conter? Se toda a dgua da banheira for colocada em um depdsito em
forma de cubo de 3 m de aresta, que altura alcangara a agua?

287. A altura h de um paralelepipedo retangulo mede 60 cm, sendo a sua base um
quadrado. A diagonal do paralelepipedo forma um angulo de 60° com o plano
da base. Determine o volume do paralelepipedo retangulo.

Solucao C
Com os elementos caracterizados na figura ao lado, :
temos: {
No trigangulo ABC, vem i \d
hi h = 60
sen60°:ﬂ=>§=@=> |
d 2 d 160°

= d = 4043 BY \ -

o h _ 60 _ O a
g60° = 2 = 3_T:>f_20\/§ 4

a
Na base, temos: f = av2 = av2 = 20J3 = a = 1046.
Volume:V = B-h = V = a2 -h = V = (10J6)° - 60 = 36000.

Resposta: O volume é 36000 cm3.
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289.

290.

291.

292.

293.

294.

PRISMA

Calcule a area total S de um paralelepipedo retéangulo em fungao de seu volume
V e do lado ¢ de sua base, sabendo que a base é um quadrado.

Calule as dimensdes de um paralelepipedo retangulo, sabendo que a soma de
duas delas € 25 m, o volume 900 m?3 e a area total 600 m?2.

Determine o volume de um paralelepipedo retangulo, sabendo que duas dimensoes
tém igual medida e que a diagonal mede 9 cm, sendo 144 cm? sua é&rea total.

A area da superficie total de um cubo & igual & de um ortoedro de area 216 cm2,
A altura do ortoedro é de 3 cm e uma das dimensodes da base é 1 da outra.

Determine a relagao entre os volumes de ambos os sélidos.

Calcule a area total de um paralelepipedo retangulo, com 192 cm?3 de volume,
diagonal medindo o triplo da diagonal de uma das faces de menor area, que €
o triplo da menor dimensao do paralelepipedo.

Solucao
Sendo x, y e z (com x >y > z) as medidas das dimensodes, temos:
Xx-y-z=192 (1)

d=3f= 2 +y2+22 =32 +22 (2
f=3z=y2+22 =3z (3)

(B) = y2+722=922 = y2 =822 = y = 22z

2 = X+ +22=942 +22) = x2=722 = x = 622
Substituindo y e x em (1), temos:

62z 242z 2=192 = 2472 =192 = z=2

Temos, entdo: z = 2,y = 442 ex = 1242

Area: S = 2(xy + xz +yz) = S=2(96 + 8J2 + 242) =
= s = 64(3 +2)

Resposta: A drea total é 64(3 + +/2) cm2.

Cinco cubos podem ser dispostos um sobre o outro, formando um ortoedro.
Também podemos dispor 6 cubos iguais aos anteriores, pondo 3 sobre 3, ob-
tendo um outro ortoedro. Determine a razao entre os volumes e a razao entre
as areas dos ortoedros obtidos.

Com seis cubos iguais, construimos um ortoedro, dispondo os cubos um sobre
0 outro de maneira que suas faces estejam exatamente superpostas. Determi-
ne a relacdo entre as areas do ortoedro e de um cubo, sendo os volumes dos
cubos 0s mesmos.
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295.

296.

297.

298.

299

Dos ortoedros que podemos formar dispondo de oito cubos iguais, determine o
ortoedro de menor superficie.

Sobre a base quadrada de um ortoedro, constroi-se exteriormente a ele um
cubo que tem por base o quadrado cujos vértices sao os pontos médios da
base do ortoedro. Determine o volume e a area da superficie do sélido assim

obtido, sabendo que a altura do ortoedro mede 3 do lado da base e a soma de
suas dimensodes é de 16 cm.

Calcule as medidas x e y das arestas de dois cubos, conhecendo a soma
X +y = £ (£ é dado) e a soma dos volumes v3 (v é dado). Discuta.

Solucao
x+y=4¢ (1) xX+y3=Vv3 (2
3

2) = x+y) - C—xy+y) =V = x2—xy+y>= V7 (3)
(1) = x+y)2=€0¢=x2+2xy+y2=4(2 (4
Fazendo (4) — (3), vem:

v3 3 — 3
3xy = €2 — " = Xy = — (com €3 — v3 > 0)
Sabendo a soma (S) e o produto (P) de x e y dados por (1) e (4), montamos

a equacdo z2 — Sz + P = 0, cujas raizes sdo x e y. Assim,
3 _ 3
22— (z + {‘)7\/:0 = 3022 —-3¢22+ 3 —Vv3=0

302 +3¢(4v3—¢3) 362 — \[3¢(4v3 —¢3)

Entdo, x =z, = 60 ey=z,= Y, .

Discussdo: 1) 3¢(4v3 — 3)=0 = 43 — 3 =0 = (< Vvi4
2) B —Vv¥>0>=> >V

Logo, v < ¢ < v¥4.

Demonstre que:

a) em um cubo as arestas sao igualmente inclinadas em relacao a uma
diagonal qualquer.

b) em um cubo as projecdes das arestas sobre qualquer das diagonais sao
iguais a terca parte da diagonal.

. Sabendo que as faces de um cubo sao inscritiveis em circulos de 7,291 cm? de

area, calcule:

a) a medida da sua diagonal;
b) a medida da sua area total;
c) a medida do seu volume.

156 Fundamentos de Matematica Elementar | 10



PRISMA

300. Demonstre que, em todo paralelepipedo, a soma dos quadrados das areas das
secoes, determinadas pelos seis planos diagonais, € igual ao dobro da soma
dos quadrados das areas das seis faces.

301.a) Entre todos os paralelepipedos retangulos de mesmo volume, qual o de me-
nor superficie?

b) Entre todos os paralelepipedos retangulos de mesma superficie, qual o de
maior volume?

IX. Area lateral e area total do prisma

155. [A area lateral (A,) de um prisma € a soma das areas das faces laterais. j

Seja um prisma de aresta lateral medindo
aet,, {, ... € as medidas dos lados de uma
secao reta. Cada face lateral € um paralelogra-
mo de base a e altura igual a um lado da sec¢ao
reta.

Assim,
Ap=al, tal,+..+al =, +{,+...+¢() a=

n

2p

-

em que 2p é a medida do perimetro da secao reta e a € a medida da aresta lateral.

156. | A area total de um prisma € a soma das areas das faces laterais (A,) com
as areas das bases (duas bases).

Assim,

At=A€+2B=>[At=2p~a+2B]

em que B é a area de uma base.
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157. No prisma reto a aresta lateral é igual & altura (a = h)
e a base é secao reta. Entao:

A,=2p-a = | A, = 2ph

At=A€+2B:>[At=2p~h+2B]

158. No prisma regular, a aresta lateral é igual & altura
(a = h) e a base, que € secao reta, € um poligono regular.
Calculo da area de base B
A area da base (B) € a soma de n triangulos de base

£ (medida do lado) e altura m (medida do apétema). Entao: []
¢
B=n- (€_m) = B = w
2 2 i i
mas, nf = 2p = medida do perimetro | B |
Daf, | 1
2p-m | |
2 |
Calculo da area total: A, P e
Aj=2p-a=A,=2p-h /.{

A=A +2B=A=2p-h+2p-m = A =2ph+m)

[At = 2p(h + m)]

X. Principio de Cavalieri

159. Como introducao intuitiva, suponhamos a existéncia de uma colecao finita de
chapas retangulares (paralelepipedos retangulos) de mesmas dimensoes e, conse-
guentemente, de mesmo volume. Imaginemos ainda a formacgao de dois sélidos com
essa colecao de chapas, como indicam as figuras A e B abaixo.

sélido A sélido B

(pilhas de livros ou de folhas)
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Tanto no caso A como no B, a parte de espaco ocupada (0 “volume ocupado”)
pela colecao de chapas é o0 mesmo, isto €, os sélidos A e B tém o mesmo volume.

Agora, imaginemos esses soélidos com base hum mesmo plano « e situados num
mesmo semiespaco dos determinados por a.
areas iguais

sélido A sélido B

[ E

4
L volumes iguais —

Qualquer plano 3, secante aos sélidos A e B, paralelo a a, determina em A e
em B superficies de areas iguais (superficies equivalentes).

A mesma ideia pode ser estendida para duas pilhas com igual nimero de moe-
das congruentes.

superficies
quivalentes

= B
N | — /=

L s6lidos equivalentes —

O fato que acabamos de caracterizar intuitivamente é formalizado pelo principio
de Cavalieri ou postulado de Cavalieri (Francesco Bonaventura Cavalieri, 1598-1647),
que segue:

160.

Dois sélidos, nos quais todo plano secante, paralelo a um dado plano, deter-
mina superficies de areas iguais (superficies equivalentes), sao sélidos de
volumes iguais (sélidos equivalentes).
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A aplicacao do principio de Cavalieri, em geral, implica a colocacao dos sélidos
com base num mesmo plano, paralelo ao qual estao as secdes de areas iguais (0 que
€ possivel usando a congruéncia).

XI.Volume do prisma

161. Consideremos um prisma P, de altura h e area da base B, = B e um paralele-
pipedo retangulo de altura h e area de base B, = B (o prisma e o paralelepipedo tém
alturas congruentes e bases equivalentes).

Suponhamos, sem perda de generalidade, que os dois sélidos tém as bases
num mesmo plano a e estao num dos semiespacos determinados por «.

Qualquer plano B paralelo a «, que secciona P,, também secciona P,, e as se-
cOes (Bj e B, respectivamente) tém areas iguais, pois sao congruentes as respectivas
bases.

(B’1=Bl,B'2=Bz,BlszzB) = B} =B,
Entao, pelo principio de Cavalieri, o prisma P, e o paralelepipedo P, tém volu-

mes iguais.

\% V

Pl - P2

Como V, = B,h, ou seja,V, = B -h,vemV, = B - h; ou, resumidamente:
2 2 1

162. Conclusao

[O volume de um prisma € o produto da area da base pela medida da altura.]
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163. Observacao

Consideremos um pris-
ma obliquo de area da base
B, altura h e aresta lateral a.
Seja a 0 plano da base e S
uma secao reta situada num
plano y que forma com « um
diedro de medida 6.

Notemos que S é a projecao ortogonal de B sobre o plano . Dai vem:

S =B - cos 6.

0 angulo entre a e h também € 6 (angulos de lados respectivamente perpendi-
culares). Donde sai:

h =a - cos 6.

Substituindo B e h na expressao do volume do prisma, vem:

V=B-h:>V=i-acos<x:>
COS o

Notando que a expressdo também é valida para um prisma reto, em que
B =Sea=h,temos:

[O volume de um prisma é o produto da area da secao reta pela medida da aresta]
lateral.

Cp EXERCICIOS

N

302. Calcule a area lateral, a area total e o volume dos prismas, cujas medidas estao
indicadas nas figuras abaixo.

a) Prisma reto b) Prisma regular c) Prisma obliquo
(triangular) (hexagonal) (base quadrada)

2,5cm

e — —
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303. Represente através de expressoes algébricas a area lateral, a area total e o
volume dos prismas, cujas medidas estao indicadas nas figuras abaixo.

a) Prisma regular b) Prisma regular ¢) Prisma reto
(triangular) (hexagonal) (triangular)
1
: 1 1
| | !
0 T |
l A 5 2k
1 2 e
/I \\ g >
’ \ k
a X

304. A base de um prisma de 10 cm de altura € um triangulo retangulo isésceles de
6 cm de hipotenusa. Calcule a area lateral e o volume do prisma.

305. Calcule o volume e a area total de um prisma, sendo sua secao reta um
trapézio isésceles cujas bases medem 30 cm e 20 cm e cuja altura mede
1042 cm e a érea lateral 640 cm?2.

306. Determine a area lateral e o volume de um prisma reto de 25 cm de altura, cuja
base é um hexagono regular de apétema 4+/3 cm.

307. Determine a medida da aresta da base de um prisma triangular regular, sendo
seu volume 8 m3 e sua altura 80 cm.

308. Um prisma reto tem por base um hexagono regular. Qual é o lado do hexagono
e a altura do prisma, sabendo que o volume é de 4 m3 e a superficie lateral de
12 m2?

309. Num prisma obliquo a aresta lateral mede 5 cm, a secao reta é um trapézio
is6sceles cuja altura mede 8 cm e as bases medem 7 cm e 19 cm, respectiva-
mente. Calcule a area lateral desse prisma.

310. Determine a area total de um prisma triangular obliquo, sendo a sua segao reta
um triangulo equilatero de 16+/3 cm? de drea e um dos lados da secao igual &
aresta lateral do prisma.

311. Um prisma triangular regular tem a aresta da base medindo 10 dm. Em quanto
se deve aumentar a altura, conservando-se a mesma base, para que a area
lateral do novo prisma seja igual a area total do prisma dado?
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313.

314.

315.

316.

317.

318.

PRISMA

Solucao
Area de um triangulo equilatero de lado a:
2
AA = ia._a\/§ :>AA = —a\/§
2 2 4

Sejam Ag1 e At1 as areas lateral e total do
prisma e Ae2 a area lateral do novo prisma.

Sendo B a area da base, temos:

2
B=%=25\/§. d

Supondo que a altura h do prisma teve 10 10
um aumento x, vem:

A, =A,+2B = A =3(10-h)+2-25yJ3 = A_=30h + 503
A,=3-[10-h,) = A_=30"(h+x)

h + x

At1=A€2 = 30h + 50+/3 = 30(h + x) = 30x = 5043 = x = %
Resposta: % dm.

Um prisma tem por base um triangulo equilatero cujo lado € a e a altura desse
prisma € igual ao dobro da altura do triangulo da base. Determine o seu volume.

A aresta da base de um prisma hexagonal regular € r e a aresta lateral € s. Sa-
bendo que esse prisma € equivalente a um outro triangular regular, cuja aresta
da base € s e cuja aresta lateral € r, calcule a relacao entre r e s.

Calcule o volume de um prisma hexagonal regular com 3 m de altura, sabendo
que, se a altura fosse de 5 m, o volume do prisma aumentaria em 6 m3.

A aresta da base de um prisma hexagonal regular mede 8 cm. Em quanto se
deve diminuir a altura desse prisma de modo que se tenha um novo prisma com
area total igual a area lateral do prisma dado?

Calcule o volume de um prisma triangular regular de 5./3 cm de altura, saben-
do que a area lateral excede a area da base em 56+/3 cm2.

A altura de um prisma reto mede 15 cm e a base é um triangulo cujos lados
medem 4 cm, 6 cm e 8 cm. Calcule a area lateral e o volume do sélido.

Calcule a medida da aresta lateral de um prisma cuja area lateral mede 72 dm?2,
sendo os lados da secao reta respectivamente 3 dm, 4 dm e 5 dm.
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319. A aresta lateral de um prisma reto mede 12 m; a base é um triangulo retangulo
de 150 m? de area e cuja hipotenusa mede 25 m. Calcule a &rea total e o volu-
me desse prisma.

320.Um prisma pentagonal regular tem 8 cm de altura, sendo 7 cm a medida da
aresta da base. Calcule a area lateral desse prisma.

321. Calcule a area lateral do prisma obliquo cuja secao reta € um triangulo equila-
tero de 4+/3 m? de area, sabendo que a aresta lateral € igual ao perimetro da
secao reta.

322. Calcule a area total e o volume de um prisma hexagonal regular de 12 m de
aresta lateral e 4 m de aresta da base.

323. Um prisma hexagonal regular tem a area da base igual a 96 J3 cm?2. Calcule a érea
lateral e o volume do prisma, sabendo que sua altura € igual ao apétema da base.

324. A secao reta de um prisma obliquo é um losango, cujas diagonais sao direta-
mente proporcionais a 3 e 4. Calcule a area lateral do prisma, sabendo que sua
aresta lateral mede 10 cm e que a area de sua secao reta € igual a 54 cm?2.

Solucao
Sendo B a area, £ o lado, d e D as diagonais do losango, temos:

D_d_y
4 3 4k23k_54:>k:3
B=54.B=M
2

DY dy 9 25K?2 Bk
€2—(—)+(— = (2 = 4k® + =k® = = =

2 2 4 2
(=3 5 =323 - 15

2 2 2

Sendo A , @ area lateral, temos:

A

_ _ 4. 15 _
(=4 l-a) > A =420 = A, = 300.

Resposta: 300 cm?Z.
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325. Um prisma reto tem por base um losango em que uma de suas diagonais vale
3 . .
N da outra, e a soma de ambas € 14 cm. Calcule a area total e o volume desse
prisma, sabendo que sua altura € igual ao semiperimetro da base.

326. Calcule a area lateral de um prisma obliquo, sendo 8 cm a medida de sua ares-
ta lateral, a secao reta do prisma um losango de 125 cm? de area e a razao das

diagonais desse losango igual a %

327.Determine a medida da aresta e a area total de um prisma reto que tem por
base um triangulo equilatero, sendo a altura do prisma igual a medida do lado
do triangulo equildtero, e o volume, 2+/3 cm3.

328. Calcule o volume e a area total de um prisma cuja base é um triangulo equilate-
ro de 6 dm de perimetro, sendo a altura do prisma o dobro da altura da base.

329. Calcule o volume de um prisma triangular regular, sendo todas as suas arestas
de mesma medida e sua area lateral 33 m2.

330.Um prisma de 3 m de altura tem por base um quadrado inscrito em um circulo
de 2 m de raio. Qual € o seu volume?

331.Um prisma reto tem por base um quadrado inscrito em um circulo de 8 cm de
raio. Sabendo que o volume do prisma é de 768 cm3, determine a area total.

332.Calcule o volume de um prisma quadrangular regular cuja area total tem
144 m2, sabendo que sua area lateral é igual ao dobro da area da base.

333. A base de um paralelepipedo obliquo € um quadrado de lado a. Uma das ares-
tas laterais é b e forma um angulo de 60° com os lados adjacentes da base.
Determine o volume do paralelepipedo.

Solucao

o

457

> Njo O
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PRISMA

334.

335.

336.

ss

2

A aresta lateral AE = b é igualmente inclinada em relacdo aos lados
AB = a e AD = a da base. A altura EP = h tem extremidade P sobre a
diagonal AC da base. Conduzindo PQ perpendicular ao lado AD com Q em
AD, temos os triangulos retangulos AQE, AQP, EPQ (notemos que o plano

(EQP) é perpendicular a AD).
No triangulo AQE, temos:

AQ 1 AQ
o = X = - A% AO = 2
cos 60 e = 5 b = AQ

£ E—Q:EQ=@.

sen60” = e = 5 T % 2

O triangulo AQP é isdsceles, entéao: QP = AQ = QP =

N |T

Aplicando a relagao de Pitagoras no triangulo EPQ, vem:

2 2
(EP) = (EQ)2 — (QP)2 = h2 = (%) - (g) — h = %.

Substituindo em (1), temos:
2
V=a?- % =>V= %.

2
Resposta: O volume é %.

Determine o volume de um prisma triangular obliquo, sendo a base um triangulo
equilatero de lado a = 4 dm e a aresta lateral de 4 dm, que forma um angulo

de 60° com a base do prisma.

Calcule o volume de um paralelepipedo reto, que tem por altura 10 cm e por
base um paralelogramo cujos lados medem 8 cm e 12 cm, sabendo que o an-

gulo entre esses lados vale 60°.

Qual é o volume de um prisma reto no qual a base € um octégono regular de

2 m de lado e a superficie lateral € 28 m2?
Solucao
V=B-h

A, =28 =8-2h =28 = h =

£
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338.

PRISMA

Calculo da area da base:

Aoctégono = Aquadrado + 4Atriéngu|o
B=S, +4S,

A . . 360° o
0 angulo externo a, do octogono regular € a, = 8 - 45°,

Consequentemente, o angulo interno a, vale:

a, = 180° — a, = a, = 180° — 45° = 135°.

O lado x é obtido pela lei dos cossenos:

X2 =22 + 22 —2-2-2co0s 135° = X2 =4+4+8-g =

=% =42+ 2) =5, =42 +2)

1

S, = 5°2:2-5n135° = §, = V2.

2

Substituindo, temos:

B=S,+4S, > B=42+ 2)+4v2 = B=8(+2 + 1)
Calculo do volume:

V=B-h = V=842 +1)-£ = V=142 + 1)

Resposta: O volume é 14(v2 + 1) m3.

Calcule o volume de um prisma regular cuja area lateral mede 240 m2, sendo a
base um dodecagono regular de 2 m de lado.

Um prisma regular hexagonal é cortado por um plano perpendicular a uma ares-
ta de uma base, segundo um quadrado de diagonal /6 m. Calcule a area da
base, a area lateral, a area total e o volume do prisma.

Solucao prisma

1 1
to : S base
[}

|
! T 1
o | h
! 1 1 0 h
| 1 1
[ [T
[P N

A oS - >
N cC————D
a 2a 4
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Calculo dos elementos (indicados na figura):

Do quadrado vem: 2a = h = % = h=+3ea= g
Do triangulo equilatero OCD, vem: % =a={=1.

1¢9) Area da base: B

B=6-%-€-a :B=6-%-1-§:B=¥

29) Area lateral: A,
A,=6-¢-h=>A=6-1-3 =A, =63
3¢) Area total: A,
- - . 3V3 -
A=A +2B= A =63 +2 === A 9v3

42) Volume
v=B-h:>v=_3*2/§ -3 :>v=%

Resposta: B = 233 2 A, = 63 A =918 mrev = T,

339. Calcule o volume de um prisma hexagonal regular, sabendo que o plano que
contém a menor diagonal da base e o centro do sélido produz uma seg¢ao qua-
drada de 2 m de lado.

340. Calcule o volume de um prisma hexagonal regular de area total igual a 12 dm?2,
sendo 1 dm a altura do prisma.

341. Calcule o lado da base € a altura de um prisma hexagonal regular, sendo A sua
area lateral e V o volume.

342, Calcule o perimetro da base de um prisma hexagonal regular, sabendo que o
prisma € equivalente a um cubo de aresta a, cuja diagonal tem medida igual a

altura do prisma.
H

XII. Sec¢oes planas do cubo

164. Secao hexagonal do cubo

Consideremos o cubo ABCDEFGH (vide figura) e se-
am M, N, O, P, Q e R os respectivos pontos médios de EH,

EF, AF, AB, BC e CH.

—
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PRISMA

19) Os pontos M, N, O, P, Q e R pertencem ao plano mediador da diagonal DG.

Demonstracao:
Os segmentos DM e GM, DN e GN, DO e GO, DP e GP, £ M H
DQ e GQ, DR e GR sao congruentes entre si por serem hipote- = ,'1‘
nusas de triangulos retangulos congruentes entre si. AN
/ G

Por exemplo:

ADME = AGMH = DM = GM.

Portanto, os pontos M, N, O, P, Q e R, sendo equidis-
tantes de D e G, estao no plano mediador de DG. AT T -

Note-se que esse plano € perpendicular a diagonal do |.~
cubo pelo centro dele.

~

2°) MNOPQR é um hexagono regular.

Demonstracgao:
Os lados sao congruentes, pois a medida deles é metade da medida da diagonal

da face do cubo.
(Sendo a a aresta do cubo, temos MN = NO = OP = PQ = QR =

1 a2
=RM = = -aJ2 = —=.
2 2 )
Os angulos internos do hexagono MNOPQR sao todos congruentes entre si por

serem congruentes ao angulo externo do tridngulo equilatero ACE (angulos de lados
respectivamente paralelos).

3¢) Fixado um cubo, como ele possui quatro diagonais, os planos mediadores
dessas diagonais determinam quatro hexagonos regulares como se¢ao no cubo.

165. Outras seg¢des planas do cubo

As secOes planas de um cubo podem ser poligonos de 3, 4, 5 e 6 lados, isto €,
triangulo, quadrilatero, pentagono e hexagono.
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Vejamos isso nas figuras:

4 '
7 7z
7 7
Triangulo Trapézio
1
1
/4\‘\
200 ~ .
7’ 1 ~ L
1 S
1
e === - -
4
7
7
Retangulo
/ 1
1 []
1 1
1 1
1 1
1 1
1
L loccoood -
N 7
3 _lo
<~ o-
Pentagono

’
v
’

Retangulo
(secdo diagonal)

N

Hexagono

Q4 EXERCICIOS

b

y

343. Por duas arestas opostas e paralelas de um cubo de aresta a passa um plano.
Determine a natureza do poligono da sec¢ao e calcule sua érea.

344. Se a aresta de um cubo mede 6 m, calcule a area da sua secao diagonal.

345. Secciona-se um cubo de aresta a por um plano que contém duas arestas opos-
tas, obtendo-se um retangulo cuja area mede S. Exprima a area total do sélido

em funcao da area da secao diagonal.

346. Calcule a area do triangulo que se obtém unindo-se o centro de uma face de
um cubo com as extremidades de uma aresta da face oposta, sabendo que a

medida da aresta do cubo vale 5 cm.
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Solucao
d Calculo dos elementos indicados na
' figura:
d2 =52 = d = 5/2.
o/ Do triangulo ABP, em que P € o centro
d A=t de uma das faces opostas a BC:
2 N 1---=--_
\)‘,\ —————————— C d 2
/,, \\ €2 = (—) + 52 =
2 ¢ b 5cm 2
4 N\ 2
S _ 5\/5
A 5 cm B 362_(7) +52 =
" o 2 = % + 25 =
_ 5/6
i € = { = T
2
Da secao BPC, temos:
ol
A 5cm B 2 2
56 ) _ h? + (é) =
P 2 2
[ 150 25
| = =h? + =
516 . A 575, 4 4
2 1
: = h = %_
| 2
1
B 5cm C
Calculo da area do ABPC:
_ 1. 5.5 _ 255
S = > 5 5 = S 1
Resposta: A area da secao é % cm2.

347. A secao determinada por um plano em um cubo € um hexagono regular. Calcule
a razao entre a area desse hexagono e a area do circulo circunscrito a ele.

348.Um cubo de é&rea total igual a 31,74 cm? é cortado por um plano, de modo a
se obter uma sec¢ao hexagonal regular. Calcule o lado do quadrado inscrito no
triangulo equilatero de perimetro igual ao do hexagono obtido.

10 | Fundamentos de Matematica Elementar |



PRISMA

349. Seja dado um cubo ABCDEFGH cuja aresta mede a. Pela diagonal BE de uma
das faces e o ponto médio P da aresta GH, paralela a essa face, faz-se passar
um plano.

a) Demonstre que a secao do cubo por esse plano é um trapézio isésceles.
b) Calcule os lados do trapézio e a area da secao em funcao da aresta do cubo.

350. Pelas extremidades de trés arestas que partem de um vértice A de um cubo
tragamos um plano. Mostre que a se¢ao € um triangulo equilatero. Mostre tam-
bém que a diagonal do cubo que parte de A € perpendicular ao plano da segao
e precise a posi¢ao do ponto onde ela é perpendicular. Calcule também a area
do triangulo equilatero.

XIII.Problemas gerais sobre prismas

" EXERciclOos

D b

A

351. Calcule os angulos formados pelos pares de faces laterais de um prisma cuja
secao reta é um triangulo de lados respectivamente iguais a 13 m, 13v2 me
13 m.

352. Calcule a medida do menor angulo diedro formado pelas faces laterais de um
prisma, sabendo que os lados da secao reta desse prisma triangular medem,
respectivamente, 3 cm, 3+/3 cm e 6 cm.

353. Calcule a medida do angulo que a diagonal de um cubo forma com:
a) as faces; b) as arestas.

354.Calcule o angulo que a diagonal de um prisma quadrangular regular de
64+/2 m3 de volume forma com as arestas laterais, sabendo que as arestas da
base do prisma medem 4 m.

355. Dado um prisma hexagonal regular de 2 m de aresta da base e 243 m de al-
tura, considere duas diagonais paralelas de uma das bases e as diagonais da
outra base paralelas aquelas. Calcule o volume de um dos prismas triangulares
em que fica dividido o prisma hexagonal dado quando sao tracados os quatro
planos diagonais definidos por pares daquelas quatro diagonais das bases.

356. Calcule o volume de um prisma triangular obliquo cujos lados da base medem
13a, 14a e 15a, uma aresta lateral mede 26a e sua projecao sobre o plano da
base mede 10a.
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PRISMA

357. Calcule o volume de um prisma quadrangular obliquo, sendo 20 cm a medida de
sua aresta lateral, sabendo que a secao reta € um paralelogramo em que dois
lados consecutivos medem 9 cm e 12 cm e formam um angulo de 30°.

358. A secao de um paralelepipedo obliquo é um quadrilatero que tem um angulo de
45° compreendido entre lados que medem 4 cm e 8 cm. O comprimento da aresta
lateral é igual ao semiperimetro dessa sec¢ao. Calcule o volume do poliedro.

359. Calcule o volume de um prisma obliquo, sabendo que a base € um hexagono
regular de lado R = 2 cm e que a aresta L, inclinada 60° em relacao ao plano
da base, mede 5 cm.

360. Determine o volume e a area lateral de um prisma reto de 10 cm de altura e
cuja base é um hexagono regular de apétema 3+/3 cm.

361. Qual é a altura de um prisma reto cuja base é um triangulo equilatero de lado a,
para que o seu volume seja igual ao volume de um cubo de aresta a?

362. Se um cubo tem suas arestas aumentadas em 50%, em quanto aumentara
seu volume?

363. Procura-se construir um cubo grande empilhando cubos pequenos e todos
iguais. Quando se coloca um certo ndmero de cubos pequenos em cada aresta,
sobram cinco; se se tentasse acrescentar um cubo a mais em cada aresta, fica-
riam faltando trinta e dois. Quantos sao os cubos pequenos?

364.0s pontos J e | sao os pontos médios das arestas do
cubo sugerido na figura.

a) Calcule, em funcao da medida e da aresta do cubo, a
distancia de | a J.

b) Determine a medida 6 do angulo IKJ. =

365.No cubo ao lado, fazse um corte pelo plano que passa
pelos vértices A, C e N, retirando-se o sélido (ABCN) as-
sim obtido. Determine o volume do sélido restante em
funcao de a, sabendo que a é a medida do lado. .

rA---44-Yo -
n

"I/ 7P

o

=
o
P4

366. Considere um cubo ABCDEFGH de lado 1 unidade de
comprimento, como na figura. M e N sé@o os pontos mé-
dios de AB e CD, respectivamente. Para cada ponto P da
reta AE, seja Q o ponto de intersecao das retas PM e BF.

a) Prove que o APQN é isésceles.

b) A que distancia do ponto A deve estar o ponto P para
que o APQN seja retangulo?
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367.

368.

369.

370.

371

372.

373.

374.

375.

376.

Uma caixa-d’agua com a forma de um paralelepipedo reto de 1 m X 1 m de

3 B . . . .
base e g m de altura esta sobre uma laje horizontal com agua até a altura h.
Suponhamos que a caixa fosse erguida lateralmente, apoiada sobre uma das
arestas da base (que é mantida fixa), sem agitar a agua. Assim sendo, a agua
comecaria a transbordar exatamente quando o angulo da base da caixa com a

laje medisse 30°. Calcule a altura h.

Calcule as dimensoes de um paralelepipedo retangulo, sabendo que elas estao
em progressao aritmética, que a area total € S e a diagonal € d. Discuta.

Mostre que a soma dos diedros formados pelas faces laterais de um prisma
triangular com uma de suas bases estad compreendida entre dois e quatro retos.

Prove que a soma dos diedros formados pelas faces laterais de um prisma convexo
de n faces com uma de suas bases é superior a 2 retos e inferior a 2(n — 1) retos.

.Prove que se a secao reta de um prisma é um poligono equilatero, a soma das

distancias de um ponto, tomado no interior do sélido as faces laterais e as
bases, é constante.

Mostre que a soma das distancias dos vértices de um paralelepipedo a um
plano que nao o intercepta € igual a 8 vezes a distancia do ponto de concurso
de suas diagonais a esse plano.

Prove que a soma dos quadrados das distancias de um ponto qualquer aos
oito vértices de um paralelepipedo € igual a oito vezes o quadrado da distancia
desse ponto ao ponto de concurso das diagonais, mais a metade da soma dos
quadrados das diagonais.

Um cubo é seccionado por um plano que passa por uma de suas diagonais.
Como devera ser tracado esse plano para que a area da se¢ao seja minima?

E dado um cubo de aresta a. Secciona-se o cubo por um plano que forma um
angulo de 30° com uma das faces e passa por uma diagonal dessa face. Deter-
mine os volumes dos soélidos resultantes.

Na figura ao lado, os planos OAB e OAC formam entre

si um angulo de 30°. As retas OB e OC sao perpendi-

culares a reta OA. O segmento OP, do plano OAB, é

unitario e forma um angulo o« com OA (0 < a < 90°). B
Seja ORSTQP o prisma assim construido: T e S sao as

projecoes ortogonais de P sobre OA e OB; Q e R s@ao A C
as projecoes ortogonais de P e S sobre o plano OAC.

a) Determine o volume do prisma em funcao de «.
b) Qual o valor de tg a quando o volume do prisma € maximo? ]
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Sa = 23x;

A

De alcance maior foram certos teoremas estabelecidos por Cavalieri relacio-
nando os indivisiveis de um paralelogramo com aqueles dos triangulos determina-
dos por uma de suas diagonais. Se a indica genericamente os primeiros € x 0s
segundos (Figura 2), Cavalieri “provou” que

B

\

Figura 3

a2 = 33x2; ... (¥

onde os somatoérios nao tém o sentido atual (sao infini-
tos e correspondem a ideia de “integrar” os indivisiveis
para formar as figuras). Se o paralelogramo € um retan-
gulo de altura b, sua area a é igual ao produto de um
divisivel pelo “ntimero” b de indivisiveis, isto &, >a = ab.

Usando entao a primeira das relacoes de (*), obtém-se a

area do triangulo: 3x = %Ea = % ab.

A segunda das relacoes de (*) permite calcular a
area compreendida entre a curva 'y = x2 e o eixo x, de O
até a (Figura 3). Segundo as ideias de Cavalieri, essa area
vale 2x2, pois cada um de seus indivisiveis (ordenadas)
vale x2. Mas, pela relacdo citada:

1
o _ L 2
PR% 3Ea.

onde a2 é a area do retangulo OABC.

Mas essa area é dada também por a - a2 = a3 (base vezes altura). Logo,

3
a area sombreada é %, resultado correto.

176

Foram tantas as criticas que Cavalieri recebeu pelo seu método, embora
este funcionasse (como no exemplo anterior), que certa vez disse: “O rigor é
algo que diz respeito a filosofia, e nao a matematica”.
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I. Piramide ilimitada

166. Definigao

Consideremos uma regiao poligo-
nal plano-convexa (poligono plano-conve-
xo0) A; A, ... A, de n lados e um ponto
V fora de seu plano. Chama-se piramide
ilimitada convexa ou piramide convexa
indefinida (ou angulo poliédrico ou angu-
lo sélido) a reuniao das semirretas de
origem em V e que passam pelos pontos
da regiao poligonal (poligono) dada.

Se a regjao poligonal (poligono) A,
A, ... A, for concava, a piramide ilimitada
resulta concava.

167. Elementos

Piramide

aresta
Al

Uma piramide ilimitada convexa possui: n arestas, n diedros e n faces (que

sdo angulos ou setores angulares planos).
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PIRAMIDE

168. Segao

E uma regido poligonal plana (poligono plano) com um s6 vértice em cada
aresta.

169. Superficie

A superficie de uma piramide ilimitada convexa é a reuniao das faces dessa
piramide. E uma superficie poliédrica convexa ilimitada.

II. Piramide

170. Definig¢ao

Consideremos um poligono convexo (regiao poligonal convexa) ABC... MN
situado num plano a € um ponto V fora de a. Chama-se piramide (ou piramide
convexa) a reuniao dos segmentos com uma extremidade em V e a outra nos
pontos do poligono.

V é o vértice, e o poligono ABC ... MN e a base da piramide.

Podemos também definir a piramide como segue:

Piramide convexa limitada ou piramide convexa definida ou piramide con-
vexa € a parte da piramide ilimitada que contém o vértice quando se divide essa

piramide pelo plano de uma secao, reunida com essa segao.

V

face lateral
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171. Elementos

Uma piramide possui:
1 base (a secao citada), n faces laterais
(triangulos), n + 1 faces, n arestas late-
rais, 2n arestas, 2n diedros, n + 1 vérti-
ces, n + 1 angulos poliédricos e n triedros.

Para uma piramide é valida a rela-
¢ao de Euler:
V-A+F=n+1)-2n+n+1)=2=
=V-A+F=2

172. Altura

PIRAMIDE

arestas
da piramide
<— aresta lateral
altura (h)

|

I aresta
triedro da base

A altura de uma piramide € a distancia h entre o vértice e o plano da base.

173. Superficies

Superficie lateral é a reunido das faces laterais da piramide. A area dessa
superficie € chamada area lateral e indicada por A,.

Superficie total é a reuniao da superficie lateral com a superficie da base
da piramide. A area dessa superficie € chamada area total e indicada por A..

174. Natureza

Uma piramide sera triangular, quadrangular, pentagonal, etc., conforme a
base for um triangulo, um quadrilatero, um pentagono, etc.

175. Piramide regular

Piramide regular é uma piramide cuja base é
um poligono regular e a projecao ortogonal do vértice
sobre o plano da base é o centro da base. Numa pi-
ramide regular as arestas laterais sao congruentes e
as faces laterais sao triangulos is6sceles congruen-

tes.

Chama-se apdétema de uma piramide regular a
altura (relativa ao lado da base) de uma face lateral.

m' (apotema)
0

apotema da base

Piramide regular hexagonal

10 | Fundamentos de Matematica Elementar 179



PIRAMIDE

176. Tetraedro

Tetraedro é uma piramide triangular.

tetraedro regular

Tetraedro regular € um tetraedro que tem as seis arestas congruentes
entre si.

177. Nota

E comum encontrarmos referéncias a piramide reta para diferenciar de
piramide obliqua. Deve-se, entdo, entender que a piramide reta é aquela cuja
projecao ortogonal do vértice sobre o plano da base € o centro da base. Caso a
base seja um poligono circunscritivel, isto €, admita uma circunferéncia inscrita,
0 centro dessa circunferéncia (incentro do poligono), em geral, é adotado como
o centro da base.

EXERCICIOS

377.Ache a natureza de uma piramide, sabendo que a soma dos angulos das faces
€ igual a 20 retos.

378. Ache a natureza de uma piramide, sabendo que a soma dos angulos das faces
€ igual a 56 retos.

379. Calcule o nimero de diagonais da base de uma piramide, sabendo que a soma
dos angulos internos de todas as suas faces € igual a 32 retos.
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380. Determine a soma dos angulos internos da base de uma piramide, sendo 24
retos a soma dos angulos internos de todas as faces dessa piramide.

381. Prove que a soma dos angulos de todas as faces de uma piramide de n faces

lateraisvale S = (n — 1) - 4r.

Solucao

A soma dos angulos (S) de todas as faces é a soma dos angulos da base,
que é (n — 2) - 2r, com a soma dos angulos das faces laterais, que €

n-2r:

S=MNnN—-2)-2r+n-2r=2-+-n-2r—4r=(n—1) - 4r.

382. Calcule a soma dos angulos das faces de uma piramide cuja base € um poligo-

no convexo de n lados.

383. Ache a natureza de uma piramide que possui:
c) 12 arestas

a) 6 faces b) 8 faces

III.Volume da piramide

178. Se¢cdo paralela a base de um tetraedro

d) 20 arestas

Quando se secciona uma piramide triangular (tetraedro) por um plano pa-

ralelo a base:
19)

As arestas laterais e a altura ficam
divididas na mesma razao.

De fato, as retas AH' e AH
sao paralelas, pois sao intersecoes
de planos paralelos por um terceiro;
logo, os triangulos VH'A' e VHA sao
semelhantes e portanto:
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(A secao e a base sao triangulos semelhantes. J

De fato, os angulos da secao (AA'B'C') e os angulos da base (AABC), por
terem lados respectivamente paralelos, sao congruentes. Disso se conclui que a
secao A'B'C' e a base ABC sao triangulos semelhantes.

A razao de semelhanga é hﬁ como segue:

AVAB' ~ AVAB = VAL _ AB' _, AB_ N,
VA _ AB AB _ h

_AB _ AC _BC _ N

AB AC BC h

Portanto, os triangulos A'B'C' e ABC sao semelhantes, sendo % a razao de
semelhanca.

39)

A razao entre as areas da secao e da base é igual ao quadrado da razao de
suas distancias ao vértice.

De fato, sendo B'D' e BD duas respectivas alturas da secdo e da base, vale:
A'B' _ B'D - BD _ h

AB BD BD h

) 1iac
Logo Area(AABC) 5(AC) (BD)_ ac | BD
" Area (AABC) 1(ac) (BD) AC  BD

2

Area(AA'B’C’) h n (h')2
- /= = — ' — =
Area (AABC) h h h

179. Equivaléncia de tetraedros

Duas piramides triangulares (tetraedros) de bases de areas iguais (bases
equivalentes) e alturas congruentes tém volumes iguais (sao equivalentes).
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Sendo T, e T, os dois tetraedros, B, e B, as areas das bases e H, e H, as
alturas, temos, por hipotese:

Demonstracao:

Podemos supor, sem perda de generalidade, que as bases equivalentes estao
num plano a e que os vértices estao num mesmo semiespaco dos determinados
por a.

Considerando qualquer plano secante B, paralelo a «, distando h' dos vérti-
ces e determinando em T, e T, secbes de areas B e B}, temos:

[i _ (mf e B _ (mﬂ _B_B
B, h B, h B, B,
Como B, = B,, da igualdade acima vem B = B.,.

Se as secbes tém areas iguais (B} = B.), pelo principio de Cavalieri os
solidos T, e T, tém volumes iguais (sao equivalentes), isto &, VTl = VT2.

180. Decomposi¢ao de um prisma triangular

Todo prisma triangular € soma de trés piramides triangulares (tetraedros)
equivalentes entre si (de volumes iguais).
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Seja o prisma triangular ABCDEF.

T, = C(DEF)
ou
T, = E(CDF)
A C
B \ E D
E
A C
B A C
T, = E(ABCQ) T, = E(ACD)

Cortando esse prisma pelo plano (A, C, E), obtemos o tetraedro T, = E(ABC)
e a piramide quadrangular E(ACFD).

Cortando a piramide E(ACFD) pelo plano (C, D, E), obtemos o tetraedro T, = C(DEF)
[ou T, = ECDF)] e T, = E(ACD).

Temos, entao:

Prisma ABCDEF = T, + T, + Ty = Vp 0=V +Vp + Vo

prisma
As piramides T, = E(ABC) e T, = C(DEF) tém o mesmo volume, pois pos-
suem as bases (ABC e DEF) congruentes e a mesma altura (a do prisma). Entao,
VT1 = VT2. (1)
As piramides T, = E(CDF) e T, = E(ACD) tém o mesmo volume, pois tém as
bases (CDF e ACD) congruentes (note que CD é diagonal do paralelogramo ACFD)
e mesma altura (distancia de E ao plano ACFD). Entao, VT2 = VT3' (2)

De (1) e (2) vem: VT1 = VT2 = VT3_
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181. Volume do tetraedro

Seja B a area da base e h a medida da altura do prisma do item anterior.

Notemos que B € a area da base e h € a medida da altura do tetraedro T,.

VT3

Em vista do teorema anterior e fazendo VTl = VT2 = = VT:

Vo o+ Vp Vg =V = 3,=B-h =

prisma

182. Volume de uma piramide qualquer

Seja B a area da base e h a medida
da altura de uma piramide qualquer. Esta
piramide é soma de (n — 2) tetraedros.

A e
_ 1 1 1
=V = gBlh + §B2h + -+ EBn_2h =

—V = %(B1 +B, + - + B, ,)h=

183. Conclusao

O volume de uma piramide € um terco do produto da area da base pela
medida da altura.
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IV. Area lateral e area total da piramide

184. [A area lateral de uma piramide é a soma das dreas das faces laterais. j

A, = soma das areas dos triangulos que sao faces laterais.

185. | A area total de uma piramide é a soma das dreas das faces laterais com
a area da base.

A, = A, + Bem que B = area da base.

186. Piramide regularx

Numa piramide regular, sendo:
2p = medida do perimetro da base

m = medida do apétema da base

30
m' = medida do ap6tema da pirémide,
Temos:
2
Area lateral: A, = nA, = n- %gm- = [A, =pm

Areatotal: A, =A,+B = A =pm'+pm = [At = p(m + m')]

Volume: V = %B-h = | v

I
Wl
o
3
>

Relacdo: m'2 = h2 + mZ2.

O angulo a entre o ap6tema da base m e o apétema da piramide m' é o
angulo que a face lateral forma com a base.
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EXERCICIOS

384. Calcule a area lateral, a area total e o volume das piramides regulares, cujas
medidas estao indicadas nas figuras abaixo.

10 cm

4 cm

385. De um tetraedro regular de aresta a, calcule:
a)a area total (A)
b)a medida h da altura
c) o seu volume (V)

Solucao

{)
"l
Wi

w

C

tetraedro face (base)

a) Areatotal: A, =4-B = At=4(%-a~%) = A, = a’J3
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386

387.

388.

389.

390.

391.

392

393.

b) Calculo da altura:
2
AMGB = h2 = a2 — (BG? = h2:a2—(%):>h2:%a2:>

av2 -3
3

ou ainda h =

2
c) Vqume:V=%B-h,emque B:#eh = %,entéo

V\%\.aQ'Al}@.a\/ﬁ?)'bg :V:M

12

3
Resposta:A, = a2y3,h = axg/é oV = a1\2/§_

. Sabendo que a aresta de um tetraedro regular mede 3 cm, calcule a medida de

sua altura, sua area total e seu volume.

Determine a medida da aresta de um tetraedro regular, sabendo que sua super-
ficie total mede 943 cm2.

Calcule a altura e o volume de um tetraedro regular de area total 124/3 cm?.

Determine a medida da aresta de um tetraedro regular, sabendo que seu volu-
me mede 182 m3.

Calcule a area total de um tetraedro regular cujo volume mede 1442 m3.

Determine a medida da aresta de um tetraedro regular, sabendo que, aumenta-
da em 4 m, sua drea aumenta em 403 mZ2.

. Calcule a medida da altura de um tetraedro regular, sabendo que o perimetro da

base mede 9 cm.

Calcule a aresta da base de uma piramide regular, sabendo que o ap6tema da
piramide mede 6 cm e a aresta lateral 10 cm.
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394.De uma piramide regular de base quadrada sabe-se que a area da base é
32 dm? e que o apétema da piramide mede 6 dm. Calcule:

a) a aresta da base (€); d) a aresta lateral (a);
b) o ap6étema da base (m); e) a area lateral (A));
c) a altura da piramide (h); f) a area total (A).
Solucao
\Y
D C
\\\O,// m' a
/?\
/, ! \\
s m' N
7’ 1 ~
/, Mh \\ M ol
A B B |C
¢ ¢

a) aresta da base
(2=B = (2=32 = (=432 = (=4V2dm

b) apdétema da base

m=§:>m=%:>m=2x/§dm

c) altura da piramide

AVOM: h? = m? — m? = h2 = 62 — (22) = h = 247 dm

d) aresta lateral ) )

AWC: @ = (m) + (%) = a2 = 6% + (%) = a = 2411 dm
e) area lateral

A, =4 %€-m' = A= 4 % 42 -6 = A, = 482 dm?

f) area total

A=A, +B= A =482 + 32 = A = 16(3V2 + 2) dm?

395. A base de uma piramide de 6 cm de altura é um quadrado de 8 cm de perime-
tro. Calcule o volume.

396. Calcule a area lateral e a area total de uma piramide triangular regular cuja
aresta lateral mede 82 cm e cuja aresta da base mede 36 cm.
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do 7 m a medida do seu ap6tema e 8 m o perimetro da base.

7 cm de ap6tema, sendo 2 cm o raio do circulo circunscrito a base.

397. Calcule a area lateral e a area total de uma piramide quadrangular regular, sen-

398. Determine a area lateral e a area total de uma piramide triangular regular de

399. Calcule a medida da area lateral de uma piramide quadrangular regular, saben-

do que a area da base mede 64 m2 e que a altura da piramide é igual a uma

das diagonais da base.

face oposta ao triedro trirretangular.

Solucao

Sejam x, y e z as medidas das arestas
do triedro trirretangulo. O tetraedro € uma
piramide de altura z cuja base é um trian-
gulo retangulo de catetos x e y.

V:18~h:>V=l-(lxy)~z=>
g 3 \2
:V:ixyz (a)

6

Calculo de x, y e z:
X2 +y2=c? (1)
(1) +(2) + (3)

x2 + 22 =b? (2)

y2 + 22 =a? (3)
= 2 +2y2+22=a2+b2+c? =

2+2+2
a b 0(4)

=x2 +y2 +22 = >

a2 + b2 — ¢?

@) -(1) =2 =270 76 ;-

4 -2 =y =

(4)- (1) = @ =

2 2

a2 — b2 + ¢?

2 _ p2 2
ﬁy:fa b= + ¢
2 2

—a2 + b? + ¢?
2

Substituindo em (a), vem:

V= i\/2(—a2 + b2 + 02)(a2 = [# 4+ 02)(a2 [ = 02)
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401.

402.

403.

404.

405.

406.

407.

408.

409.

410.

PIRAMIDE

Numa piramide triangular PABC, o triedro de vértice P € trirretangulo. O triangulo
ABC da base € equilatero de lado 4 cm. Calcule o volume da piramide.

Uma piramide tem por base um retangulo cuja soma das dimensoes vale 34 cm,
sendo uma delas equivalente a % da outra. Determine as dimensdes da base
e a area total da piramide, sabendo que a altura mede 5 cm e a sua projegao

sobre a base é o ponto de intersecao das diagonais da base.

Uma piramide tem por base um retangulo cujas dimensées medem 10 cm e
24 cm, respectivamente. As arestas laterais sao iguais a diagonal da base.
Calcule a area total da piramide.

Calcule a area da base de uma piramide quadrangular regular cujas faces la-
terais sdo triangulos equilateros, sendo 81+/3 cm?2 a soma das &reas desses
triangulos.

Calcule a area lateral de uma piramide quadrangular regular, sabendo que uma
diagonal da base mede 3+/2 ¢cm e que o apétema da piramide mede 5 cm.

Determine a area lateral de uma piramide quadrangular regular, sendo 144 cm?
a area da base da piramide e 10 cm a medida da aresta lateral.

Determine a area da base, a area lateral e a area total de uma piramide
triangular regular, sabendo que a altura e a aresta da base medem 10 cm
cada uma.

Calcule a area lateral de uma piramide quadrangular regular, sabendo que a dia-
gonal da base da piramide mede 82 cm e a aresta lateral é igual & diagonal
da base.

Sendo 192 m? a é&rea total de uma piramide quadrangular regular e 3V2 mo
raio do circulo inscrito na base, calcule a altura da piramide.

Uma piramide regular hexagonal de 12 cm de altura tem aresta da base medin-
do %cm. Calcule: apétema da base (m), apétema da piramide (m'), aresta

lateral (a), area da base (B), area lateral (A,), area total (A) e volume (V).

10 | Fundamentos de Matematica Elementar 191



PIRAMIDE

411

Solugao

€
Piramide Base Face lateral

Apétema da base:m = % —m = 10:;/§ .

oG

= m = 5cm.

Apétema da piramide: (m')2 =h2 + m2 = (m')2 =122+ 52 =
=m' =13 cm.

2
Aresta lateral:a2 = (m')2 + (g) N

2
:>a2=132+(%) :a=%399cm.

Areadabase:B=6-l€m:>B=6-1-M-5:>
2 2 3
= B = 50/3 cm?2.
Area lateral: A, = 6 =¢m' = A —6'2~M~13:>
¢ 2 4 2 3

= A, = 1303 cm?2.

4

Area total: A, = A, + B = 130V3 + 5043 = A, = 1803 cm?.

Volume: V = %B-h = V= % . 503 - 12 = V = 2003 cm?.
.Calcule a area lateral e a area total de uma piramide regular hexagonal cujo

ap6étema mede 4 cm e a aresta da base mede 2 cm.
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412.

413.

414.

415.

416.

417.

418.

419.

420.

421

422,

423.

424,

PIRAMIDE

Calcule a aresta lateral de uma piramide regular, sabendo que sua base é um
hexagono de 6 cm de lado, sendo 10 cm a altura da piramide.

A base de uma piramide regular € um hexagono inscrito em um circulo de 12 cm
de diametro. Calcule a altura da piramide, sabendo que a area da base é a dé-
cima parte da area lateral.

Calcule a area lateral e a area total de uma piramide regular hexagonal, sendo
3 cm sua altura e 10 cm a medida da aresta da base.

Calcule a area lateral e a area total de uma piramide regular hexagonal cujo
apoétema mede 20 cm, sendo 6 cm a medida do raio da base.

Uma piramide regular de base quadrada tem o lado da base medindo 8 cm e
a area lateral igual a % da area total. Calcule a altura e a area lateral dessa

piramide.
A aresta lateral de uma piramide quadrangular regular mede 15 cm e a aresta
da base 10 cm. Calcule o volume.

Calcule o volume de uma piramide de 12 cm de altura, sendo a base um losan-
g0 cujas diagonais medem 6 cm e 10 cm.

Se a altura de uma piramide regular hexagonal tem medida igual a aresta da
base, calcule o seu volume, sendo a a aresta da base.

Determine a razao entre os volumes de uma piramide hexagonal regular cuja
aresta da base mede a, sendo a a medida de sua altura, e uma piramide cuja
base é um triangulo equilatero de lado a e altura a.

- Calcule a razéo entre os volumes de duas piramides, P, e P,, sabendo que os

vértices sdo os mesmos e que a base de P, € um quadrado obtido ligando-se
os pontos médios da base quadrada de P, .

A area da base de uma piramide regular hexagonal € igual a 216+/3 m2. Deter-
mine o volume da piramide, sabendo que sua altura mede 16 m.

Determine o volume de uma piramide triangular regular, sendo 2 m a medida da
aresta da base e 3 m a medida de suas arestas laterais.

0 volume de uma piramide triangular regular é 64+/3 cm3. Determine a medida
da aresta lateral, sabendo que a altura é igual ao semiperimetro da base.
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425. Uma piramide triangular tem como base um triangulo de lados 13, 14 e 15; as

outras arestas medem @. Calcule o volume.
8

Solucao

As arestas laterais sendo con-
gruentes, a projecao ortogonal
do vértice sobre o plano da base
€ o circuncentro O (centro da cir-
cunferéncia circunscrita) do trian-
gulo ABC. A altura é VO.

v=131g.hn @
3

Tomando a como unidade, vem:
Area da base:

B = Jp(p —3)(p ~ b)(p ) —~B=421-8-7-6 =B =84
a=13,b=14,¢c = 15

Altura:
R—abkc L p_13-14-15 o _ 65
4B 4 -84 8
2 2
425 65 105
AVOA h2=(—) —(—) = h = —
= 8 8 2
Substituindo em (1), vem:
v=2.84.105 - 1470
3 2

Resposta: 1470.

426. Calcule o volume de uma piramide triangular regular, sabendo que o ap6étema
da base mede 4 cm e o apétema da piramide 5 cm.

427.Uma piramide triangular regular tem as medidas da altura e da aresta da base
iguais a 6 cm. Calcule a area da base, a area lateral, a area total e o volume
dessa piramide.
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428. Calcule a area total e o volume de um octaedro regular de aresta a.

Solucao
a a a aV2
2
&
a a
a
Area:

A area de uma face (S) é a area de um triangulo equilatero de lado a;

2
portanto, S = #_
A superficie total & a reunidao de 8 faces; entao:

2
At=8-3=>At=8-# = A, = 2a%3.
Volume:

O octaedro regular € a reuniao de 2 piramides de base quadrada de lado
a e de altura igual a metade da diagonal do quadrado; entao:

3
Vzg(ig.h):V:21.32.ﬂ :V:ﬂ
3 3 2 3

429. Calcule a area total e o volume de um octaedro regular de 2 cm de aresta.

430. Calcule o volume da piramide quadrangular regular, sabendo que sua base é
circunscrita a um circulo de 6 cm de raio e que a aresta lateral mede 12 cm.

431.Uma piramide regular de base quadrada tem lado da base medindo 6 cm e area

lateral igual a 5 da area total. Calcule a altura, a area lateral e o volume dessa
piramide.

432. Calcule o volume de uma piramide hexagonal regular, sendo 24 cm o perimetro
da base e 30 cm a soma dos comprimentos de todas as arestas laterais.

433. Calcule o volume de uma piramide regular hexagonal, sendo 6 cm a medida da
aresta da base e 10 cm a medida da aresta lateral.
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434.

435.

436.

437.

438.

439.

440.

441.

442,

443.

0 volume de uma piramide regular hexagonal é 60+/3 m3, sendo 4 m o lado do
hexagono. Calcule a aresta lateral e a altura da piramide.

A aresta da base de uma piramide regular hexagonal mede 3 m. Calcule a altura
e o volume dessa piramide, sendo a superficie lateral 10 vezes a area da base.

A base de uma piramide € um triangulo cujos lados medem 13 m, 14 me 15 m.
As trés arestas laterais sao iguais, medindo cada uma 20 m. Calcule o volume
da piramide.

0 volume de uma piramide é 27 m3, sua base é um trapézio de 3 m de altura,
seus lados paralelos tém por soma 17 m. Qual é a altura dessa piramide?

Determine o volume de uma piramide triangular cujas arestas laterais sao de
medidas iguais, sabendo que o triangulo da base tem os lados medindo 6 m,
8 m e 10 m e que sua maior face lateral € um triangulo equilatero.

A area lateral de uma piramide triangular regular € o quadruplo da area da base.
Calcule o volume, sabendo que a aresta da base mede 3 cm.

Calcule as areas lateral e total de uma piramide triangular regular, sabendo que
sua altura mede 12 cm e que o perimetro da base mede 12 cm.

Determine a altura de uma piramide triangular regular, sabendo que a area total
é 36+/3 cm2 e o raio do circulo inscrito na base mede 2 cm.

Calcule a medida do diedro formado pelas faces laterais com a base de uma pi-
ramide regular, sabendo que o ap6étema da piramide mede o dobro do apétema
da base.

Determine a medida da altura e da aresta lateral de uma piramide que tem por
base um triangulo equilatero de lado 16 cm, sabendo que as faces laterais
formam com o plano da base angulos de 60°.

Solucao
O ap6tema da base m é dado por
m=1.68 _ &3
3 2 6
em que ¢ = 16. Portanto,
_ 16J3 _ 83
6 3
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445.

446.

PIRAMIDE

Caélculo da altura h:

No triangulo VGM, temos:
tg60°=%:>h=m«/§:>h=%-\/§=8
Célculo da aresta lateral a:

12 modo:
O ap6tema m' da piramide é dado por:

2
(M) = h? +m? = (m)? = 8 + (%) =

9 9

No AVMC, vem:

:a2:@+64=a:‘/13ﬁ=>a:8—“21
9 9 3

29 modo:
No AVGA, temos:

2
2 . N
a2=h2+(AG)2:>a2:82+(g-16\/§) _ A Sl

3 2 9 3

821

Resposta: A altura mede 8 cm e a aresta lateral T cm.

Uma piramide tem por base um triangulo equilatero de lado a. As faces laterais
formam com o plano da base diedros de 60°. Calcule a altura, o comprimento
das arestas e o volume da piramide.

Uma piramide tem por base um hexagono regular de lado a, e cada aresta late-
ral da piramide mede 2a.

a) Qual o angulo que cada aresta lateral forma com o plano da base?

b) Calcule, em fungao de a, a area lateral, a area total e o volume da piramide.

Uma piramide quadrangular regular tem 4 cm de aresta da base e 25 cm de
aresta lateral. Calcule o angulo que a face lateral forma com a base.

10 | Fundamentos de Matematica Elementar 197



PIRAMIDE

447.As faces laterais de uma piramide quadrangular regular de 6 m de aresta da
base formam 60° com o plano da base. Calcule o volume V e a area total dessa
piramide.

448. Duas arestas opostas de uma piramide quadrangular regular medem 2 m e for-
mam, no interior do sélido, um angulo de 120°. Calcule o volume da piramide.

449. Determine o volume de uma piramide cuja aresta lateral forma um angulo de
60° com a diagonal do retangulo da base, sendo 28 m o perimetro desse retan-
gulo e % a razao entre suas dimensoes.

450. A base de uma piramide é um losango de lado 15 dm. A face lateral forma com

a base um angulo de 45°. A maior diagonal da base mede 24 dm. Determine o
volume da piramide.

451. Calcule o volume de uma piramide triangular cuja base tem os lados medindo
12 cm, 15 cm e 9 cm, a aresta lateral 12,5 cm, e sabendo que a projecédo do
vértice da piramide coincide com o circuncentro da base.

452. Calcule a aresta da base de uma piramide regular hexagonal, sendo 30+/3 cm?
a area lateral e 2+/7 cm a medida da aresta lateral.

Solugao \%

B———C
¢

Piramide Face
Ag :30\/§:>6~(%~€m')=30x/§:>€m‘:10\/§:>m':_10£/§

2
AVMC : (fﬂ')2 +(§) =a? ﬁ(rﬁ')2 +% 2(2\/7)2 =>4(m')2 +¢2 =112

2
4(102/5) L g2 :112:%“}2 =112 ¢* —112¢% +1200 =0

Resolvendo a equacao acima, obtemos: ¢ = 2J3 ou ¢ = 10.
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453.

454.

455.

456.

457.

458.

10

PIRAMIDE

A solucao £ — 10 nao convém, pois, sendo € = 10, 0 apétemam' = %
resulta m' = V3 e o apétema da base m = % resulta m = 543 e,

com isso, teremos a hipotenusa m' menor que o cateto m.

Resposta: A aresta da base mede 243 cm.

Calcule o volume de uma piramide triangular regular, sendo 20 cm a medida de
sua aresta lateral e 36+/3 cm o perimetro do tridngulo da base.

Consideremos uma piramide de base quadrada, em que uma aresta lateral é
perpendicular ao plano da base. A maior das arestas laterais mede 6 cm e forma
um angulo de 45° com a base. Calcule a area da base e o volume da piramide.

A agua da chuva é recolhida em um pluvidmetro em forma de piramide quadran-
gular regular. Sabendo que a agua alcanca uma altura de 9 cm e forma uma
pequena piramide de 15 cm de aresta lateral e que essa agua € vertida em um
cubo de 10 cm de aresta, responda: que altura alcancara a agua no cubo?

Calcule a superficie lateral, a superficie total e o volume de uma piramide que tem
por vértice o centro da face de um cubo de aresta a e por base a face oposta.

Uma piramide regular tem a base coincidente com uma das faces de um cubo
de aresta a e é exterior ao cubo. Calcule a altura da piramide em funcao da
aresta a do cubo, sabendo que o volume do cubo somado com o volume da
piramide é 3a3.

Um tetraedro regular SABC de aresta a € cortado por um plano que passa pelo
vértice A e pelos pontos D e E situados respectivamente sobre as arestas SB e

SC. Sabendo que SD = SE = % SC, ache o volume da piramide ASDE.

Solucao A V= % ‘B-
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PIRAMIDE

Area da base: B = i(i)(é)ﬁ = B = &
2 \4 4 2 64

Altura: A altura de ASDE é a distancia entre A e o plano SDE; entdo h é
igual a altura do tetraedro regular de aresta a, isto €,

ax/g _ a3-42
= .
Substituindo B e h em (1), vem:

:E\' a2\7§\ aJ— \7§ _ a3J§

192

h:

459.Uma piramide quadrangular regular tem as arestas laterais congruentes as
arestas da base. Determine a area da secao obtida nesse poliedro por um
plano que passa pelo vértice e pelos pontos médios de dois lados opostos da
base, sendo a a medida das arestas laterais.

460. Os lados da base de uma piramide triangular sao AB = 20 cm, BC = 12 cm e
AC = 16 cm. As trés arestas laterais sdo VA = VB = VC = 10+2cm. Fazse
passar um plano secante pelo vértice A e pelos pontos médios M e P das ares-
tas VB e VC, respectivamente. Calcule os volumes das piramides de vértice A e
de bases VMP e MPCB, respectivamente.

Solucao
v

10V2

(VOy?
(VQP? =
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PIRAMIDE

Chamemos de V,, V, e V5 os volumes das piramides VABC, AVMP e
AMPCB, respectivamente.

Calculo de V,:

_ L . _ 11 45, .
V = Z(Area AABC) - (VO) = V, 3(2 12 16) 10 =

=V, =320 cm?3

Calculo de h:

Distancia de A ao plano VBC.

%(BC)(VQ) — Area AVBC =

Area AVBC = 212 - 2441 = 1241 cm?

N =

v, = %(Area AVEC) -h = % 1241 -h = 320 =

320 _ ,_ 80 .,

—= =
4441 V41

= h =

Calculo de V.,:

Area AVMP = Z(Area AVEC) = Area AVMP = 341 om?

a8 1 80
V, = =(Area AVMP) -h = V, = = -3J41 - — = V, = 80cm?3
2 3( ) 2 3 [41 2

Calculo de V,:
V=V, -V, = V;,=320-80 = V3=24Ocm3

Resposta: Os volumes sdo respectivamente 80 cm3 e 240 cm?3.

461. Calcule a area da segao determinada em um tetraedro regular, por um plano
que contém uma aresta do tetraedro e é perpendicular a aresta oposta, saben-
do que a area total do tetraedro vale 643 mZ2.

462. Seja um triedro de vértice S, cujos angulos das faces medem 60°. Tomamos
SA = a e pelo ponto A tracamos um plano perpendicular a SA, que corta as
outras arestas em B e C. Calcule as arestas do tetraedro SABC, sua area total
e seu volume.
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PIRAMIDE

463. A base de uma piramide de vértice V € um hexagono regular ABCDEF, sendo
AB = 6 cm. A aresta lateral VA é perpendicular ao plano da base e igual ao
segmento AD. Prove que quatro faces laterais sao triangulos retangulos e ache
as suas areas.

Solugao

Y

a) Prova de que quatro faces laterais sao triangulos retangulos:

VA L AB = AVAB é retangulo em A
VA 1 plano (ABCDEF) = {VA L AF = AVAF é retangulo em A

. VA 1L CD
C pertence a circunfe- = CD 1 plano (VAC) =

réncia de diametro AD = AC L CD — AVCD é retangulo

Analogamente, AVED é retangulo em E.
b) Calculo das areas:
1°) Os triangulos VAB e VAF tém érea igual a % -6-12 = 36 cm?2.

2°) Os triangulos VCD e VED tém areas S iguais.
Calculo de S:
S = %(CD) -(VC) =S = 3-(VC) (1)
AACD = (AC)2=122-62 = (AC)2 =108
AVAC = (VC)2 = (VA2 = (VC)2 =252 = VC= 67
Substituindo em (1), vem:
S=3:6J7 = S=18J7 cm2.
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464.

465.

466.

467.

468.

469.

470.

471.

PIRAMIDE

Calcule o volume de uma piramide regular de altura h, sabendo que essa pira-
mide tem por base um poligono convexo cuja soma dos angulos internos € nm
e a relacao entre a superficie lateral e a area da base € k.

Se K é a medida da aresta de um tetraedro regular, calcule a altura do tetraedro
em funcao de K.

A base de uma piramide reta de altura 3r € um hexagono regular inscrito numa
circunferéncia de raio r. Determine o volume da piramide.

Seja ABCD um tetraedro regular. Do vértice A traca-se a altura AH. Seja M o
ponto médio do segmento AH. Mostre que as semirretas MB, MC e MD sao as
arestas de um triedro trirretangulo.

A figura é a planificacao de um poliedro
convexo (A = B = C = D; E = F). Calcule
seu volume.

Seja ABCDEFGH um cubo no qual AB, AC, \ i
AD, EF, EG, EH sao seis de suas 12 ares- \ : N
tas, de sorte que A e E sao vértices opos- N

tos. Calcule o volume do sélido BCDFGH 5 N
em termos do comprimento ¢ das arestas c‘/j B S
do cubo. P S~ H

E possivel construir uma piramide regular de 7 vértices com todas as arestas
congruentes, isto €, da mesma medida? Justifique.

Calcule o volume de uma piramide P, quadrangular regular, dado o volume de
uma piramide P, igual a 48 m3 e sabendo que a base de P, é formada pelos
pontos médios das arestas da base de P,, e cujo vértice € um ponto pertencen-
1

te a altura de P,, estando esse ponto situado a 3

do vértice de P,
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PIRAMIDE

472.

473.

474.

475.

476.

477.

478.

479.

480.

Na figura, a piramide regular de base ABCD e
altura VH possui todas as arestas medindo
4 m. Sabendo que V, € ponto médio de VH e
que M, M,, M, e M, séo pontos médios dos
lados da base ABCD, forneca:

a) o valor do lado M,M,;

b) a area do poligono M;M,M;M,;

¢) o volume da piramide V,M;M,M;M,.

Na piramide ABCDE, a base € um retangulo de 6 m por 4 m. A aresta DE € a
altura e mede 8 m. Prove que as quatro faces laterais sao tridngulos retangulos
e calcule a area total da piramide.

Entre o volume V, a area lateral A, a area total S de uma piramide quadrangular
regular existe a relagao:
36V2 = S(S — A)(2A — S).

Prove que o volume de um tetraedro ABCD € a sexta parte do produto da menor
distancia entre duas arestas opostas AB, CD, pela area do paralelogramo cujos
lados sao iguais e paralelos a essas arestas.

Prove que o volume de um tetraedro € igual a terca parte do produto de uma
aresta pela area do triangulo, proje¢ao do sélido sobre um plano perpendicular
a essa aresta.

Todo plano conduzido por uma aresta de um tetraedro e pelo ponto médio da
aresta oposta divide o tetraedro em duas partes equivalentes.

Sejam a, b, ¢ as arestas do triedro trirretangulo de um tetraedro e h a altura
relativa ao vértice desse triedro. Demonstre que:

Consideremos um triedro trirretangulo ABCD de vértice A, um ponto P interior,
cujas distancias as faces ABC, ABD, ACD sao a, b, c, e pelo ponto P fagamos
passar um plano que corta as arestas AB, AC, AD em M, N, Q.

a) Demonstre que e &= + 2 + C

AQ AN AM

b) Como deve ser escolhido esse plano para que o volume do tetraedro AMNQ
seja minimo?

= 1 e reciprocamente.

Prove que o plano bissetor do angulo diedro de um tetraedro divide a aresta
oposta em segmentos proporcionais as areas das faces do diedro.
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481.

482.

483.

484.

PIRAMIDE

Demonstre que os segmentos que unem os vértices de uma piramide triangular
com 0s baricentros das faces opostas se interceptam em um ponto e se divi-

dem por esse ponto na relacao %

Obtenha um ponto do interior de um tetraedro que, unido aos quatro vértices,
determine quatro tetraedros equivalentes.

Consideremos um tetraedro ABCD e um ponto P em seu interior. Tracamos AP,

BP, CP e DP, que cortam as faces opostas em M, N, R e Q. Demonstre que:
PM , PN, PR, PQ _

AM BN CR DQ

Mostre que, se dois tetraedros tém um triedro comum, seus volumes sao pro-
porcionais aos produtos das arestas desse triedro.

Solugao

Sejam S(A,B,C,) e S(A,B,C,) os tetrae-
dros com o triedro S comum.

C,C; = altura relativa a face SA,B,
C,C, = altura relativa a face SA,B,

H = altura de SA,B, relativa a SA;

h = altura de SA,B, relativa a SA,

1 4 (]
Volume S(A,B,C,)  3(Ar€@SAB,) - C,C

12171 =
Volume S(A B C) % (Area SAB,) - C C
v ZsA)-H-CC PR co
_ B N W R« B o
v, % Sh,)-h-C.C; V, SA, h G

Por semelhanca de triéngulo:ﬂ = S5 e Sl = oy

SESRNCTC] SC,

substituindoH ¢ 1% yem, Yo _ A 5By SC,
2
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PIRAMIDE

485.

486.

487.

488.

489.

490.

491.

492

493.

Seja uma piramide triangular regular ABCD e um ponto P situado na sua altura
AH. Por esse ponto passamos um plano qualquer que intercepta as arestas do
triedro de vértice A, sendo M, N, Q os pontos de intersecao. Demonstre que:
1 + 1 + 1 _ k, sendo k constante.

AM AN AQ

A base de uma piramide € um paralelogramo. Determine o plano que a divide
em dois sélidos de iguais volumes, sabendo que esse plano contém um dos
lados da base.

Prove que, em todo tetraedro de arestas opostas ortogonais:

a) os produtos das arestas opostas estao na razao inversa das mais curtas
distancias entre essas arestas;

b) as somas dos quadrados das arestas opostas sao iguais e a soma dos
quadrados dos produtos das arestas opostas € igual a quatro vezes a soma dos
quadrados das quatro faces;

c) a soma dos seis diedros e dos doze angulos formados pela intersecao de
cada aresta com as duas faces que ela corta é igual a doze angulos retos.

Mostre que a secao obtida da intersecao de um plano com um tetraedro € um
paralelogramo.

Prove que a soma dos volumes das piramides que tém por bases as faces late-
rais de um prisma e por vértice comum um ponto O qualquer interior a uma das
bases é constante. Calcule o valor dessa constante, se o volume do prisma é V.

Consideremos um triedro de vértice P e sobre suas arestas os segmentos
PA = a, PB = b, PC = ¢, de maneira que a area lateral da piramide PABC seja
igual a 3d2. Determine as medidas de a, b, ¢, de modo que o volume dessa
piramide seja maximo sabendo que BCP = o, CPA = B e APB = ¢.

Em um tetraedro:

a) a soma dos quadrados de dois pares de arestas é igual a soma dos
quadrados das arestas opostas do terceiro par mais quatro vezes o quadrado
da distancia entre os pontos médios destas duas Ultimas arestas;

b) a soma dos quadrados das seis arestas € igual ao quadruplo da soma dos
quadrados dos trés segmentos que unem os pontos médios das arestas opostas.

. Se um tetraedro tiver trés faces equivalentes, a reta que une o vértice comum

a essas trés faces ao ponto de concurso das medianas da face oposta estara
igualmente inclinada sobre os planos dessas trés faces e reciprocamente.

Seja umtriedro de faces iguais, e consideremos os segmentos AM = AN = AP = a,
todos partindo do vértice A. Qual deve ser o valor comum do angulo dessas fa-
ces para que:

a) a superficie lateral do tetraedro AMNP, de base MNP, seja maxima?

b) o volume desse tetraedro seja maximo?
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Cilindro

I. Preliminar: no¢oes intuitivas de geragao de
superficies cilindricas

187. superficies regradas desenvolviveis r
cilindricas sao superficies geradas por uma

reta g (geratriz) que se mantém paralela a

uma reta dada r (direcao) e percorre 0S pon-

tos de uma linha dada d (diretriz).

g/lr

Sao superficies regradas por serem geradas por retas e desenvolvidas por
poderem ser aplicadas, estendidas ou desenvolvidas num plano (planificadas) sem
dobras ou rupturas.

188. Como exemplos, temos:
se a diretriz € uma reta nao paralela a r, a superficie cilindrica gerada € um plano.

se a diretriz € um segmento de reta nao paralelo a r, a superficie cilindrica gerada
€ uma faixa de plano.

se a diretriz € um poligono (linha poligonal fechada), cujo plano concorre com r, a
superficie cilindrica gerada é uma superficie prismatica ilimitada.
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CILINDRO

se a diretriz € uma circunferéncia cujo plano concorre com r, a superficie cilindri-
ca gerada € uma superficie cilindrica circular. E, ainda, se o plano da circunferén-
cia é perpendicular a r, temos uma superficie cilindrica circular reta.

(7

plano

.

superficie prismatica

189. superficie cilindrica de rota-
c¢ao ou revolucao € uma superficie
gerada pela rotacao (ou revolugao) de
uma reta g (geratriz) em torno de uma
reta e (eixo), fixa, sendo a reta g para-
lela e distinta da reta e.

Considera-se que cada ponto
da geratriz descreve uma circunferén-
cia com centro no eixo e cujo plano é
perpendicular ao eixo.

A superficie cilindrica de revolu-
cao de eixo e, geratriz g e raio r € o
lugar geométrico dos pontos que es-
tao a uma distancia dada (r) de uma
reta dada (e).
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CILINDRO

190. Consideremos um circulo (regido cir- s
cular) de centro O e raio r e uma reta s nao
paralela nem contida no plano do circulo.

Chama-se cilindro circular ilimitado
ou cilindro circular indefinido a reuniao
das retas paralelas a s e que passam pe-
los pontos do circulo.

II. Cilindro

191. Definigao

Consideremos um circulo (regiao circular) de centro
O e raio r, situado num plano «, e um segmento de reta
PQ, nao nulo, nao paralelo € nao contido em a. Chama-
se cilindro circular ou cilindro a reuniao dos segmentos
congruentes e paralelos a PQ, com uma extremidade
nos pontos do circulo e situados num mesmo semies-
paco dos determinados por «.

Podemos também definir o cilindro como segue.

192. cilindro é a reunido da parte do cilindro circular ilimitado, compreendida entre
as secoes circulares formadas por dois planos paralelos e distintos.

_ -~

TS

[ e

=y,
i<y

>
S~
N -7
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CILINDRO

193. Elementos base

O cilindro possui: ® _

2 bhases: circulos congruentes situados em geratriz —

planos paralelos (as secoes citadas no item 192). . h
eixo (altura)

Geratrizes: sao 0s segmentos com uma
extremidade em um ponto da circunferéncia de
centro O e raio r e a outra no ponto correspon-
dente da circunferéncia de centro O' e raio r.

r é o raio da base. base

194. A altura de um cilindro é a distancia h entre os planos das bases.
195. Superficies

Superficie lateral é a reunido das geratrizes. A area dessa superficie € chama-
da area lateral e indicada por A,.

Superficie total € a reuniao da superficie lateral com os circulos das bases. A
area dessa superficie € a area total e indicada por A,.

196. Classificacao

Se as geratrizes sao obliquas aos planos das bases, temos um cilindro circu-
lar obliquo.

Se as geratrizes sao perpendiculares aos planos das bases, temos um cilindro
circular reto.

O cilindro circular reto € também chamado cilindro de revolugao, pois é gerado
pela rotagao de um retangulo em torno de um eixo que contém um dos seus lados.

cilindro obliquo cilindro reto cilindro de revolucéo

1 1
1 1
1 1

(o)

1
1

O eixo de um cilindro € a reta determinada pelos centros das bases.
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197. Secao meridiana

Secao meridiana é a interse¢ao do
cilindro com um plano que contém a reta
00' determinada pelos centros das ba-
ses.

A secao meridiana de um cilindro
obliquo € um paralelogramo e a secao me-
ridiana de um cilindro reto € um retangulo.

198. Cilindro equilatero

Cilindro equilatero é um cilindro cuja
secao meridiana é um quadrado; portanto,
apresenta:

g=h=2r

III. Areas lateral e total

199. Area lateral

A superficie lateral de um cilindro cir-
cular reto ou cilindro de revolucao é equi-
valente a um retangulo de dimensoes 2wr
(comprimento da circunferéncia da base)
e h (altura do cilindro).

Isso significa que a superficie lateral
de um cilindro de revolugao desenvolvida
num plano (planificada) € um retangulo de
dimensodes 27r € h.

Portanto, a area lateral do cilindro é

CILINDRO

2r

cilindro reto secdo meridiana

27r

Nota: A dedugao mais rigorosa desta formula encontra-se no final do capitulo

XIl, no item 230.
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CILINDRO

200. Area total base
( -9

A area total de um cilindro é a soma
da area lateral (A,) com as areas das duas
bases (B = mr?); logo:

superficie lateral h

A=A, +2B=A =2mrh + 2mr2 =

o
QO
73
0| =

:>[At = 27r (h + r)] -

IV. Volume do cilindro

201. consideremos um cilindro de altura h e &rea da base B, = B e um prisma
de altura h e area da base B, = B (o cilindro e o prisma tém alturas congruentes e
bases equivalentes).

Suponhamos que os dois sélidos tém as bases num mesmo plano « e estao
num dos semiespacos determinados por «.

Qualquer plano B paralelo a «, que secciona o cilindro, também secciona o pris-
ma e as secoes (B; e B, respectivamente) tém areas iguais, pois sao congruentes
as respectivas bases.

(B, =B,,B,=B, B, =B,=B)=B} =B,
Entao, pelo principio de Cavalieri, o cilindro e o prisma tém volumes iguais.

v

cilindro = Vprisma

Como V = B,h, ou seja, V = B - h, vem que V = B - h; ou resu-

prisma prisma cilindro

midamente:
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CILINDRO

Conclusao:

[O volume de um cilindro é o produto da area da base pela medida da altura. ]

Se B = mr?, temos:

EXERCICIOS

494. Calcule a area lateral, a area total e o volume dos sélidos cujas medidas estao
indicadas nas figuras abaixo.

a) cilindro equilatero C|I|ndro reto c) semicilindro reto

e N '.
1
2,5¢cm | 15mm
¢
\\_
8 mm

495. Represente através de expressoes algébricas a area lateral, a area total e o
volume dos cilindros cujas medidas estao indicadas nas figuras abaixo.

a) cilindro equilatero ) cilindro reto c) semicilindro reto

e I -
[N
1
I 2a
1
(a

496. Calcule o volume do cilindro obliquo da figura
ao lado em fungao de g.
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CILINDRO

497

498.

499.

500

501.

502.

503.

504.

505

506.

507.

508.

.A area lateral de um cilindro de revolugcao de 10 cm de raio é igual a reta da
base. Calcule a altura do cilindro.

Calcule a medida da area lateral de um cilindro circular reto, sabendo que o raio
da base mede 4 cm e a geratriz 10 cm.

O raio de um cilindro circular reto mede 3 cm e a altura 3 cm. Determine a area
lateral desse cilindro.

. Determine o raio de um circulo cuja area € igual a area lateral de um cilindro
equilatero de raio r.

Demonstre que, se a altura de um cilindro reto € a metade do raio da base, a
area lateral € igual a area da base.

Um cilindro tem 2,7 cm de altura e 0,4 cm de raio da base. Calcule a diferenca
entre a area lateral e a area da base.

Qual a altura de um reservatério cilindrico, sendo 150 m o raio da base e 900 m?2
sua area lateral?

Constroi-se um depdsito em forma cilindrica de 8 m de altura e 2 m de diametro.
Determine a superficie total do depdsito.

. Calcule a medida do raio da base de um cilindro equilatero, sabendo que sua
area total mede 300 cm? e a geratriz 40 cm.

Determine a medida da geratriz de um cilindro reto, sendo 250w cm? a medida
de sua area lateral e 10 cm o raio de sua base.

A &rea lateral de um cilindro de 1 m de altura é 16 m2. Calcule o diametro da
base do cilindro.

Calcule a area lateral, a area total e o volume de um cilindro equilatero de raio
igual a r.
Solucao
a) area lateral
A, = 2mrh A, = 2mr - 2r e
= 2
h=2r A, = 4ur h=2r

b) area total

At=A€+28} N A = 4mr? + 22
B = mr2 A, = 6mr?

c) volume

V=marth=V=mar? 2r=V=2qr
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509.

510.

511.

512.

513.

514.

515.

516.

517.

518.

CILINDRO

Determine a area lateral de um cilindro equilatero, sendo 15 cm a medida de
sua geratriz.

Calcule a area total de um cilindro que tem 24 cm de diametro da base e 38 cm
de altura.

Determine a medida do raio de um circulo cuja area € igual a area total de um
cilindro equilatero de raio r.

Determine a area lateral e o volume de um cilindro de altura 10 cm, sabendo
que a area total excede em 50 cm? sua &rea lateral.

Quantos metros cubicos de terra foram escavados para a construcao de um
poco que tem 10 m de diametro e 15 m de profundidade?

Um vaso cilindrico tem 30 dm de diametro interior e 70 dm de profundidade.
Quantos litros de agua pode conter aproximadamente?

O raio interno de uma torre circular é de 120 cm, a espessura 50 cm e o volume
145w m3. Qual é a altura da torre?

Um pluviémetro cilindrico tem um diametro de 30 cm. A agua colhida pelo pluvi6-
metro depois de um temporal é colocada em um recipiente também cilindrico,
cuja circunferéncia da base mede 20w cm. Que altura havia alcangado a agua
no pluvibmetro, sabendo que no recipiente alcancou 180 mm?

Qual o valor aproximado da massa de mercurio, em quilogramas, necessaria
para encher completamente um vaso cilindrico de raio interno 6 cm e altura
18 cm, se a densidade do merctrio é 13,6 g/cm3?

Solucao

a) Volume

V = wr2h
V=m-62-18 =7 -36 - 18 = 648w cm?

b) Densidade

d = % — 13,6 = — m=8812,8m

648w
m = 8812,8 - 3,14 = 27672,192 = 27672,2 g = 27,672 kg

Calcule a area lateral, a area total e o volume de um cilindro reto de 5 cm de
raio, sabendo que a secao meridiana é equivalente a base.
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519.

520.

521.

522.

523.

524.

525.

526.

527.

528.

529.

530.

531.

532

533.

534

535.

O que ocorre com o volume de um cilindro quando o diametro da base dobra?
E quando quadruplica? E quando fica reduzido a metade?

Determine o volume de um cilindro de revolugao de 10 cm de altura, sendo sua
area lateral igual a area da base.

Determine o volume de um cilindro reto, sabendo que a area de sua base é
igual a sua area lateral e a altura igual a 12 m.

0 desenvolvimento da superficie lateral de um cilindro € um quadrado de lado a.
Determine o volume do cilindro.

Determine a altura de um cilindro reto de raio da base r, sabendo que é equiva-
lente a um paralelepipedo retangulo de dimensoes a, b e c.

A altura de um cilindro reto € igual ao triplo do raio da base. Calcule a area
lateral, sabendo que seu volume é 46 875w cm3.

Qual é a altura aproximada de um cilindro reto de 12,56 cm? de area da base,
sendo a area lateral o dobro da area da base?

Determine a area lateral de um cilindro reto, sendo S a area de sua secao me-
ridiana.

Determine a razao entre a area lateral e a area da segao meridiana de um cilin-
dro reto.

Calcule a area lateral de um cilindro equilatero, sendo 289 cm? a area de sua
secao meridiana.

Determine o volume de um cilindro reto de raio r, sabendo que sua area total é
igual a area de um circulo de raio 5r.

Determine a area total de um cilindro, sabendo que a érea lateral € igual a 80 cm?
€ a sua sec¢ao meridiana € um quadrado.

Determine a area total de um cilindro equilatero, sendo S a area de sua secao
meridiana.

.Qual a razao entre a area total e a area lateral de um cilindro equilatero?

Uma pipa cilindrica tem profundidade de 4,80 dm. Determine a medida do seu
diametro, sabendo que a sua capacidade € de 37680 litros. (Adote m = 3,14.)

. ) 5 . . p
. A altura de um cilindro é os = do raio da base. Determine a area da base desse

3
cilindro, sendo 64w cm? sua area lateral.

A area total de um cilindro de raio r e altura h é o triplo da area lateral de um
outro cilindro de raio h e altura r. Calcule r em funcao de h.

216 Fundamentos de Matematica Elementar | 10



536.

537.

538.

539.

540.

541

542.

543.

544.

545

CILINDRO

Se a altura de um cilindro reto € igual ao raio da base, entao a superficie lateral
€ igual a metade da superficie total.

Calcule o raio da base de um cilindro reto em funcao do seu volume V e da sua
area lateral A,.

Calcule a area lateral de um cilindro de revolucao, conhecendo seu volume V e
seu raio da base r.

Determine a area lateral, a area total e o volume de um cilindro equilatero de
altura h.

Num cilindro de revolugao com agua colocamos uma pedra. Determine o volu-
me dessa pedra, se em virtude de sua imersao total a 4gua se elevou 35 cm,
sendo 50 cm o raio da base do cilindro.

. 0 desenvolvimento de uma superficie cilindrica de revolugao é um retangulo de

4 cm de altura e 7 cm de diagonal. Calcule a area lateral do cilindro.

Determine a &rea lateral de um cilindro reto de 307 cm?2 de &rea total, sendo o

raio da base gda medida da altura do cilindro.

Solucao
Sendo r o raio da base e h a altura, temos:
A, =30m = A, + 2B = 30m = 2murh + 27r2 = 307 =

= rh +r2 = 15 3 9
3. = M+ g = 15> 150 =60 = h =2

Comh=2er= %h,vemquerzS.

Area lateral: A, = 2nrth = A, = 2w -3 -2 = A, = 127
Resposta: 127 cm?2.

. . . . 9 -
Determine a medida da altura e do raio de um cilindro reto, sendo E sua razao,
nessa ordem, e 270 cm? a area lateral.

Calcule a area lateral de um cilindro, sabendo que a base esta circunscrita a um
hexagono regular de 30 cm de perimetro e cuja altura € o dobro do raio da base.

.Determine a medida da altura de um cilindro de 30w m2 de &rea lateral e

451 m3 de volume.
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546.

547.

548.

549.

550.

551.

552.

553.

554.

5565.

Multiplica-se por k a altura e o raio de um cilindro de revolugao. Como se modi-
fica a sua area lateral?

Determine a area lateral de um cilindro, sendo 1507w cm? sua area total e
sabendo que sua altura mede o triplo do raio da base.

p - . 1
Calcule a area lateral de um cilindro reto, sendo 12 m? sua area total e o raio g
da altura.

Determine a medida da altura de um cilindro reto de raio da base igual a 5 cm,
sendo sua area total igual a 50 vezes a area de um circulo cujo raio tem medida
igual a altura do cilindro.

0 volume de um cilindro de revolugao € igual ao produto da area total pela quarta
parte da média harmonica entre o raio e a altura.

(Nota: Média harmdnica entre dois nimeros € o inverso da média aritmética dos
inversos desses nUmeros.)

Determine o raio da base de um cilindro equilatero, sabendo que a area lateral
excede em 4w cm? a drea da secdo meridiana.

Quanto se deve aumentar o raio da base de um cilindro reto de raio r e geratriz g,
de modo que a area lateral do segundo cilindro seja igual a area total do primeiro?

Com uma folha de zinco de 5 m de comprimento e 4 m de largura podemos
construir dois cilindros, um segundo o comprimento e outro segundo a largura.
Determine em qual dos casos o volume sera maior.

Com uma prancha retangular de 8 cm de largura por 12 cm de comprimento
podemos construir dois cilindros, um segundo o comprimento e outro segundo
a largura. Determine em qual dos casos o volume sera menor.

Um cilindro de revolugéo de raio da base r e um semicilindro de revolucao de raio da
base R sao equivalentes e tém éareas laterais iguais. Calcule a relacao entre r e R.

Solucao :
Vo=a2h (7 1)
A, = 2mrh [N—" Vg = S mR2H
€(A) \ B 2
h ' _1
Agg = 5 (2mRH) + 2RH
\ \
PAPEN 1 sup. lat.  retangulo
— 2
N )
| . Ay = RH (T +2)
solido A sélido B ®)
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556.

557.

558.

559.
560.

561.

562.

563.

564.

CILINDRO

V, =V, = mr?h = %wR2H = 2r2h = R?H (1)

Ay = Ay = 2Tt = RH (m +2) (2)

2r’h _ _ R°H

_ R
2mrh  RH(m + 2)

r
0 m+ 2

2]

1) + (2 =

|-
=]

+

N

=

=

Um cilindro de revolucdo € dividido em dois semicilindros. Sendo 20w cm? sua
area da base e 8 cm sua altura, determine a area total do semicilindro.

Determine a altura de um cilindro reto em funcao da altura h de um semicilindro,
sabendo que as areas laterais sao iguais e as bases equivalentes.

Calcule a altura de um cilindro em fungé@o de sua area lateral A, e da area da
base B.

Calcule o raio da base de um cilindro de area total wa? e altura h.

A geratriz de um cilindro obliquo mede 8 cm e forma um angulo de 45° com a base,
que é um circulo de 3 cm de raio. Calcule o volume do cilindro.

Calcule o volume de um cilindro cujo raio da base mede 5 cm, sabendo que as
geratrizes de 15 cm formam com o plano da base um angulo de 60°.

Quanto se deve aumentar a geratriz de um cilindro reto para que a area total do
novo cilindro seja o triplo da area lateral do primeiro?

Dois cilindros tém a mesma area lateral e raios de 9 cm e 12 cm. Calcule a
relacao entre seus volumes e a relacao entre suas areas totais, sabendo que a
altura do primeiro é 10 cm.

A diferenca entre a area da base e a area lateral de um cilindro de raio r e altura h
€ igual a area de um circulo de raio h. Calcule a medida de r em funcao de h.

Solucao

Dado: h. Pede-se: r.

B—A =Aico="r—2nth=xh?=r2-2hr-h2=0=
r=(1+ v2)h

2+.4h? + 4h?

Sr= = —— = jou
r = (1 — v2)h (estando convém)

Resposta: r = (1 4F \/E)h.
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565.

566.

567.

568.

569

570.

571.

572.

Com uma folha de cartolina em forma retangular, de base ¢ e altura h, construi-
mos a superficie lateral de um cilindro de altura h e volume V. Calcule € em
funcao de he V.

Determine a area total A, de um cilindro reto, em funcéo do seu volume V e da
sua altura h.

Calcule o raio, a altura e a area total de um cilindro circular reto que tem volume
igual ao de um cubo de aresta a e area lateral igual a area da superficie do cubo.

Solucao
Vcilindro = chbo = 1-rr2h = 83 (1)
Atciiingro = Ptoupo = 2T = 6a% = mrh = 3a% (2)
1
1) = (2 r==a
1)+@)= 3
P R P _9
Substituindo em (2): fn-gah = 3a = h = —a.
™

Area total: A, = A, + 2B.

2 2
A =622 +2m- Lg2 = A = 2487 F2ma% _ , _ 257 4 )2
t 9 t 9 tT 9
Resposta: r = %, h = %, A = %(27 + m)aZ2.
i

Determine a razao entre o volume de um cilindro reto e um prisma triangular
regular, sendo a area lateral do cilindro igual a area lateral do prisma e o raio do
cilindro o dobro da aresta da base do prisma.

.Um prisma quadrangular regular e um cilindro circular reto tém mesma altura

e mesmo volume. Sabendo que a area lateral do prisma é 24w VT cm?2, calcule a
area lateral do cilindro. w

Determine a razao entre a area lateral de um cilindro reto e a area lateral de um
semicilindro, sabendo que seus volumes e suas alturas sao iguais.

Determine a relacao entre os volumes de dois cilindros retos, sabendo que
suas areas laterais sao iguais e seus raios sao, respectivamente, R e r.

Dados dois cilindros com altura igual a 5 cm, a diferenca entre os volumes é
igual a 4007 cm? e a diferenca entre os raios é igual a 8 cm. Determine o raio
do cilindro de maior volume.
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573.Dao-se as areas totais 18w m?2 e 32w m? de dois cilindros. Cada um tem por
raio e por altura, respectivamente, a altura e o raio do outro. Determine os
dois volumes.

574. Calcule a altura de um cilindro circular reto em funcao de sua area total 2wS e
sua area lateral 2mA.

575. Calcule o volume de um cilindro de revolugao de raio igual a 5 dm, sabendo que
esse cilindro cortado por um plano paralelo ao eixo e a uma distancia de 3 dm
desse eixo apresenta uma seg¢ao retangular equivalente a base.

Solucao

cilindro base secao

Area do retangulo = Area da base = 8h = w52 = h = 22 .

Volume:V=B-h=V =n52. 2§5,‘T V= 62511_2'

Resposta: % w2 dm3.

576.Um cilindro equilatero de raio da base r é seccionado por um plano paralelo ao
seu eixo e a uma distancia d desse eixo. Calcule a medida da distancia d, se a
area da seg¢ao do plano com o cilindro € igual a area da base do cilindro.

577.Um plano secciona um cilindro paralelamente ao eixo e forma um arco de 60°
com a base do cilindro. A altura do cilindro é de 20 cm. Determine a area da
secao, se a distancia do plano ao eixo é de 4 cm.

578. Dentre os cilindros de revolucao de area total 2ma?, determine o raio da base e
a altura daquele de maior volume.
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579.

580.

581.

582.

583.

584.

585.

586.

Dentre os cilindros de revolucéo abertos em uma das bases, de drea total 2ma?,
determine o raio da base e a altura daquele de volume maximo.

Dentre os cilindros de revolugao equivalentes, determine o raio da base e a altura
daquele de menor area total.

Determine o volume de um cilindro de revolucao em funcao de sua area total 27S
e sua area lateral 2mA.

Trace um plano paralelo a base de um cilindro de raio r e altura h, de modo que
a base seja a média proporcional entre as duas partes em que fica dividida a
superficie lateral.

Um suco de frutas € vendido em dois tipos de latas cilindricas: uma de raio r

cheia até a altura h e outra de raio % e cheia até a altura 2h. A primeira é ven-

dida por R$ 3,00 e a segunda por R$ 1,60. Qual a embalagem mais vantajosa
para o comprador?

Um cilindro circular reto tem raio da base R e altura H. A média harmdnica entre
R e H é 4. A area total do cilindro é 544. Calcule o volume do cilindro e suas
areas da base e lateral.

Um produto € embalado em latas cilin-

dricas (cilindros de revolucao). O raio -
da embalagem A € igual ao diametro

de B e a altura de B € o dobro da altura

de A. Assim,

altura h (A)

Cilindro A { raio da base 2R

altura 2h

Cilindro B { raio da base R

a) As embalagens sao feitas do mesmo material (mesma chapa). Qual delas
gasta mais material para ser montada?

b) O preco do produto na embalagem A é R$ 780,00 e na embalagem B
€ R$ 400,00. Qual das opcdes é mais econémica para o consumidor,
supondo-se as duas latas completamente cheias?

Trés canos de forma cilindrica e de
mesmo raio r, dispostos como indica
a figura, devem ser colocados dentro
de outro cano cilindrico de raio R, de
modo a ficarem presos sem folga. Ex-
presse o valor de R em termos de r
para que isso seja possivel.
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587. Comecando com um cilindro de raio 1 e altura também 1, define-se o procedimento

de colocar sobre um cilindro anterior um outro cilindro de igual altura e raio % do

raio do anterior. Embora a altura do sélido ficticio resultante seja infinita, seu volu-
me pode ser calculado. Faga esse calculo.

588. Uma garrafa de vidro tem a forma de dois cilindros sobrepostos. Os cilindros
tém a mesma altura 4 cm e raios das bases R e r, respectivamente.

Se o volume V(x) de um liquido que atinge uma altura x da garrafa se expressa
segundo o grafico a seguir, quais os valores de R e de r?

V(x) (cm?3) A

444 ----mmm o

184----

0

1
! |
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
1 1
6 8 xlm
589. O sélido da figura foi obtido seccionando um cilindro circular reto de 10 cm de

altura por um plano perpendicular as bases. Calcule o volume desse sélido.

-

1cm

= 10 cm

V3 cmV3cm

590. Um sdélido S esta localizado entre dois planos horizontais « e B cuja distancia é
1 metro. Cortando o sélido por qualquer plano horizontal compreendido entre «
e B obtém-se como se¢ao um disco de raio 1 metro.

a) Pode-se garantir que o sélido S € um cilindro? Por qué?
b) Calcule o volume de S.
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Cone

I. Preliminar: nog¢oes intuitivas de geragao de
superficies conicas

202. superficies regradas desenvolviveis .
coOnicas sao superficies geradas por uma N
reta g (geratriz) que passa por um ponto AN
dado V (vértice) e percorre os pontos de
uma linha dada d (diretriz), com V fora de d.

uma folha

203. Como exemplos, temos:

- se a diretriz € uma reta, a superficie conica gerada é um plano, menos a reta pa-
ralela a diretriz.

- se adiretriz € um segmento de reta, a superficie conica gerada € a reuniao de dois
angulos (setores angulares) opostos pelo vértice.

- se a diretriz € uma linha poligonal fechada (poligono) cujo plano nao contém o
vértice (V), a superficie cOnica gerada é a reuniao de duas superficies de angulos
poliédricos (superficies poliédricas ilimitadas ou superficies de piramides ilimita-
das) opostas pelo vértice.
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- se a diretriz € uma circunferéncia cujo plano nao contém o vértice, a superficie
conica gerada € uma superficie conica circular (de duas folhas).

- se adiretriz € uma circunferéncia de centro O e a reta VO é perpendicular a seu plano,
a superficie conica € uma superficie conica circular reta (de duas folhas).

reuniao de dois angulos
opostos pelo vértice

reuniao de duas superficies piramidais
indefinidas (superficie de uma piramide
ilimitada de segunda espécie)

superficie conica circular superficie conica circular reta
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204. superficie conica de rotacio ou revolugio
€ uma superficie gerada pela rotagao (ou revolugao)
de uma reta g (geratriz) em torno de uma reta e
(eixo), fixa, sendo a reta g obliqua ao eixo e. O vérti-
ce (V) é aintersecao das retas g e e.

Considera-se que cada ponto da geratriz (com
excegao de V) descreve uma circunferéncia com
centro no eixo e cujo plano é perpendicular ao eixo.

A superficie conica de revolucao acima citada
€ dita de segunda espécie. Ela possui duas folhas.

Se a geratriz € uma semirreta (Vg), obliqua ao eixo (e) e de origem (V) nele, temos
uma superficie conica de primeira espécie. E a mais comum; possui uma folha.
e
1
1
1

Vv

205. Cone circular ilimitado

Consideremos um circulo (regiao circular) de
centro O e raio r e um ponto V fora de seu plano.

Chama-se cone circular ilimitado ou cone cir-
cular indefinido a reuniao das semirretas de origem
em V e que passam pelos pontos do circulo
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II. Cone

206.Definicao

Consideremos um circulo (regiao
circular) de centro O e raio r situado num
plano a e um ponto V fora de a. Chama-se
cone circular ou cone a reuniao dos seg-
mentos de reta com uma extremidade em
V e a outra nos pontos do circulo.

Podemos também definir o cone
como segue.

geratriz

207. cone é a parte do cone ilimitado
que contém o vértice quando se divide
este cone pelo plano de uma sec¢ao circu-
lar, reunida com esta se¢cgo. /S  L--"7==

raio da base base

208. Elementos

O cone possui:

uma base: o circulo de centro O e raio r ou a sec¢ao citados acima.

geratrizes: sao 0s segmentos com uma extremidade em V e a outra nos pontos
da circunferéncia da base.

vértice: o ponto V citado acima.

209. A altura de um cone é a distancia entre o vértice e o plano da base.

210. Superficies

Superficie lateral € a reunidao das geratrizes. A area dessa superficie € chama-
da area lateral e indicada por A,.

Superficie total € a reunidao da superficie lateral com o circulo da base. A area
dessa superficie € chamada area total e indicada por A,.
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211. Classificagao

Os cones podem ser classificados pela posicao da reta VO em relagcao ao plano
da base:

Se a reta VO é obliqua ao plano da base, temos um cone circular obliquo.

Se a reta VO € perpendicular ao plano da base, temos um cone circular reto.

O cone circular reto é também chamado cone de revolugao, pois é gerado
pela rotacao de um triangulo retangulo em torno de um eixo que contém um de seus
catetos.

cone obliquo cone reto cone de revoluc¢ao

O eixo de um cone é a reta determinada pelo vértice e pelo centro da base.

A geratriz de um cone circular reto € também dita apétema do cone.

212.Sec¢ao meridiana
E a intersecdo do cone com um pla-
no que contém a reta VO.

A secdo meridiana de um cone circu-
lar reto ou cone de revolugao é um triangu-
lo is6sceles.

2r

cone reto secao meridiana
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213. Cone equilatero

E um cone cuja secdo meridiana é um

1
R o : g 2r
triangulo equilatero. : 2r
1
g=2r
h=rJ3 rﬁ
g=2r

III. Areas lateral e total

214. A superficie lateral de um cone circular
reto ou cone de revolugao de raio da base r e ge-
ratriz g € equivalente a um setor circular de raio g
e comprimento do arco 2.

Isso significa que a superficie lateral de um
cone de revolucao desenvolvida num plano (plani-
ficada) € um setor circular cujo raio é g (geratriz) e
comprimento do arco 2.

27r

Sendo 6 o0 angulo do setor, este angulo é dado por:

60r

2r
ez?wrad ou 0= 3 graus

215. A area lateral do cone pode entdo ser calculada como segue:
a) comprimento area do
do arco setor

2ng—mg? |, _2mrmE
omr A, ¢ T 2mg Ac= e
b) A drea de um setor circular € dada pela formula da area de um triangulo:

A = % (comprimento do arco) - (raio)

setor

pssim A, = & 201 g = (A = mg)

Nota: A deducao mais rigorosa desta formula encontra-se no final do capitulo
Xll, no item 232.
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216. Area total

A area total de um cone € a
soma da area lateral (A,) com a area
da base (B = w r?); logo:

superficie lateral

A=A +B=2A=mrg+mr=

>|A=mr@+r

IV. Volume do cone

2171. Consideremos um cone de altura H, = h e drea da base B, = B e um tetraedro
de altura H, = h e area da base B, = B (o cone e a piramide tém alturas congruentes
e bases equivalentes).

Suponhamos que os dois s6lidos tém as bases num mesmo plano « e que 0s
vértices estdo num mesmo semiespaco dos determinados por «.

\ \

1 2

Qualquer plano secante B paralelo a «, distando h' dos vértices que seccio-
nam o cone, também secciona o tetraedro, e sendo as areas das segbes B}, e B,
respectivamente, temos:

B, _ (m){i _ (uf BBy
B, h)' B, h B, B,
Como B, = B, = B, vem que B, = B.,.
Entao, pelo principio de Cavalieri, o cone e o tetraedro tém volumes iguais.

\% =V

cone tetraedro
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lB-h,vemqueV —iBh;

Como V. etraedro 3 cone 3

tetraedro = §

ou resumidamente:
=1
3

B, h, ou seja, V,

Conclusao: | O volume de um cone é um ter¢o do produto da area da base
pela medida da altura.

1
Se B = 12, temos:

EXERCICIOS

591. Calcule a area lateral, a area total e o volume dos cones cujas medidas estao
indicadas nas figuras abaixo.

a) cone equilatero b) cone reto c) semicone

g =22cm h=35cm 5cm

4cm

| | 3c

20cm

592. Represente através de expressoes algébricas a area lateral, a area total e o
volume dos sélidos cujas medidas estao indicadas nas figuras abaixo.

a) cone reto b) cone equilatero c) semicone
equilatero
2r d
e—
d
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593

594.

595.

596.

597.

598.

. Determine a medida da altura de um cone cuja geratriz mede 10 cm, sendo 12 cm

o diametro de sua base.

Determine a medida do diametro da base de um cone de revolugao cuja geratriz
mede 65 cm, sendo 56 cm a altura do cone.

Calcule a medida da altura de um cone de raio r, sabendo que sua base é equi-
valente a secao meridiana.

Determine a medida do raio da base de um cone de revolucao cuja altura mede
3 cm e cujo volume € 9 cm3.

Determine a medida do raio da base de um cone de revolucao de altura 3 cm,
sendo 161 cm?3 o seu volume.

Um cone equilatero tem raio da base r. Calcule:
a) a area lateral;

b) a medida em radianos do angulo do setor circular equivalente a superficie
lateral;

c) a area total;
d) o volume.

Solucao

Notemos que g = 2re

19) Area lateral

A,=mrg = A, = 2712

29) Angulo do setor circular
2
6=2"" L 9=2"" 9= mrad
g 2r

39) Area total

A=A+ B=>At=21Tr2+Trr2=>At=3Trr2

4°) Volume

v:%wﬂh:v—gm? r\/_=>V—§ S
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599.

600.

601.

602.

603.

604.

605.

606.

607.

608.

609.

610.

CONE

Calcule o raio e a altura de um cone de revolucao cujo desenvolvimento é um
semicirculo de raio a.

A geratriz de um cone mede 14 cm e a area da base 80w cm?. Calcule a medida
da altura do cone.

Determine a medida da area lateral de um cone equilatero, sendo 20 cm a
medida da sua geratriz.

Determine a area total de um cone, cuja se¢ao meridiana € um triangulo equila-
tero de 8 dm de lado.

Determine a medida da area lateral e da area total de um cone de revolucao,
sabendo que sua altura mede 12 cm e sua geratriz 13 cm.

Determine a medida da altura de um cone equilatero cuja area total mede
547 cm?2.

Calcule a area total e o volume de um cone equilatero, sabendo que a area
lateral é igual a 24 cm?2.

Determine a area lateral de um cone cujo raio da base mede 5 cm, sendo 60°
0 angulo que a geratriz forma com a base do cone.

Determine a area total de um cone cuja altura mede 12 cm e forma um angulo
de 45° com a geratriz.

O raio da base de um cone mede 12 cm. Sabendo que a altura forma um angulo
de 60° com a geratriz do cone, determine sua area lateral.

A geratriz de um cone de revolugao forma com o eixo do cone um angulo de 45°.
Sendo A a area da secao meridiana do cone, calcule sua area total.

A planificacao da superficie lateral de um cone de revolucao é um setor circular
de 90°. Calcule a razao entre o raio da base do cone e a geratriz do cone.

Solucao
Angulo do setor circular: r
360r r

6 = —— graus = — 360°.
g g

Razao entre o raio da base do cone e a geratriz:

g 360 360° 4 2mr

Resposta: A razao entre o raio da base e a geratriz do cone é

NI
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CONE

611.

612.

613.

614.

615.

616.

617.

618.

619.

620.

621.

622.

623.

624

Determine a razao entre o raio da base e a geratriz de um cone de revolugao,
sabendo que o desenvolvimento da superficie lateral do cone é um setor circu-
lar cujo angulo mede 60°.

Determine a altura de um cone, sabendo que o desenvolvimento de sua super-
ficie lateral € um setor circular de 135° e raio igual a 10 cm.

Determine o angulo central de um setor circular obtido pelo desenvolvimento da
superficie lateral de um cone cuja geratriz mede 18 cm e o raio da base 3 cm.

Determine a medida do angulo do setor circular resultante do desenvolvimento
sobre um plano da superficie lateral de um cone cuja altura e cujo raio estao na

razao §.
4 1
A area da base de um cone de revolugao é 3 da area total. Calcule o angulo do

setor circular que é o desenvolvimento da superficie lateral do cone.

N

O diametro da base de um cone circular reto mede 3 m e a area da base é =

o1

da area total. Calcule o angulo do setor circular que € o desenvolvimento da
superficie lateral do cone.

Determine a area total de um cone, sendo 40 cm o didmetro de sua base e
420 cm? a &rea de sua secdo meridiana.

Determine a superficie lateral de um cone cuja area da base mede 6,25w cm?,
sendo 4 cm a medida da sua altura.

Um cone tem 8 cm de altura e 15 cm de raio. Outro cone tem 15 cm de altura e
8 cm de raio. Quanto a area lateral do primeiro excede a area lateral do segundo?

Determine a medida da altura de um cone, sendo 42 cm o didmetro da base e
10507 cm? sua &rea total.

A altura de um cone circular reto cujo raio da base mede r € nir. Sendo 3 cm a
medida do apétema do hexagono regular inscrito na base, determine a area da
segao meridiana do cone.

O que ocorre com o volume de um cone de revolugao se duplicarmos sua altu-
ra? E se duplicarmos o raio de sua base?

As dimensodes de um paralelepipedo retangulo sao a, b e c. Qual € a altura de
um cone equivalente se o raio da base do cone mede a?

.0 volume de um cilindro reto é 12251 cm? e sua altura é 35 cm. Determine o

volume de um cone de revolugao, sendo sua base a mesma do cilindro e sua
geratriz a geratriz do cilindro.
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CONE

625. Determine o volume de um cone de revolugao cuja se¢ao meridiana é um triangu-
lo is6sceles de area 4,8 dm?, sendo 3 dm a altura do cone.

626. Determine a area lateral de um cone, sendo 3 cm sua altura e 5 cm a soma da
medida da geratriz com o raio da base.

627.Determine a geratriz do cone de revolugao, sabendo que a area da base é equi-
valente a se¢ao meridiana do cone e que a altura desse cone mede 9 cm.

628. 0 volume de um cone de revolucdo é 128w cm3, sendo 8 cm o lado do hexa-
gono inscrito em sua base. Determine a relagao entre a area total do cone e a
area total de um cilindro que tenha o mesmo volume e a mesma base do cone.
Calcule ainda a medida do angulo do setor circular obtido do desenvolvimento
da superficie lateral do cone.

Solucao

r = raio da base comum

h, = altura do cone

h, = altura do cilindro

Dados:r=8 V =V, = 128 7.

cone

1°) Relacao entre as areas totais

V.= 1287 = %Tr .82-h, = 128n=h, = 6
(r=8nh,=6g=rP+h2)=>g2=62+8=¢g=10
A =mrg + w2 = A =m-8+7-8-10=A = 1447
tcone tcone tcone
Vt-| = 128q-r:1ﬂ‘2h2= 128"T$"T'82'h2= 1287T$h2=2
Cll.
= 2 — . 8. o . 82 =
A, =2mh, +2m2 A =2m-8-2+2 w8 A =160m

Atcone p— 144 Tr Atcone — 9

A, 160m A 10
29) Angulo do setor
2T - g 360° 27w -10_____ 360°
= = a = 288°
20 - r a 27 - 8 a

629.Com um setor circular de 120° e raio R, construimos um cone. Calcule a area
total e o volume do cone.
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CONE

630.

631.

632.

633.

634.

635.

636.

637.

638.

639.

640.

641.

642.

643.

Determine o angulo central de um setor obtido pelo desenvolvimento da super-
ficie lateral de um cone cujo raio da base mede 1 cm e cuja altura é 3 cm.

Um cone circular reto tem 24 c¢cm de altura e 7 cm de raio. Calcule em radianos
a medida do angulo do setor circular que se obtém pelo desenvolvimento da
superficie lateral do cone.

Um cone circular reto de altura h = 3 m tem érea lateral igual a 6@ m2. Deter-
mine o angulo que a geratriz g faz com a reta suporte da altura h.

Um cilindro e um cone tém mesmo volume e igual altura h. Determine o raio do
cilindro em func¢ao do raio r da base do cone.

Calcule a altura, a area lateral e o volume de um cone de revolucao de raio R e
base equivalente a secao meridiana.

Determine a razao entre a base e a superficie lateral de um cone que tem altura
igual ao diametro da base.

Sendo % a razao entre a area lateral e a area da base de um cone, determine a
medida do raio da base e da geratriz, sabendo que a altura do cone mede 4 /6 cm.

Um cilindro e um cone tém altura h e raio da base r. Sendo r o dobro de h,
determine a razao entre a area lateral do cilindro e a area lateral do cone.

Determine o volume de um cone cujo raio da base mede r, sendo 3r a soma das
medidas da geratriz com a altura do cone.

Calcule o raio da base de um cone de revolucdo, conhecendo sua area total a2
€ sua geratriz g.

Determine o volume de um cone de revolugao cuja area lateral é igual a A, sa-

bendo que a geratriz do cone € igual a % do diametro da base do cone.

Determine o volume de um cone de revolucéo, sendo 126w cm? sua area lateral
e 200 cm? sua &rea total.

Calcule o volume de um cone equilatero em fungcao de sua area total S.

O raio da base, a altura e a geratriz de um cone reto formam, nessa ordem, uma
progressao aritmética. Determine esses elementos, sabendo que o volume do
cone é 144w cm3.
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644.

645.

646.

647.

648.

649.

650.

651.

652.

653.

654.

655.

656.

657.

10 |

CONE

Desenvolvendo a superficie lateral de um cone reto, obtém-se um setor circular
de raio 10 cm e angulo central 135°. Calcule o volume desse cone.

Um semicone reto tem altura igual ao raio e o volume é 576w cm3. Calcule a
area lateral do semicone.

A geratriz de um cone de revolugao mede 25 cm e a diagonal menor do hexago-
no regular inscrito na base do cone mede 73 cm. Determine a &rea total e o

volume do cone.

Determine o volume de um cone de revolucado cuja area lateral € 60w cm?, sen-
do 4,8 cm a distancia do centro da base a geratriz do cone.

O didametro da base de um cone mede os % da sua altura e a area lateral é
100 dm?2. Calcule a medida da geratriz do cone.

Demonstre que o volume de um cone € igual ao produto da sua area lateral pela
terca parte da distancia do centro de sua base a geratriz do cone.

Um sdlido é formado pela superposicao de um cone sobre um cilindro de raio
da base r. Sendo a altura do sélido o triplo do raio r e a area lateral do sélido o
quintuplo da area da base do cilindro, calcule o volume do sélido em funcao de r.

Um semicone tem area lateral igual a (\/5 « + 2) cm2. Determine a medida da sua
geratriz, sabendo que o raio da base tem medida igual a altura do semicone.

Determine a medida do raio da base e da geratriz de um cone, sendo h a me-
dida de sua altura e m m? sua area total.

Calcule o volume de um cone de revolucao, conhecendo a area lateral A e o
apétema g.

Calcule o volume de um cone de revolucao, conhecendo a area total S e a altura h.

Calcule o volume V de um cone de revolugcao em funcao de sua area lateral A e
de sua area total S.

Determine o volume de um cone de revolucao, conhecendo o raio da base r e
sua éarea total S.

Mostre que, entre o volume V, a area lateral A e a area total S de um cone de revo-
lugdo, tem-se:

97 V2 =S (S — A) (2A — 9).
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658.

659.

660.

661.

662.

Sao dados um cone e um cilindro de revolucao. Esses sélidos tém a mesma
altura e sao equivalentes. A area lateral do cilindro € igual a area total do cone.
Exprima o volume do cone em funcao do seu raio R.

Solucao
Elementos:

do cilindro: r, h do cone: R (dado), h, g

(
R+/3
=V :>1Tr2h=£1TR2h:>r: \/_

cil. cone 3 3

A, =A__ =2uth = aRg + 7R?>= 2rh = Rg + R?
cil. cone

\Y

Substituindo r e considerando g = /h%Z +R? , temos:

QRS‘/gh:R h2+R2 + R2 = ?h—R= h2+R2 =
ﬁ% h2—§hR+R2=h2+R2 = % (h—4J§R)=0=>

= h = 43R ouh = 0 (ndo convém).

Calculando o volume do cone, vem:

1 1 443
Veone = 3 TR = Voo = SR - 43 R=V,, = = TR
Resposta: V. = %wR?

O raio da base, a altura e o apétema (geratriz) de um cone reto formam, nessa
ordem, uma progressao aritmética. Determine esses elementos, sendo 37,68 cm?3
0 volume do cone. Adote w = 3,14.

Quanto se deve aumentar a altura e diminuir o raio da base de um cone de
revolucao para que seu volume permaneca constante?

Dado um cone circular reto e um cilindro circular reto de mesma altura e mesma
base, mostre que a area lateral do cilindro € menor que 2 vezes a area lateral
do cone.

Pediu-se para calcular o volume de um cone circular reto, sabendo-se que as
dimensodes da geratriz, do raio da base e da altura estdao, nessa ordem, em
progressao aritmética. Por engano, ao se calcular o volume do cone, usou-se a
férmula do volume do cilindro circular reto de mesmo raio e de mesma altura
do cone. O erro obtido foi de 4 m3. Dé a altura e o raio do cone.
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663.

664.

665.

Solucao

G,ReHemP.A=(G=x+rR=x,H=x-—1)

em que r € a razao (positiva) e x € o termo médio da P. A.

Do triangulo retangulo, temos:

CONE

X+ -—N2=x+r2=x2-4xr=0=x(x—4n=0=

= X = 4r ou x = O (nao convém)

As dimensoes sao G = 5r,R = 4re H = 3r.

1 2 2

erro=BH — = BH = = BH = = BH = 47
g g g

Substituindo B = wR2 = mw(4r)2 e H = 3r, vem:

20.16r2 - 3r=dn > 3=+ o =1

3 8 2

Calculando a altura H e o raio:
H=3r=H-= R=4r=R=2

Respostas: H =

No célculo do volume de um cone reto, o calculista se enganou, trocando as
medidas do raio e da altura. O volume do cone aumentou ou diminuiu? Discuta.

A base de um cone reto é equivalente a secao meridiana. Se o raio da base

mede 1 m, calcule a altura do cone.

Um cone circular tem raio 2 m e altura 4 m. Qual é a area da secao transversal,

feita por um plano, distante 1 m do seu vértice?
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CONE

666. Dado um tetraedro regular de aresta L:
a) Determine, em funcao de L, o volume V do cone
circular circunscrito, isto €, do cone que tem vértice
num vértice do tetraedro e base circunscrita a
face oposta do tetraedro.
b) Determine, em funcao de L, a area lateral A do
cilindro circular reto circunscrito, isto €, do cilindro

que tem uma base circunscrevendo uma face do
tetraedro e altura igual a altura do tetraedro.

667. A geratriz de um cone reto forma um angulo a com o plano da base. Sendo V o
volume do cone, determine o raio da base e a altura do cone.

668. As figuras abaixo representam um cone de revolucao, seus elementos e a pla-
nificacao de sua superficie lateral.

\

Expresse 3 em funcao de a.
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Esfera

I. Definigoes

218. Esfera

Consideremos um ponto O e um segmento de medida
r. Chama-se esfera de centro O e raio r ao conjunto dos
pontos P do espaco, tais que a distancia OP seja menor ou
igual ar.

A esfera é também o sélido de revolucao gerado pela
rotacao de um semicirculo em torno de um eixo que contém
o diametro.

219. Superficie

Chama-se superficie da esfera de centro O e raio r ao
conjunto dos pontos P do espaco, tais que a distancia OP
seja igual ar.

A superficie de uma esfera é também a superficie de revolugcao gerada pela
rotacao de uma semicircunferéncia com extremidades no eixo.
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ESFERA

220.Secao

Toda secao plana de uma esfera € um
circulo.

Se o plano secante passa pelo cen-
tro da esfera, temos como se¢ao um circulo
maximo da esfera.

Sendo r o raio da esfera, d a distancia
do plano secante ao centro e s 0 raio da
sec¢ao, vale a relagao:

s2 =r2 — ¢2,

Teorema de Pitagoras no AOMA:
r2 = d? + s2.

221. Elementos: polos — equador — paralelo — meridiano

Polos relativos a uma secao da esfera
sao as extremidades do diametro perpendi-
cular ao plano dessa secao.

Considerando a superficie de uma
esfera de eixo e, temos:

polos: sdao as intersecbes da su-
perficie com o eixo.

equador: é a secao (circunferéncia)
perpendicular ao eixo, pelo centro da su-
perficie.

paralelo: € uma sec¢ao (circunferéncia)

perpendicular ao eixo. E "paralela" ao
equador.

meridiano: € uma secao (circun-
feréncia) cujo plano passa pelo eixo.

222.Distancia polar

Distancia polar é a distancia de um
ponto qualquer de um paralelo ao polo.

Um ponto A da superficie de uma
esfera tem duas distancias polares: P, A
e BA.

e
polo ]
1

P,

paralelo ‘
equador ’

/:Pz

meridiano

polo
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ESFERA

Sendo:
r o raio da esfera,

d a distancia do plano de uma secao ao
centro,

P, € p, as distancias polares de um ponto A.

Usando relagdes métricas no
AP, AP,, temos:

(aP,)2 = (P,P,) - (P,M) = p2 = 2r(r — d)
(AP,)2 = (P,P,) - (P,M) = p2 = 2r(r + d)

II. Area e volume

223. Area da esfera

A area da superficie de uma esfera de raio r & igual a 4wr2.

A deducao dessa formula encontra-se no final deste capitulo, no item 231.

224.Volume da esfera

Consideremos um cilindro equilatero de raio da base r (a altura é 2r) e seja S
0 ponto médio do eixo do cilindro.

Tomemos dois cones tendo como bases as do cilindro e S como vértice comum
(a reuniao desses dois cones € um sélido chamado clépsidra).

Ao sélido que esta dentro do cilindro e fora dos dois cones vamos chamar de
sélido X (este sélido X é chamado anticlépsidra).

clépsidra anticlépsidra
e
. \
Y
h=2r 9 S
7
rlJ
cilindro cilindro reunido dos solido X,
equilatero equilatero e dois cones cilindro menos

os dois cones os dois cones
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ESFERA

Consideremos agora uma esfera de raio r e 0 sélido X descrito na pagina anterior.

.
ASPQ é is6sceles:
SP =d = PQ = d.

Suponhamos que a esfera seja tangente a um plano «, que o cilindro (que origi-
nou o soélido X) tenha base em « e que os dois sélidos, esfera e sélido X, estejam num
mesmo semiespaco dos determinados por a.

Qualquer plano secante 3, paralelo a «, distando d do centro da esfera (e do
vértice do sélido X), também secciona o sélido X. Temos:

Area da secdo na esfera = ws2 = w(r2 — d?)

(circulo)
Area da secdo no sélido X = mr2 — wd? = =(r2 — d?)
(coroa circular)

As areas das secbes na esfera e no sélido X sao iguais; entado, pelo principio de

Cavalieri, a esfera e o sélido X tém volumes iguais.

\Y

esfera

=V

s6lido X
Mas:

v

solido X Vcilindro - cone

2V =7rr2'2r—2~(%7rr2-r):

a2 2r— 2 = 20
3 3

ou seja: Voggery = %wr?

Conclusao: O volume de uma esfera de raio r é %ﬂFB.
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III.Fuso e cunha

225. Fuso esférico

E a intersecdo da superficie de uma
esfera com um diedro (ou setor diedral) cuja
aresta contém um diametro dessa super-
ficie esférica.

0O angulo a, medida do diedro, medi-
do na secao equatorial, € o que caracteriza
o fuso.

226. Area do fuso

Sendo « a medida do diedro, temos:
a)com a em graus

Ay A - ma
AfLISO }:> fuso 90

360°

ao

b) com « em radianos

2w 412
a——A

} = | Ao = 2rla

fuso

227. Cunha esférica

E a intersecdo de uma esfera com um diedro
(ou setor diedral) cuja aresta contém o diametro
da esfera.

A cunha é caracterizada pelo raio da esfera e
pela medida do diedro.

228.Volume da cunha

Sendo o a medida do diedro, temos:
a)com a em graus:

4
360° BNS 5
Vv _ mrra
cunha 270
o
@ chnha
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ESFERA

b) com a em radianos:

4
2 = s
3 _ 2r8
= [chnha - 30L ]
o’ \Y

cunha

EXERCICIOS

669. Calcule a area e o volume das esferas, cujas medidas estao indicadas abaixo.
a) P b)

670. Represente, nas esferas abaixo, através de expressoes algébricas:
a) a area do fuso b) a area total e o volume da cunha

671.0Obtenha o raio de uma esfera, sabendo que um plano determina na esfera um
circulo de raio 20 cm, sendo 21 cm a distancia do plano ao centro da esfera.

672.0 raio de uma esfera mede 53 cm. Um plano que secciona essa esfera deter-
mina nela um circulo de raio 45 cm. Obtenha a distancia do plano ao centro da
esfera.
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673.

674.

675.
676.

677.

678.

679

680.

681.
682.

ESFERA

Um plano secciona uma esfera de 34 cm de diametro. Determine o raio da
secao obtida, sendo 8 cm a distancia do plano ao centro da esfera.

Determine o diametro de um circulo cuja area € igual a superficie de uma esfera
de raio r.

Determine o raio de uma esfera de superficie 36w cm?2.

Determine a area do circulo da esfera cujas distancias polares sao de 5cm e 3 cm.

Solucao

Sendo r o raio da secao e d o diametro
da esfera, vem:

?=52+32=d= 34

Relagbes métricas (ah = bc) no AP, AP,
retangulo em A:

d-r=51-53= V34 - r = 15 =

BAENET

Area da secdo: S.

2
15 225 @
= 2 = | =L _
S e =S W(\/3—4) = S 34
Resposta: A area do circulo é 2:23% cmZ.

Calcule a area de uma secao plana feita a uma distancia de 12 cm do centro
de uma esfera de 37 cm de raio.

A secdo plana de uma esfera feita a 35 cm do centro tem 144w cm? de &area.
Calcule a area do circulo maximo dessa esfera.

. Calcule a distancia de uma secao plana de uma esfera ao centro da esfera, sa-

bendo que o circulo maximo tem area igual ao quadruplo da area determinada
pela secao plana e que o raio da esfera mede 17 cm.

O raio de uma esfera mede 41 cm. Determine a razao entre as areas das se-
¢coes obtidas por dois planos, sendo de 40 cm e 16 cm as respectivas distan-
cias desses planos ao centro da esfera.

Determine a area e o volume de uma esfera de 58 cm de diametro.

Determine a érea de uma esfera, sendo 2304w cm3 o seu volume.
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683.

684.

685.

686.

687.

688.

689.

690.

691.

692.

693.

694.

695.

696.

697.

Calcule a distancia polar de um circulo maximo de uma esfera de 34 cm de
diametro.

Determine a superficie de uma esfera, sendo 26 cm o comprimento da circun-
feréncia do circulo maximo.

Determine o raio de uma esfera, sendo 288w cm?3 o0 seu volume.

Uma esfera oca tem 1 dm de raio exterior e 1 cm de espessura. Determine o
volume da parte oca da esfera.

Determine o volume de uma esfera de 100w cm? de superficie.

Determine a medida do raio de uma esfera, sabendo que seu volume e sua
superficie sao expressos pelo mesmo numero.

Um plano secciona uma esfera determinando um circulo de raio igual a distan-
cia m do plano ao centro da esfera. Obtenha a superficie e o volume da esfera
em funcao de m.

Determine a medida da superficie e do volume de uma esfera, sabendo que o

seu raio mede % do raio de outra esfera cujo volume é 4500w cm3.

A cupula de uma igreja € uma semiesfera apoiada sobre um quadrado de 12 m de
lado (isto €, o circulo base da semiesfera esta inscrito nesse quadrado). Determine
a superficie da cupula.

Determine a medida do raio de uma esfera, sabendo que o raio de um circulo
menor mede 5 cm e que sua distancia polar mede 13 cm.

Determine a distancia polar de um circulo menor de uma esfera, sendo 10 cm
o raio da esfera e 6 cm a distancia do circulo ao centro da esfera.

Os polos de um circulo menor de uma esfera distam, respectivamente, 5 cm e
10 cm do plano do circulo. Determine o raio desse circulo.

Uma bola de ouro de raio r se funde, transformando-se em um cilindro de
raio r. Determine a altura do cilindro.

Um cone é equivalente a um hemisfério de 25 cm de didametro. Determine a area
lateral do cone, sabendo que as bases do cone e do hemisfério sao coincidentes.

Duas esferas de metal de raios 2r e 3r se fundem para formar uma esfera
maior. Determine o raio dessa nova esfera.
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698. Um solido € formado por dois cones retos de volumes iguais, tendo como base
comum um circulo de 6 cm de raio. A area do soélido € igual a superficie de uma
esfera de raio 6 cm. Determine a relacao entre os volumes do sélido e da esfera.

699. Os raios de duas esferas concéntricas medem, respectivamente, 15 cm e
8 cm. Calcule a area da secao feita na esfera de raio maior por um plano tan-
gente a outra esfera.

700. Determine o diametro de uma esfera obtida da fusao de duas esferas de 10 cm
de diametro.

701. Sabendo que o diametro de uma esfera é os % do diametro de uma outra es-

fera, calcule a razdo entre as areas dessas duas esferas.

702.0 que ocorre com o volume de uma esfera quando duplicamos a medida de seu
raio? E quando triplicamos a medida do seu raio?

703.0 que ocorre com o volume de uma esfera quando o raio aumenta 100%? E
quando aumenta 300%? E quando diminui 50%?

704.0 que ocorre com a superficie de uma esfera quando o raio aumenta 200%? E
quando aumenta 150%? E quando diminui 25%7?

705. O raio de uma esfera mede 16 cm. De um ponto P situado a 41 cm do centro da
esfera tracam-se tangentes a esfera. Determine o comprimento dos segmentos
com extremidades em P e nos pontos de tangéncia com a esfera, bem como a
distancia do centro da esfera ao plano do circulo de contato e o raio desse circulo.

Solugao

41

circunferéncia
de contato

Sejam x, y e z, respectivamente, o comprimento do segmento PT, a distancia
0Q do centro da esfera ao plano do circulo e o raio do circulo de tangéncia.
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706.

707.

708.

709.

710.

711.

712,

713.

714.

715.

716.

Aplicando relagcoes métricas (Pitégoras, b2 =a-m,ah = bc) no triangulo
PTO retangulo em T, vem:

X2 =412 — 162 = x2 = 1425 = x = 557

256
y y 41
41 -z=16-x=41-z=16- 5J57 =z = —82]_157

Resposta: Na ordem pedida: 557 cm, % cme 804— ”157 cm.

Supondo a Terra esférica e 0 metro a décima milionésima parte do quarto do
meridiano, determine a superficie da Terra em kmZ2.

Determine a superficie de uma esfera de 5 cm de raio. Em quanto aumenta a
superficie, ao aumentar o raio em 1 cm?

A area de uma secao plana de uma esfera é 144w cm2. Calcule a superficie da
esfera, sabendo que a distancia ao centro da esfera é 5 cm.

Uma esfera tem 25w cm? de superficie. Em quanto devemos aumentar o raio,
para que a area passe a ser 64w cm2?

Determine a area de um circulo obtido da se¢ao plana de uma esfera, sendo o
raio da esfera r e 15 cm a distancia desse plano ao centro da esfera.

Determine a superficie de uma esfera em fungcao do comprimento da circunfe-
réncia ¢ do circulo maximo da esfera.

Determine a superficie de uma esfera em funcao da area A do circulo maximo
da esfera.

0 circulo méaximo de uma esfera tem um triangulo equilatero inscrito. Determine
a superficie da esfera em fungao da medida a do lado desse triangulo.

A darea obtida da secdo plana em uma esfera é A. Sendo r o raio da esfera,
determine a distancia do plano ao centro da esfera.

Determine o volume de uma esfera em fungao do comprimento da circunferén-
cia C do circulo maximo da esfera.

Uma esfera tem 1 m de raio. Qual sera o raio de uma esfera cujo volume é
do volume da primeira esfera?

o=
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717.

718.

719.

720.

721.

722.

723.

724.

725.

726.

7217.

10 |
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Determine a razao entre as areas de um cubo e uma esfera, sabendo que seus
volumes sao iguais.

Um cubo de chumbo de aresta a foi transformado numa esfera. Determine a
superficie da esfera em funcao de a.

Calcule em cm?3 o volume de uma esfera, sabendo que o didmetro perpendicular
a um circulo menor de 10 cm de raio € dividido por esse circulo em dois seg-
mentos de razao %

Uma esfera, um cilindro e um cone tém o mesmo volume e o mesmo raio. Cal-
cule a razao entre a altura do cilindro e a do cone.

Determine a diferenca entre a area da maior e da menor das secoes obtidas por
um ponto P, a uma distancia d do centro da esfera.

A superficie de uma esfera mede 144w cm? e € igual & &rea total de um cilindro
que tem o mesmo raio da esfera. Determine a relagcao entre os volumes de
ambos os sélidos.

Uma esfera é equivalente a um cilindro reto cuja area total € igual a 427 cmZ2,
Sendo 3 cm o raio do cilindro, determine:

a) o raio da esfera;

b) a relacao entre a area da esfera e a area total de um cone reto que tenha
a mesma base e a mesma altura do cilindro dado.

Fabricou-se uma caldeira de tal maneira que as bases de dois hemisférios
coincidissem com as bases de um cilindro. Sendo o diametro do cilindro os

% de sua altura e a superficie da caldeira equivalente a uma esfera de raio R,

determine a relacao entre o volume da caldeira e o volume da efera de raio R.

Duas esferas tangentes entre si tangenciam internamente uma outra esfera.
Sendo 10 cm o diametro da esfera maior, determine a relacao entre os volumes

das esferas tangentes internamente, sabendo que sua soma é % do volume

da esfera maior.
Um cubo e uma esfera tém igual superficie. Qual dos sélidos tem maior volume?

A area total de um cubo e a area de uma superficie esférica sao iguais. Qual a
razao entre o raio da superficie esférica e a medida de uma aresta do cubo?
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728.

729.

730.

731.

732.

733.

734.

735

736.

737.

738.

739.

740.

741.

A édrea da superficie de uma esfera e a area total de um cone reto sao iguais.
Determine o raio da esfera, sabendo que o volume do cone é 12w dm?3 e o raio
da base é 3 dm.

Determine o angulo do fuso de uma esfera, sendo 324w cm? a area da esfera
e 54w cm? a area do fuso.

Qual é a area de um fuso de 28° pertencente a uma esfera de 4w m?2 de
superficie?

Determine a area de um fuso de 45° em uma esfera de 10 cm de raio.

Um fuso de 10° de uma esfera de 1 cm de raio é equivalente a uma sec¢ao plana
da esfera. Determine a distancia da secao ao centro da esfera.

Determine a area de um fuso, cujo angulo mede 30°, em uma esfera de 18 cm
de raio.

Determine a distancia de uma sec¢ao plana de uma esfera ao centro dessa es-

fera, sabendo que o raio da esfera mede 12 cm e que a area do fuso de 60° é
equivalente a area dessa secao.

. Calcule a area total e o volume de uma cunha esférica de 30°, sendo r o raio

da esfera.

Determine o volume de uma cunha, cujo angulo mede 60°, em uma esfera cujo
volume mede 288w m3.

Qual é o volume de uma cunha de 30°, pertencente a uma esfera de 972w m3
de volume?

Determine as medidas dos raios de duas esferas, sabendo que sua soma vale
20 cm e que o fuso de 60° na primeira € equivalente ao fuso de 30° na segunda.

Um fuso de 60° de uma esfera é equivalente a um fuso de 30° de uma outra
esfera. Determine os raios dessas esferas, sendo 24 cm sua soma.

Determine o raio de uma cunha esférica de 45°, sabendo que € equivalente a
um hemisfério de 10 cm de diametro.

Quantos brigadeiros (bolinhas de chocolate) de raio 0,5 cm podemos fazer a
partir de um brigadeiro de raio 1,0 cm?
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742. Um observador (0), do ponto mais alto de um farol, vé a linha do horizonte (L) a uma
distancia d. Sejam h e R a altura do farol e o raio da Terra, respectivamente.

a) Como R é muito maior que h, pode-
se admitirque 2 R + h = 2R.
Assim, prove, usando a aproximacao
indicada, que d = +/2Rh.

b) O raio da Terra tem,
aproximadamente, 6 300 km.
Usando a férmula do item a,
calcule a distancia (d) do
horizonte, quando o observador
esta a uma altura h = 35 m.

743.Uma esfera de raio 5 cm, ao ser seccionada por um plano distante 3 cm do seu
centro, determina uma area S. Entao, calcule o valor de 41
4
744.Um plano intercepta uma esfera perpendicularmente a um de seus diametros
num ponto P distinto do centro e interior a esse diametro.

a) Prove que a interse¢ao € um circulo.

b) Determine (em funcao do raio r da esfera) a distancia do ponto P ao centro,
a fim de que o circulo intersecao tenha area igual a metade da de um circulo
maximo da esfera.

IV. Deduc¢ao das formulas das areas do cilindro,
do cone e da esfera

Colocamos no final deste capitulo a deducao das expressoes das areas laterais
do cilindro e do cone e da area da superficie esférica. E a melhor maneira que encontra-
mos para justificar as expressoes ja incluidas nos itens 199, 214 e 223.

229. Nogao intuitiva

Se considerarmos uma superficie limitada
de area A e sobre ela formarmos um sélido de
altura x de bases “paralelas”, teremos, indicando
com V, o volume do soélido (“prismas” reunidos
com “cilindros”) de base A e altura x.
V=AxosA=Y

X
Esta uUltima igualdade € verificada para qualquer x.

Intuitivamente, uma superficie € imaginada como uma “placa sélida” de “es-
pessura infinitamente pequena”.
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Por isso, se uma “placa sélida” de volume Vp e espessura x for tal que a expres-

Vv
sdo (funcdo) - tem sentido (é definida) para x — 0, entdo:
X

\%
-2 (para x — 0) sera definida como a area da placa.
X

Assim agindo, poderemos deduzir as expressoes das areas: lateral do cilindro,
superficie esférica, lateral do cone. Nestes casos, o artificio que acima procuramos
generalizar € mais real e simples, como veremos a seguir.

230. Area lateral do cilindro de revolugio

: ]
Vv

V, =m(r +x?h — wrth = £ = mh(2r + x)
X

Entao, para x = 0, vem:
A = wh(2r + 0) = | Al = 2mrh

231. Area da superficie esférica

_4 3_ 4
Vp_ §1T(Y+X) —
%TI’[(I’-FX)?’— rl=

e =

:>Vp

=V, = %w[i&rzx + 32 + 3] =

Vo 4
= L2 = Z7(3r2 + 3rx + x?)
X 3

Entao, para x = 0, vem:

4
A= 3 4 s 0+ 0t :>
317[ ] A = 4mr
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232. Area lateral do cone de revolugio

g 7= 8 y=g=>y=gx

r r X h h

V= %Tr(r+y)2 (h+2) - %Trrzh.

Substituindo y e z, temos:

2
Vv zlwl(rJr gx) ~(h+§x)—r2h]:
3 h r

2 2 3
=V, = %w [rgx + 2rgx + 2%% + %x2 + %XS} =

\Y 2 3
= 2 =Lolag s 3,1 &
X 3 h h2r

Entao, para x = 0, vem:
_1 3g? g* _
AL = §1T [3rg - TO + moz = A€ = Trg

255
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