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Nocédes e
proposicoes primitivas

I. Nogoes primitivas

1. Asnogdes (conceitos, termos, entes) geométricas sdo estabelecidas por meio
de definicao.

As nocoes primitivas sao adotadas sem defini¢ao.

Adotaremos sem definir as nocoes de:

( ponto, reta e plano J

De cada um desses entes temos conhecimento intuitivo, decorrente da expe-
riéncia e da observacao.

2. Notagao de ponto, reta e plano

Com letras:
Ponto — letras latinas mailsculas: A, B, C, ...
Reta — letras latinas mindsculas: a, b, c, ...

Plano — letras gregas minusculas: a, B, vy, ...
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NOCOES E PROPOSICOES PRIMITIVAS

Graficamente:
r
P /
O ponto P. Aretar. O plano a.

II. Proposigoes primitivas
3. As proposicoes (propriedades, afirmacdes) geométricas sao aceitas mediante
demonstracoes.

As proposicoes primitivas ou postulados ou axiomas sao aceitos sem de-
monstracao.

Iniciaremos a Geometria Plana com alguns postulados relacionando o ponto, a
reta e o plano.

4. Postulado da existéncia

a) Numa reta, bem como fora dela, ha infinitos pontos.

b) Num plano ha infinitos pontos.

A expressao “infinitos pontos” tem o significado de “tantos pontos quanto
quisermos”.

A figura ao lado representa uma reta r e
os pontos A, B, P, R, S e M, sendo que: M

- A, BePestdaoemr, ou seja, aretar P
passa por A, B e P, e indicamos

AerBernPer;

+ R, S e M nao estdo em r, ou seja, r S
nao passa por R, S e M, e indicamos

REr,SE&r,M&r.
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NOCOES E PROPOSICOES PRIMITIVAS

5. Posigoes de dois pontos e de ponto e reta

Dados dois pontos A e B, de duas uma: A.B

ou A e B sdo coincidentes (¢ 0 mesmo (A =B)
ponto, um s6 ponto, com dois nomes: A e B)

ou A e B sao distintos. A B

Dados um ponto P e uma reta r, de duas (A % B)

uma:
ou o ponto P esta naretar P
(a reta r passa por P) //T
Per Per
ou 0 ponto P nao esta nareta r
(a reta r ndo passa por P)

P&r p

-
B C . S
/A//r /
Os pontos A, B e C sao colineares. Os pontos R, S e T nao sao
colineares.

1. Postulado da determinacao

Da reta

Dois pontos distintos determinam uma Unica (uma, e uma s0) reta que passa
por eles.

Os pontos A e B distintos determinam a
reta que indicamos por AB. A B r
(A#B,AELBEN=r=AB r

A expressao “duas retas coincidentes”
€ equivalente a “uma Unica reta”.

n
2l
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NOCOES E PROPOSICOES PRIMITIVAS

Do plano

[ Trés pontos nao colineares determinam um Unico plano que passa por eles.j

Os pontos A, B e C nao colineares de-
terminam um plano o que indicamos por (A,
B, C).

O plano o € o unico plano que passa
por A, B e C.

8. Postulado da inclusao

Se uma reta tem dois pontos distintos num plano, entao a reta esta contida
nesse mesmo plano.

(A#B,r=AHB,AEoc,B€(x):>rC(x

Dados dois pontos distintos A e B de um plano, a retar = A<_I>3 tem todos os
pontos no plano.

9. Pontos coplanares s3do pontos que pertencem a um mesmo plano.

Figura é qualquer conjunto de pontos.
Figura plana é uma figura que tem todos os seus pontos num mesmo plano.
A Geometria Plana estuda as figuras planas.

10. Retas concorrentes
Definicao r

Duas retas sao concorrentes se, € so- P
mente se, elas tém um unico ponto comum.

rNs = {P} 3
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NOCOES E PROPOSICOES PRIMITIVAS

Existéncia

Usando o postulado da existéncia (item 4),
tomemos uma reta r, um pontoPemr (P €r)
e um ponto Q fora de r (Q & r).

Os pontos P e Q sao distintos, pois um
deles pertence a r e 0 outro nao.

Usando o postulado da determinacao da reta (item 7), consideremos a reta s
determinada pelos pontos P e Q (s = PQ).

As retas r e s sao distintas, pois se coincidissem o ponto Q estaria em r (e ele
foi construido fora de r), e o ponto P pertence as duas.

Logo, r e s sdo concorrentes.

EXERCICIOS

1. Classifique em verdadeiro (V) ou falso (F):
a) Por um ponto passam infinitas retas.
b) Por dois pontos distintos passa uma reta.
¢) Uma reta contém dois pontos distintos.
d) Dois pontos distintos determinam uma e uma so reta.
e) Por trés pontos dados passa uma so reta.

2. Classifique em verdadeiro (V) ou falso (F):
a) Trés pontos distintos sao sempre colineares.
b) Trés pontos distintos sdo sempre coplanares.
c) Quatro pontos todos distintos determinam duas retas.
d) Por quatro pontos todos distintos pode passar uma so reta.
e) Trés pontos pertencentes a um plano sao sempre colineares.
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NOCOES E PROPOSICOES PRIMITIVAS

3. Classifique em verdadeiro (V) ou falso (F):

a) Quaisquer que sejam os pontos A e B, se A é distinto de B, entao existe
umaretaatalque A€ aeB € a.

b) Quaisquer que sejam os pontos P e Q e as retas r e s, se P € distinto de Q,
e P e Q pertencem asretasre s,entaor = s.

c) Qualquer que seja uma reta r, existem dois pontos A e B tais que A é dis-
tintode B,comAereBer.

d) Se A =B, existeumaretartalque A,BEr.

4. Usando quatro pontos todos distintos, sendo trés deles colineares, quantas
retas podemos construir?

5. Classifiqgue em verdadeiro (V) ou falso (F):
a) Duas retas distintas que tém um ponto comum sao concorrentes.
b) Duas retas concorrentes tém um ponto comum.

c) Se duas retas distintas tém um ponto comum, entao elas possuem um
unico ponto comum.
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Segmento
de reta

Conceitos

11. A nocdo “estar entre” é uma nocdo primitiva que obedece aos postulados (ou
axiomas) que seguem:

Quaisquer que sejam os pontos A, B e P:

1°) Se P esta entre A e B, entao A, B e P sao colineares;
2°) Se P esta entre A e B, entdo A, B e P sao distintos dois a dois;

3¢9) Se P esta entre A e B, entao A nao esta entre P e B nem B esta entre A e
P; e ainda

4°) Quaisquer que sejam os pontos A e B, se A é distinto de B, entao existe
um ponto P que esta entre A e B.
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SEGMENTO DE RETA

12. Segmento de reta — definigao

Dados dois pontos distintos, a reuniao do conjunto desses dois pontos com
0 conjunto dos pontos que estao entre eles € um segmento de reta.

Assim, dados A e B, A # B, o segmento de reta AB (indicado por ﬁ) é 0 que
segue:

B

A

AB = {A, B} U {X | X esta entre A e B}

Os pontos A e B sao as extremidades do segmento AB e 0s pontos que estao
entre A e B sdo pontos internos do segmento AB.

Se os pontos A e B coincidem (A = B), dizemos que o segmento AB é um seg-
mento nulo.

13. Semirreta — definigao

Dados dois pontos distintos A e B, a reuniao do segmento de reta AB com
0] coﬂ)unto dos pontos X tais que B esta entre A e X é a semirreta AB (indicada
por AB).

O ponto A é a origem da semirreta A@:

A

—>

AB = AB U {X | B est& entre A e X}

Se A esta entre B e C, as semirretas ﬁ e ﬁ) sao ditas semirretas opostas

A

N
\J
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SEGMENTO DE RETA

14. Resumo

Considerando dois pontos distintos A e B, temos:

A reta AB - >
reta AB: A B
0 segmento AB:
A B
. -2 a’
A semirreta AB (ou Aa'): Iy : >
. - n
A semirreta oposta a AB (ou a
. " -+
semirreta Aa"): A
. —> a"
A semirreta BA (ou Ba"): < ~ 5
. - '
A semirreta oposta a BA (ou 3
semirreta Ba'): B
semirreta Aa" semirreta AB = Aa’
a \/ B 2
a A\ segmentoﬁ

semirreta BA = Ba" semirreta Ba'

— >

Notamos ainda que: AB = AB N BA.

15. Segmentos consecutivos

Dois segmentos de reta sao consecutivos se, e somente se, uma extremidade
de um deles é também extremidade do outro (uma extremidade de um coincide com
uma extremidade do outro).

B R
M N P
3
A C S
AB e BC sao MN e NP sao RS e ST sao
consecutivos consecutivos consecutivos
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SEGMENTO DE RETA

16. Segmentos colineares

Dois segmentos de reta sao colineares se, € somente se, estdao numa mes-
ma reta.

A B C D M N P R T S

AB e CD sdo colineares  MN e NP s3o colineares RS e ST s3o colineares
(nao sao consecutivos) (e consecutivos) (e consecutivos)

17. Segmentos adjacentes

Dois segmentos consecutivos e colineares sao adjacentes se, e somente se,
possuem em comum apenas uma extremidade (nao tém pontos internos comuns).

M N P R T S

MN e NP s3o adjacentes (sd0 RS e ST n3o s3o adjacentes (sd0

consecutivos colineares, tendo consecutivos colineares e além
somente N comum) de S tém outros pontos comuns)
MN N NP = {N} RSN ST =ST

18. Congruéncia de segmentos

A congruéncia (simbolo: =) de segmentos é uma nocao primitiva que satisfaz
os seguintes postulados:

1°) Reflexiva. Todo segmento € congruente a si mesmo: AB = AB.

2°) Simétrica. Se AB = CD, entao CD = AB.

3°) Transitiva. Se

&l

vs]
I
S|
D

N o
O
I
5
[0}
>
>
Q
o
>
vs)
I
m
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SEGMENTO DE RETA

42) Postulado do transporte de segmentos

Dados um segmento AB e uma semirreta de origem A', existe sobre esta
semirreta um unico ponto B' tal que A'B' seja congruente a AB.

19. Comparacao de segmentos

Dados d0|s segmentos, ABe CD pelo postulado do transporte, podemos obter
na semirreta AB um ponto P tal que AP = CD. Temos trés hipéteses a considerar:

12) 2:) 39)

1#) O ponto P esta entre A e B. Neste caso, dizemos que AB é maior que CD
(AB > CD).

22) 0 ponto P coincide com B, caso em que AB & congruente a CD (AB = CD).

3?) O ponto B esta entre A e P. Neste caso, dizemos que AB é menor que CcD
(AB < TD).
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SEGMENTO DE RETA

20. Adicao de segmentos

Dados dois segmentos AB eC CD, _tomando-se numa semirreta qualquer de ori-
gem R os segmentos adjacentes RP e PT tais que

B C
D — _
A/\/ \”\ RP = AB
: H > PT=0
R P T
RT = AB + CD e também RT = RP + PT

__ 0 segmento RS, que € a soma de n segmentos congruentes a AB, é muiltiplo
de AB segundo n (RS = n - AB). Se RS = n - AB, dizemos que AB é submiiltiplo de
RS segundo n.

A B

21. Ponto médio de um segmento

Definicao

Um ponto M € ponto médio do segmento AB se, e somente se, M esta entre A
e Be AM = MB.

MEAB e MA=MB

A M ' B
Unicidade do ponto médio
Se X e Y distintos (X # Y) fossem pontos médios de AB, terfamos
AX=XB (1) e AY=YB (2)
A X Y B A Y X B
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SEGMENTO DE RETA

X esta entre Ae Y = AY > AX )
e =
Y esta entre Xe B= XB > YB

AY > AX = XB > YB, o que é absurdo,
de acordo com (2)

ou

Y esta entre A e X = AX > AY
e
X esté entre Y e B = YB > XB

@) AX > AY = YB > XB, o que é absurdo,
de acordo com (1)

Logo, o ponto médio de AB é Unico.

A existéncia do ponto médio esta provada no item 56.

22. Medida de um segmento — comprimento

A medida de um segmento AB sera indicada por m(ﬁ) ou simplesmente por AB.
A medida de um segmento (nao nulo) € um numero real positivo associado ao
segmento de forma tal que:

1°) Segmentos congruentes tém medidas iguais e, reciprocamente, segmen-
tos que tém medidas iguais sao congruentes.

AB = CD < m(AB) = m(CD)
2°) Se um segmento € maior que outro, sua medida € maior que a deste outro.
AB > CD < m(AB) > m(CD)

39) A um segmento soma esta associada uma medida que é a soma das me-
didas dos segmentos parcelas.

RS = AB + CD < m(RS) = m(AB) + m(CD)
A medida de um segmento da-se o nome de comprimento do segmento.

Em geral, associa-se um numero (medida) a um segmento estabelecendo a
razao (quociente) entre este segmento e outro segmento tomado como unidade.

0 segmento unitario usual € o metro (simbolo m). Seus multiplos — decametro
(dam), hectdbmetro (hm) e quildmetro (km) — ou submdiltiplos — decimetro (dm),
centimetros (cm) e milimetro (mm) — também sao utilizados.

23. Nota

A congruéncia, a desigualdade e a adicdao de segmentos, aliadas ao postulado
de Eudoxio-Arquimedes (Eudéxio: 408-355 a.C.; Arquimedes: 278212 a.C.), cujo
enunciado é:
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SEGMENTO DE RETA

“dados dois segmentos, existe sempre um mdultiplo de um deles que supera o
outro”, permitem-nos estabelecer a razao entre dois segmentos quaisquer. Podemos
entdao medir um deles tomando o outro como unidade de comprimento.

24. Distancia entre dois pontos

Distancia geométrica

Dados dois pontos distintos, A e B, a distancia entre A e B (indicada por dy )
€ 0 segmento AB ou qualquer segmento congruente a AB.

A

w

Distancia métrica

Dados dois pontos distintos, A e B, a distancia entre A e B € a medida (compri-
mento) do segmento AB.

Se A e B coincidem, dizemos que a distancia geométrica entre Ae B é nula e a
distancia métrica € igual a zero.

EXERCICIOS

6. Se 0 segmento AB mede 17 cm, determine o valor de x nos casos:

A P B A P B
a) c)
v — v v
X 7 cm X + 3 X
P B A -
b) d) A o3
X P
21vcm 5(
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10.

11.

12.

13.

14.

9 |

SEGMENTO DE RETA

Determine x, sendo M ponto médio de AB:

a) A M B b)A M B

2x-3 X + 4 9 2x — 3

Determine PQ, sendo AB = 31:

x-1
—Ae—
a) A P Q B b) A P B Q
-~ N —_—
2x x + 1 X 11 X + 1

Determine AB, sendo M ponto médio de AB:

A M B P
A M B b)

a)

2x-5 X+ 8 X X+ 7

~

4x -5

Quantas semirretas ha numa reta, com origem nos quatro pontos A, B,C e D da
reta?

Quantos segmentos distintos podem determinar trés pontos distintos de uma
reta?

Quantos segmentos passam pelos pontos A e B distintos? Quantos ha com
extremidades A e B?

Classifiqgue em verdadeiro (V) ou falso (F):

a) Se dois segmentos sao consecutivos, entdo eles sao colineares.

O

Se dois segmentos sao colineares, entao eles sao consecutivos.

o O

)

)

) Se dois segmentos sao adjacentes, entao eles sao colineares.

) Se dois segmentos sao colineares, entao eles sao adjacentes.
)

)

Se dois segmentos sao adjacentes, entao eles sao consecutivos.
) Se dois segmentos sao consecutivos, entao eles sao adjacentes.

—

0 segmento AB de uma reta é igual ao quintuplo do segmento CD dessa mes-
ma reta. Determine a medida do segmento AB, considerando como unidade de
medida a quinta parte do segmento CD.
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SEGMENTO DE RETA

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

P, A e B sao trés pontos distintos de uma reta. Se P esta entre A e B, que rela-
¢ao deve ser véalida entre os segmentos PA, PB e AB?

P, Q e R sao trés pontos distintos de uma reta. Se PQ é igual ao triplo de QR
e PR = 32 cm, determine as medidas dos segmentos PQ e QR.

Solucao

Temos duas possibilidades:

12) Qestaentre Pe R 22) Restaentre Pe Q
3x X 32 X
—t— ——A——
P R P Q
2 R
32 3x
X +x=32=x=8 3Xx=32+x=x=16
PQ =24 QR =8 PQ = 48 QR = 16

Resposta: PQ =24 cme QR =8 cmou PQ =48 cme QR = 16 cm.

Os segmentos AB e BC, BC e CD s&o adjacentes, de tal maneira que AB € o
triplo de BC, BC € o dobro de CD, e AD = 36 cm. Determine as medidas dos
segmentos AB, BC e CD.

Sejam P, A, Q e B pontos dispostos sobre uma reta r, nessa ordem. Se PA e QB
sao segmentos congruentes, mostre que PQ e AB sao congruentes.

Se A, B e C sao pontos colineares, determine AC, sendo AB = 20 cm e
BC = 12 cm.

AB e BC sao dois segmentos adjacentes. Se AB é o quintuplo de BC e AC = 42 cm,
determine AB e BC.

Sendo AB e BC segmentos colineares consecutivos, AB o quéadruplo de BC e
AC = 45 cm, determine AB e BC.

Numa reta r, tomemos os segmentos AB e BC e um ponto P de modo que AB
seja o quintuplo de PC, BC seja o quadruplo de PC e AP = 80 cm. Sendo M e N
os pontos médios de AB e BC, respectivamente, determine MN.
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23.

24,

25.

26.

27.

28.

SEGMENTO DE RETA

Sejam quatro pontos, A, B, C, D, dispostos sobre uma mesma reta r, nessa or-
dem, e tais que AB e cD sejam congruentes. Demonstre que os segmentos AD
e BC tém o mesmo ponto médio.

Sejam quatro pontos, A, B, C, D, dispostos sobre uma mesma reta, nessa ordem,
e tais que AC e BD sejam congruentes. Demonstre que os segmentos AB e CD
sao congruentes e que os segmentos BC e AD tém o mesmo ponto médio.

Sejam M e N os pontos médios, respectivamente, dos segmentos AB e E
contidos numa mesma reta, sendo AB = BC, com A # C. Demonstre que MN
€ congruente a AB.

Dados trés pontos, A, B, C, sobre uma mesma reta, consideremos M e N 0s pon-
tos médios dos segmentos AB e BC. Demonstre que MN é igual a semissoma
ou a semidiferenga dos segmentos AB e BC.

Seja AB um segmento de reta e M o seu ponto médio. Consideremos um ponto
P entre os pontos M e B. Demonstre que PM € dado pela semidiferenca positiva
entre PA e PB.

Solucao
Indicando a medida de AB por 2a e a de PM por x, temos:

X

——
A M P B

vV~ vV~
a a

PA=a + x
PB=a—x

PA — PB _PA-PB

}:}PA—PB=2X:>X= > = PM = >

Consideremos sobre uma reta r um segmento fixo AB e um ponto mével P. Seja
M o ponto médio de AP e N o ponto médio de BP. O que podemos dizer a respeito
do segmento MN?
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Introducao

I. Conceitos primitivos e postulados

1. Asnocoes (conceitos, termos, entes) geométricas sao estabelecidas por meio
de definicoes. Em particular, as primeiras nocoes, os conceitos primitivos (nocoes
primitivas) da Geometria, sao adotadas sem defini¢ao.

Adotaremos sem definir os conceitos de:

(PONTO, RETA e PLANO)

L

O ponto A. Aretar. O plano a.

° >

Do ponto, da reta e do plano temos um conhecimento intuitivo decorrente da
experiéncia e da observacao.

O espaco € o conjunto de todos os pontos. Nesse conjunto desenvolveremos a
Geometria Espacial.

2. As proposicoes (propriedades) geométricas sao aceitas mediante demonstra-
¢oes. Em particular, as primeiras proposicoes, as proposicoes primitivas ou postulados
sao aceitos sem demonstracao.

Assim, iniciamos a Geometria com alguns postulados, relacionando o ponto,
a reta e o plano.
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INTRODUCAO

3. DPostulado da existéncia

a) Existe reta e numa reta, bem como fora dela, ha infinitos pontos.
b) Existe plano e num plano, bem como fora dele, ha infinitos pontos.

4. Postulado da determinacao A B

a) Dois pontos distintos determi-
nam uma unica reta que passa por eles.

b) Trés pontos nao colineares deter-
minam um Unico plano que passa por eles.

5. Postulado da inclusao

Se uma reta tem dois pontos distintos num plano, entao ela esta contida no
plano.

(A#Br=ABA€aBEd=rCa

6. Retas concorrentes

Definigdo >P<
Duas retas sdo concorrentes se, g s

e somente se, elas tém um unico ponto rns={p}
comum.
1. Retas paralelas a b
s . a=b=a/b
Definigdo -

Duas retas sao paralelas se, e so-
mente se, ou sao coincidentes ou sao
coplanares e nao tém ponto comum.
(aca,bCaeanb=g)=a/sb
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INTRODUCAO

. 4. EXERCICIOS

1. Demonstre que num plano existem infinitas retas.

Solucao

Consideremos um plano « e nele dois pontos distintos A e B. Estes pontos
determinam uma reta r, que esta contida em «, pois tem dois pontos dis-
tintos em «. Consideremos em « e fora de r um ponto C. Os pontos Ae C
determinam uma reta s, que esta em a. Os pontos B e C determinam uma
reta t que esta em a.

Desse modo podemos construir em a “tantas retas =
quantas quisermos”, isto &, “infinitas” retas. g t

2. Quantas retas ha no espac¢o? Demonstre.

3. Quantas e quais sao as retas determinadas por pares de pontos A, B, C e D,
dois a dois distintos, se:

a) A, B e C sao colineares? b) A, B, C e D nao sao coplanares?
4. Quantos sao os planos determinados por quatro pontos distintos dois a dois?

5. Mostre que trés retas, duas a duas concorrentes, nao passando por um mesmo
ponto, estao contidas no mesmo plano.

Solucao C o
Sejam r, s e t as retas tais que g r
rus={C},rut={B},sUt={A} A 3

e A, B e C nao colineares.
Pelo postulado da determinacao existe o plano a = (A, B, C).
Pelo postulado da inclusao, temos: (A # B; A,B€ o) =t C «.
Analogamente temos: AC aer C .

6. E comum encontrarmos mesas com 4 pernas que, mesmo apoiadas em um
piso plano, balangcam e nos obrigam a colocar um calgo em uma das pernas
se a quisermos firme. Explique, usando argumentos de geometria, por que isso
nao acontece com uma mesa de 3 pernas.
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INTRODUCAO

II. Determinacao de plano

8. Existem quatro modos de determinar planos.

1° modo: por trés pontos nao colineares.

29 modo: por uma reta e um ponto fora dela.
32 modo: por duas retas concorrentes.

42 modo: por duas retas paralelas distintas.

O primeiro modo € postulado e os demais sao os trés teoremas que seguem.

9. Teoremal

Se uma reta e um ponto sao tais que o ponto nao pertence a reta, entao
eles determinam um unico plano que os contém.

Hipétese Tese
Pe&r = (JalPEaerca)
Demonstracao:

Sendo um problema de existéncia e unicidade, dividimos a demonstracao nessas
duas partes.

12 parte: Existéncia

a) Construcao:

Tomamos em r dois pontos distintos, A e B.

Os pontos A, B e P, nao sendo colineares (A, B € re P & r), determinam um
plano «.

b) Prova de que « € o plano de r e P.

(x:(A’BIP)
a=(AB,P)=>PE« =SrCa
A#B/ABET

Logo, existe pelo menos o plano «a construido por r e P. Indicaremos por
a=(r,P). (1)
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22 parte: Unicidade

z

Provemos que o« é o unico plano
determinado por r e P.

Se existissem a e o' por r e P,
teriamos:

(a = (nLPyABETY) = a =
(' = (r,P);A,BETN = o = (

Logo, nao existe mais que um plano (1, P). (2)
Conclusdo: (1)e () = Ja|PEaerCa.

10. Teorema 2

Se duas retas sao concorrentes, entao elas determinam um Unico plano que
as contém.

Hipotese Tese
rns={}) = (Fa|rCaesCa)
Demonstracao:

12 parte: Existéncia

a) Construcao:

Tomamos um ponto A em r e um ponto B em s, ambos distintos de P.
Os pontos A, B e P, ndo sendo colineares (A, P € r e B & r), determinam um

plano «a.
b) Prova de que o € o plano de r e s.
(a=(AB,P;AAPERA+P) = rCua
(a =(A,B,P;B,PES;B#P) = sCa

Logo, existe pelo menos o plano a construido, passando por r e s. Indicaremos
pora = (r,s). (1)
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correntes, teriamos:

11.

22 parte: Unicidade

Se existissem a € o', porre s con-

(a = (ns);AAPEnRBEs) = a=(ADB,P) .
o
(' = (r,s);A,PERBE S = o« = (A,B,P)

Logo, nao existe mais que um plano (r, s). (2)
Conclusdo: (1) e (2)) = Fa|rCa e sCa.

Teorema 3

Se duas retas sao paralelas entre si e distintas, entao elas determinam um
Unico plano que as contém.

Hipotese Tese

t/s,r#s) = (Ja|rcaescCa)

Demonstracao:

12 parte: Existéncia

A existéncia do plano o = (r, s) € consequéncia da definicao de retas paralelas

(ou da existéncia dessas retas), pois:

dois planos o € a' e provemos que eles

(r//s,r#s):(3a|rCa,sCaerﬂs:Q).
Logo, existe pelo menos o plano « (da definicdo), passando porres. (1)

22 parte: Unicidade

Vamos supor que por r e s passam A B

coincidem.

ralelas e distintas, tomando-se A e B dis- a

Se existissem a € ', por r e s pa- 3

tintos em r e P em s, teriamos:

(a = (ns);AABenPes = a=(ADB,P)
(' = (r,s);A,BenPes) = o = (A B,P)

Logo, nao existe mais que um plano (r, s). (2)
Conclusdo: (1) e (2)) = Fa|rCaesCa.
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EXERCICIOS

7. Quantos sao os planos que passam por uma reta?

10.

10

Solucao
Infinitos.
a) Construcao:

Seja r a reta. Tomamos um ponto A
fora de r. A reta r e 0 ponto A de-
terminam um plano «. Fora de «,
tomamos um ponto B. Aretare o
ponto B determinam um plano (. X -
Fora de a e 3, tomamos um ponto C. . -
A reta r e o ponto C determinam Ky -AL
um plano vy.

Desse modo podemos construir, por r, tantos planos quantos quisermos,
isto é, construimos infinitos planos.

[
’

b) Prova:

Todos os planos assim construidos passam por r que, com 0S pontos
correspondentes, os esta determinando.

Quantos planos passam por dois pontos distintos?

. Prove que duas retas paralelas distintas e uma concorrente com as duas sao

coplanares.

Mostre que, se duas retas sao paralelas e distintas, todo plano que contém
uma delas e um ponto da outra, contém a outra.

Solucao

Sejam r e s as duas retas, P um ponto (S
de s e a o plano (r, P). As retas r e @

s determinam um plano «'. Temos, s 5

entao:

(' =(r,8),PES) = a'=(P) = a =a.
Se a = a' contém s, entao o plano « contém a reta s.
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11. Num plano o ha uma reta r e um ponto P nao pertencente a r. Prove que: se
conduzimos por P uma reta s, paralela a r, entao s esta contida em a.

12. Classifigue em verdadeiro (V) ou falso (F):
a) Trés pontos distintos determinam um plano.
b) Um ponto e uma reta determinam um unico plano.

c) Duas retas distintas paralelas e uma concorrente com as duas determinam
dois planos distintos.

d) Trés retas distintas, duas a duas paralelas, determinam um ou trés planos.
e) Trés retas distintas, duas a duas concorrentes, determinam um ou trés planos.

ITI.Posig¢Oes das retas

12. Retas reversas

Definicao

Duas retas sao chamadas retas reversas se, e somente se, nao existe plano
que as contenha.

a e b reversas r reversa com s
nao existe plano (a, b) e nao existe plano (r, s) e
anNnb=yg rNs=g

13. Quadrilatero reverso

Definicao

Um quadrilatero é chamado quadrilatero reverso se, e somente se, nao existe
plano contendo seus quatro vértices.

o e

Se o = (A, B, D) e C & «, entdo ABCD é quadrilatero reverso.
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14. oObservacao
Chamamos figura a todo conjunto de pontos. Uma figura € plana quando seus

pontos pertencem a um mesmo plano, € os pontos sao ditos coplanares; caso con-
trario, a figura € chamada figura reversa e os pontos, nao coplanares.

15. Posic¢oes relativas de duas retas

Em vista de definicdes anteriores, dadas duas retas distintas r e s, ou elas
sao concorrentes, ou paralelas ou reversas.

Essas posi¢coes podem ser sintetizadas da seguinte forma:

r e s tém ponto comum — r e s concorrentes
res
ou
r e s |coplanares o
r e s nao tém ponto comum — r e s paralelas

distintas
ou
r e s reversas
[r e s tém ponto comum — r e s sdo concorrentes
ou
res ~

o - r e s coplanares — r e s sao paralelas
distintas r € s nao ou

tém ponto comum ~ -

r e s nao coplanares — r e s sao reversas

Se as retas r € s sao coincidentes (ou iguais), elas sao paralelas.

EXERCICIOS

13. Prove a existéncia de retas reversas.

Solucao
a) Construcao:

Consideremos uma reta r e um ponto P fora de r. A reta r e o ponto P deter-
minam um plano o = (r, P).
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14.
15.
16.
17.

Tomemos fora de a um ponto X.
Os pontos dlstlntos P e X determi-
nam uma reta s = PX.

b) Prova de que r e s sao reversas:

Se existe um plano B = (r, s), temos:

(rcpePepR) = B=NnP) = B=«
B=a,sCB,XES) = XE a«a(oque é absurdo, pois tomamos X & ).

Logo, nao existe um plano contendo r e s.

Assim, obtivemos duas retas r e s, reversas.

Prove que um quadrilatero reverso nao € paralelogramo.
Mostre que as diagonais de um quadrilatero reverso sao reversas.
Duas retas distintas r e s, reversas a uma terceira reta t, sao reversas entre si?

Prove que duas retas reversas e uma concorrente com as duas determinam
dois planos distintos.

Solucao

Sejam r e s duas retas reversas e t
uma reta concorrente com r e con-
corrente com s.

As retas concorrentes r e s deter-
minam um plano .

As retas concorrentes s e t deter-
minam um plano B.

Os planos a e B sao distintos pois,
se a = B, as retas r (de a) e s
(de B) estariam neste plano o = 3,
0 que € absurdo, pois contraria a
hipétese de serem reversas.
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18. Classifique em verdadeiro (V) ou falso (F):
a) Duas retas ou sao coincidentes ou sao distintas.
Duas retas ou sao coplanares ou sao reversas.
Duas retas distintas determinam um plano.
Duas retas concorrentes tém um ponto comum.
Duas retas concorrentes tém um unico ponto comum.
f) Duas retas que tém um ponto comum sao concorrentes.
g) Duas retas concorrentes sao coplanares.
h) Duas retas coplanares sao concorrentes.
) Duas retas distintas nao paralelas sao reversas.
j) Duas retas que nao tém ponto comum sao paralelas.
k) Duas retas que nao tém ponto comum sao reversas.
I) Duas retas coplanares ou sao paralelas ou sao concorrentes.
m) Duas retas nao coplanares sao reversas.

19. Classifique em verdadeiro (V) ou falso (F):
a) rNs= = ressao reversas.

b) ressdoreversas = rNs=.
c) rNs=C = ressao paralelas.
dr/s,r¥s = rNs=4.

)

e) A condicdor N's = J é necessaria para que r e s sejam reversas.
f) Acondicdor N s = J é suficiente para que r e s sejam reversas.

g) Acondicdor N s = J é necessaria para que duas retas distintas r e s sejam
paralelas.

h) A condicdor N's = J é suficiente para que duas retas r e s sejam paralelas.
IV. Intersec¢ao de planos

16. Postulado da intersecao

Se dois planos distintos tém um ponto comum, entdo eles tém pelo menos um
outro ponto comum.

(#B,PEa e PEB) = (IQ|Q#P,QEa e QEP)

17. Teorema da intersecao

Se dois planos distintos tém um ponto comum, entao a intersecao desses
planos é uma unica reta que passa por aquele ponto.

Hipotese Tese
(@#B,PEa,PER) = (FilanB=i e Pl
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Demonstracao:

12 parte: Existéncia
(a#B,PEa,PER) = (IQ#P,Q€Ex e QEPB)
a#B PeEo,PEP
Q#P,QE,QEpP

A reta i determinada pelos pontos
P e Q é comum aos planos « e B. B

}:>(3i|i=FT(3,iCaeicB)

22 parte: Unicidade

Da 12 parte concluimos que todos
0s pontos de j estdo em o € em B. Para
provarmos que i é a intersecao de a e
B, basta provarmos que todos os pon-
tos que estdo em « e em B estdo em .
E o0 que segue:

Se existe um ponto X tal que
XEa XER e X& i, temos:

X¢€i = Iy|y=(X

(i Coc,XEot,y=(i,X))=>’y=o¢}

. . = a=8
icBgXepy=0LX) =vy=8

Os planos a e B coincidem com o plano y = (i, X), 0 que é absurdo, pois contraria
a hipdtese de que o # B.
Logo, i é a intersecao de o € B.

18. Planos secantes
Definicao
Dois planos distintos que se interceptam (ou se cortam) sao chamados planos

secantes (ou concorrentes). A reta comum € a intersecao desses planos ou o traco
de um deles no outro.

19. oObservagoes

12) Para se obter a intersecao de dois planos distintos, basta obter dois pontos
distintos comuns a esses planos.

22) Para se provar que trés ou mais pontos do espaco sao colineares, basta provar
que eles pertencem a dois planos distintos.
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EXERCICIOS

20. Classifigue em verdadeiro (V) ou falso (F):

21.

22,

23.

a) Se dois planos distintos tém um ponto comum, entao eles tém uma reta
comum que passa pelo ponto.

b) Dois planos distintos que tém uma reta comum sao secantes.

c) Se dois planos tém uma reta comum, eles sao secantes.

d) Se dois planos tém uma unica reta comum, eles sao secantes.

e) Dois planos secantes tém intersecao vazia.

f) Dois planos secantes tém infinitos pontos comuns.

g) Dois planos secantes tém infinitos pontos comuns.

h) Se dois planos tém um ponto comum, eles tém uma reta comum.

Num plano a ha duas retas AB e CD concorrentes hum ponto O. Fora de o ha
um ponto P. Qual é a intersecao dos planos B = (P, A,B)e vy = (P, C, D)?
Solucao

Os planos 3 e y sao distintos e P
pertence a ambos.

AB N CD={0} =

{OEK@:OEB o

0eCD=0€ey .
Logo, 3 N vy = OP.

Num plano a ha dois segmentos de reta AB e CD, contidos em retas n3o para-
lelas e, fora de a, hd um ponto P. Qual é a intersecao dos planos 3 = (P, A, B)
ey = (P, C,D)?

Um ponto P é o traco de uma reta r num plano a. Se B € um plano qualquer que
passa por r, 0 que ocorre com a intersecédo o N B = i?

Solucao

Pernrcp) = Pep
(a#B,PE,PER) = PEI

Logo, a intersecao de B com a passa por P.
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24,

25.

26.

27.

28.

Duas retas r e s sao reversas. Em r ha um ponto R e em s hd um ponto S. Qual
€ a intersecao dos planos a = (r, S) e B = (s, R)?

Qual € a intersegao de duas circunferéncias de raios congruentes, centros co-
muns e situadas em planos distintos?

As retas que contém os lados de um triangulo ABC furam um plano «a nos pon-
tos O, P e R. Prove que O, P e R sao colineares.

Os triangulos nao coplanares ABC e A'B'C' sao tais que as retas AB e A'B' sd@o
concorrentes em O; AC e A'C' sdo concorrentes em P; BC e B'C' sao concorren-
tes em R. Prove que O, P e R sao colineares.

Solucao

Sendoa = (A, B,C)ea' = (A", B', C'), temos:
ABNAB ={0} = O0€ABeO€E AB'
(OEAE,/&ECOL) = 0E€«
(0eAB',AB' Cca)=0€w

O ponto O pertence a a € o' dis-

tintos. Analogamente, P € « e
Pea', ReEaeREa'

Os pontos O, P e R, sendo co-
muns a o e a' distintos, sao
colineares, pois pertencem a
intersecao desses planos, que
€ uma Uunica reta.

Teorema dos trés planos secantes
Estude asretasa, b,c(BNy=a,aNy=p,a NP =c)sabendo que:

Trés planos «, B € y sao distintos e dois a dois secantes, segundo as trés retas.
Solucao
1° caso:

Por uma reta passam infinitos

planos.

Entdo, por a = b = ¢ passam
o, Bery.

As retas a, b e ¢ podem ser coin-
cidentes.
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2° caso:

Supondo que as retas a, b e ¢ sao duas a duas distintas (a # b, a # c,
b # c), para estudarmos as trés, comecaremos por duas delas: a e b. Essas
duas retas (a e b) sao distintas e coplanares (a C y e b C ) pela hipétese.
Entao, ou a e b sdo concorrentes, ou a € b sao paralelas.

1°) a e b sao concorrentes:

Supondo, entao, que existe P tal que a N b ={P} e usando as igualdades
a=bNvy,b=aNnN~yeaNnP =c,para substituicoes, temos:

anb={P} = BNyYN@Ny)={P} = anNpBpnNy={P =
= @nNpB)Ny={P} = cnNny={P} = Pec.
Logo,sea Nb = {P},entadoa N b N c = {P}.

12 conclusao: Se trés planos
sao distintos e dois a dois
secantes, segundo trés retas
distintas, e duas dessas re-
tas sdo concorrentes, entao
todas as trés incidem num Y
mesmo ponto.

2¢) a e b sao paralelas (distintas):

Estudemos as retas a e c. As re-
tas a e c distintas sao coplanares
(a, ¢ C B) por hipétese.

Se 3Q|anN c = {Q}, temos, pelo
item anterior:

anNnc={Q} = anbnc={Q},

0 que € absurdo, por contrariar a hipétese em estudo (a e b nao tém ponto
comum).
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29.

30.

31.

Logo, a e ¢ sao paralelas.

Considerando b e ¢, de modo analogo, concluimos que b e ¢ sao paralelas.

22 conclusao: Se trés planos sao distintos e dois a dois secantes, segun-
do trés retas distintas, e duas dessas retas sao paralelas, todas as trés
sao paralelas (duas a duas).

Reunindo as conclusoes, temos o teorema dos trés planos secantes:

Se trés planos distintos sao dois a dois secantes, segundo trés retas,
OuU essas retas passam por um mesmo ponto ou sao paralelas duas a
duas.

Mostre que, se dois planos que se cortam passam respectivamente por duas
retas paralelas distintas (cada um por uma), a intersecao desses planos € para-
lela as retas.

Duas retas distintas a e b estao num plano « e fora de o ha um ponto P. Estude
a intersecao dos planos B = (a, P) e y = (b, P) com relacao as retas a e b.

Complete:

a) @a=pBNy,b=any,c=anNPBeanc={P}) =
b) @a=BNy,b=any,c=anpPealsc) =

c) @=BNy,b=anvy,c=anp) =
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