FUNCOES

Plano Cartesiano

O plano cartesiano é formado por duas retas reais perpendiculares, ou
seja, o angulo entre elas é de 90°. Essas retas determinam um unico
plano, que é denominado com sistema ortogonal de coordenadas
cartesianas ou somente plano cartesiano.

No ano de 1637, René Descartes teve a brilhante ideia de relacionar
algebra e geometria, dando inicio a conhecida geometria analitica,
método que possibilita descrever a geometria utilizando uma menor
quantidade de diagramas e desenhos. Apesar de os créditos dessa
descoberta serem dados a Descartes, Pierre de Fermat ja conhecia e
utilizava alguns conceitos de geometria analitica, logo o plano cartesiano.

Para que serve um plano cartesiano?

Plano cartesiano formado pelos eixos x e y.



O plano cartesiano é um sistema de coordenadas desenvolvido por René
Descartes. Esse sistema de coordenadas é formado por duas retas
perpendiculares, chamadas de eixos cartesianos. Esses eixos determinam
um unico plano, assim, é possivel determinar a localizagao no sistema de
coordenadas de todo os pontos e, consequentemente, de qualquer objeto
formado por esses pontos que estejam nesse plano.

Desse modo, perceba que é possivel representar pontos ou objetos
utilizando somente suas coordenadas, isto é, ndo é necessario construir
um desenho de um objeto, basta somente expressar suas coordenadas.

Muitos problemas da Matematica sé puderam ser resolvidos gracas a essa
concep¢ao, como para calcular a distancia entre dois pontos ou calcular

a area de um triangulo. Esses assuntos sdao a base da geometria

analitica, que é, por sua vez, a base para desenvolver o calculo diferencial
e integral.

Como se faz um plano cartesiano?

O plano cartesiano é formado por duas retas reais em que o angulo entre
elas é de 90°, ou seja, elas sao perpendiculares. Essas retas sdao chamadas
de eixos. Assim, hda o eixo horizontal, que é chamado de eixo das
abscissas, e o eixo vertical, que é o eixo das ordenadas.

Ordenadas
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Perceba que as retas perpendiculares dividem o plano em quatro regioes,
gue sao chamadas de quadrantes — isso porque as duas retas
perpendiculares dividem o plano em quatro regides.

Vamos representar os quadrantes no sentido anti-horario. Veja:
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Note as relacdes entre os valores dos eixos x (abscissas) e y (ordenadas).
No 29 quadrante, o valor da abscissa é sempre menor que o valor da
ordenada, ou seja, x <y. No 42 quadrante, o valor da abscissa é sempre
maior que o valor da ordenada, assim, x > .

Nos quadrantes impares, 12 e 32, ja ndao podemos afirmar alguma relagao,
pois neles podemos ter abscissas maiores, menores ou iguais aos valores
das ordenadas.

Ponto em um plano cartesiano

Um ponto qualquer do plano cartesiano é indicado a partir de suas
coordenadas, que sao representadas por um par ordenado, ou seja, um
ponto é formado por um conjunto de dois nimeros que possui

uma ordem a ser seguida (ordenado). A notacdo do par ordenado ou
ponto P é:



P (x,y)
X — a Abscissa

y = a Ordenada

Assim, para localizar um ponto, basta marcar o valor no eixo das abscissas
e, em seguida, o valor no eixo das ordenadas. Depois trace

uma reta perpendicular aos pontos x e y encontrados. O local onde essas
retas perpendiculares se encontram é onde ponto P esta.
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FUNCOES

Produto Cartesiano

O produto cartesiano é usado na teoria dos conjuntos. E aplicado em
conjuntos distintos e corresponde a multiplicacdo entre os pares
ordenados. Esse método também foi criado por René Descartes.

Entendemos por par ordenado um conjunto de dois elementos, sendo:

t{a,h}z(c,d}ﬁa= ceb= n:IJ

Noteque(a,b)=(b,a)=a=b.

Exemplos:

a)(3,b)=(a,-5)paraa=3eb=-5
b) (51y+1)=(x_1l4)
parax—1=5,0useja,x=6eparay+1=4,ouseja,y=3

Considerando dois conjuntos, A e B, nao-vazios, chamamos de produto
cartesiano de A por B o conjunto indicado por A X B, formado por todos os
pares ordenados, nos quais o primeiro elemento pertence ao conjunto A e
o segundo pertence ao conjunto B:

AXB={(x,y) | xEAeyEB}

Notagao: A X B
Leitura: A cartesiano B
Elemento: par ordenado (x, y)

Exemplo:



Dados os conjuntos A = {5, 6} e B = {2, 3, 4}, vamos determinar o produto
cartesiano A X B:

na forma tabular

Observe que os primeiros elementos dos pares ordenados pertencem ao
conjunto A e os segundos elementos pertencem ao conjunto B. Esta forma
de representacao é denominada forma tabular.

na forma grafica:

Todo par ordenado (a, b), de numeros reais, pode ser representado por
um ponto do plano cartesiano.

Observe que, para representar graficamente o produto cartesiano A X B,
os elementos do conjunto A sdao dispostos no eixo das abscissas
(horizontal) e os elementos do conjunto B, no eixo das ordenadas
(vertical) estando, cada par ordenado do produto, associado a um Unico
ponto do grafico.
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Diagrama de Flechas

O conjunto D dos primeiros elementos dos pares de R recebe o nome de
dominio da rela¢do e o conjunto B, de contradominio (CD):

D ={2, 3}
CD=1{4,6, 8}

Os elementos do conjunto B que participam da relacdo formam um
conjunto denominado conjunto imagem da relagdo (Im):

Im = {4, 6}

O grafico cartesiano dessa relacdo sera constituido apenas pelos pontos
correspondentes dos pares ordenados (2, 4) e (3, 6), estando cada par
associado a um unico ponto.

No eixo das abscissas (horizontal) marcamos os elementos do conjunto A;
no eixo das ordenadas (vertical), os elementos do conjunto B.



FUNCOES

Funcoes

Estabelecemos uma fungao quando relacionamos uma ou mais grandezas.
Parte dos fendbmenos naturais pode ser estudada gracas ao
desenvolvimento nessa area da matematica. O estudo das funcdes é
dividido em duas partes, temos a parte geral, em que estudamos

0s conceitos gerais, e a parte especifica, em que estudamos os casos
particulares, como as fun¢des polinomiais e as fungdes exponenciais.

O que sao as fungoes?

Uma fungdo é uma aplicacao que relaciona os elementos de

dois conjuntos nao vazios. Considere dois conjuntos nao vazios A e B, em
que uma funcao f relaciona cada elemento de A a um Unico elemento de
B.

Para entender melhor essa definicao, imagine uma corrida de taxi. Para
cada viagem, ou seja, para cada distancia percorrida, existe um preco
diferente e unico, isto é, ndo tem sentido uma viagem ter dois precos
diferentes.

Podemos representar essa funcdo que leva elementos do conjunto A para
o conjunto B das seguintes maneiras.



f:A—B

Observe que, para cada elemento do conjunto A, existe um unico
elemento relacionado com ele no conjunto B. Agora podemos pensar,
afinal, quando uma relacdo entre dois conjuntos ndo serd uma funcao?
Bom, quando um elemento do conjunto A relacionar-se com dois
elementos distintos de B, ou quando sobrar elementos do conjunto A sem
se relacionarem com elementos de B. Veja:




De modo geral, podemos escrever uma fun¢cdao de maneira algébrica
assim:

ffA>B
X2y

Note que a funcao pega elementos do conjunto A (representados por x) e
leva-os aos elementos de B (representados por y). Podemos também dizer
que os elementos do conjunto B sdao dados em funcdo dos elementos do
conjunto A, logo, podemos representar y por:

y = f(x)

Lé-se: (y igual f de x)

As representagdes mais comuns das fung¢bes ocorrem no plano cartesiano.
Dominio, contradominio e imagem de uma fungcao

Quando temos uma funcao f, os conjuntos que estdo sendo relacionados
rececbem nomes especias. Assim, considere uma funcao f que leva
elementos do conjunto A para os elementos do conjunto B:

ffA—>B

O conjunto A, do que partem as relacdes, € denominado dominio da
funcdo, e o conjunto que recebe as “flechas” dessa relagao é chamado
de contradominio. Denotamos esses conjuntos da seguinte maneira:



Df= A - Dominio de f
CDs= B - Contradominio de f

O subconjunto do contradominio de uma funcao formado por elementos
que se relacionam com elementos do conjunto é denominado imagem da
funcdo e é denotado por:

Ims—> Imagem de f
Exemplo

Considere a fungao f: A - B representada no diagrama a seguir e
determine o dominio, o contradominio e a imagem.

A

Como foi dito, o conjunto A ={1, 2, 3, 4} é o dominio da

funcao f, enquanto o conjunto B = {0, 2, 3, -1} é o contradominio da
mesma fung¢do. Agora, observe que o conjunto formado por elementos
que recebem a flecha (em laranja) formado pelos elementos {0, 2, -1} é
subconjunto do contradominio B, esse conjunto é a imagem da

funcao f, assim:

Di=A={1,2,3,4}
CDs=B ={0, 2, 3, -1}

Ims= {0, 2, -1}



Dizemos que o 0 é imagem do elemento 1 do dominio, assim como o0 2 é
imagem dos elementos 2 e 3 do dominio, e =1 é imagem do
elemento 4 do dominio.

Funcao sobrejetiva

Uma fungdo f: A - B sera sobrejetiva ou sobrejetora se, e somente se, o
conjunto imagem coincidir com o contradominio, ou seja, se todos
elementos do contradominio sdao imagens.

II"rLF = CDf =B
Dizemos entdao que uma fungao é sobrejetora quando todos elementos do
contradominio recebem flechas.
Funcao injetiva

Uma fungao f: A = B sera injetiva ou injetora se, e somente se, elementos
distintos do dominio possuirem imagens distintas no contradominio, isto
€, imagens iguais sao geradas por elementos iguais do dominio.



x1 # X2 = f(x1) #f(x2)

ou

fx1) = f(x2) = x1=x

Veja que a condicao é que elementos distintos do dominio relacionem-se
com elementos distintos do contradominio, ndo havendo problema em
sobrar elementos no contradominio.

Funcao bijetora

Uma fungdo f: A - B sera bijetora se, e somente se, ela for injetora e
sobrejetora simultaneamente, ou seja, elementos distintos do dominio
possuem imagens distintas, e a imagem coincide com o contradominio.

Exemplo

Em cada um dos casos, justifique se a funcdo f(x) = x* é injetora,
sobrejetora ou bijetora.

f:lR+%|R

Observe que o dominio da funcdo sao todos os reais positivos e que o
contradominio sdo todos os numeros reais. Sabemos que a fungao f é
dada por f(x) = x? agora imagine todos os nlimeros reais positivos
sendo elevados ao quadrado, todas as imagens serao também positivas.
Assim podemos concluir que a fungao é injetora e ndo sobrejetora, pois os
numeros reais negativos nao vao receber flechas.



Ela é injetora, pois cada elemento do dominio (R.) relaciona-se apenas

com um elemento do contradominio (R).
f: R - R.

A funcdo, nesse caso, possui o dominio como sendo todos os reais e o
contradominio como sendo os reais positivos. Sabemos que qualquer
numero real elevado ao quadrado é positivo, logo, todos os elementos do
contradominio receberam flechas e, assim, a fungao é sobrejetora. Ela nao
sera injetora pelo fato de elementos do dominio relacionarem-se com dois
elementos do contradominio, por exemplo:

fi-2) = (-2 =4
fl2) = (2= 4
f:lR+ -> R.

Nesse exemplo a fung¢do possui dominio e contradominio como sendo os
numeros reais positivos, logo, a funcao é bijetora, pois cada numero real
positivo relaciona-se com um Unico numero real positivo do
contradominio, nesse caso o quadrado do nimero. Além disso, todos os
numeros do contradominio receberam flechas.

Fun¢ao composta

A funcdo composta esta associada com a ideia de atalho. Considere trés
conjuntos nao vazios A, B e C. Considere também duas funcdes f e g, em
que a funcao f leva elementos x do conjunto A para elementos y = f(x) do
conjunto B, e a funcdo g leva os elementos y = f(x) para elementos z do
conjunto C.

A funcdao composta recebe esse nome por ser uma aplicacdo que leva
elementos do conjunto A direto para elementos do conjunto C, sem
passar pelo conjunto B, por meio da composicao das funcgdes f e g. Veja:



A funcdao denotada por (f o g) leva os elementos do conjunto A
diretamente para o conjunto C. Ela é chamada de funcdao composta.

Exemplo

Considere a funcdo f (x) = x> e a funcdo g(x) = x + 1. Determine as fun¢des
compostas (f o g)(x) e (g o f)(x).

A funcao f o g é dada pela funcao g aplicada na f, ou seja:
(f o g)(x) = f(g(x))

Para determinar essa funcao composta, devemos considerar a fungao f, e,
no lugar da variavel x, devemos escrever a funcao g. Veja:

XZ

(x+1)?
(fog)(x) =f(g(x)) =x*+2x+1

De maneira analoga, para determinar a fung¢ao composta (g o f)(x),
devemos aplicar a funcao f na funcao g, ou seja, considerar a funcao g e
escrever a funcao f no lugar da variavel. Veja:



(x +1)

X+ 1
Portanto, a funcdo composta (g o f)(x) = g (f(x)) = x> + 1.
Funcao par

Considere uma funcdo f: A > R, em que A é um subconjunto dos reais ndo
vazio. Uma funcao f sera par somente para todo x real.

f(x) = F(—x),¥x € A
Exemplo
Considere a funcdo f: R > R, dada por f(x) = x°.

Veja que para qualquer valor de x real, se elevado ao quadrado, o
resultado é sempre positivo, ou seja:

f(x) = x>
e

f(—x) = (=x)* = x*

Portanto, f(x) = f(—x) para qualquer valor de x real, assim, a fungao f é par.
Fungao impar

Considere uma funcgdo f: A > R, em que A é um subconjunto dos reais ndo
vazio. Uma funcgao f sera impar somente para todo x real.

F—x) = —F(x),¥x € A
Exemplo
Considere a funcdo f: R > R, dada por f(x) = x°.

Veja que para qualquer valor de x podemos escrever que (—x)* = —x’.
Confira alguns exemplos:



(-2)’=-2>=-8
(-3)°=-3*=-27

Assim podemos afirmar que:
flx) = () = ¢
fl=x) = (=x)* = —f(x)

Portanto, para qualquer x real f(—x) = —f(x), e assim a funcdo f(x) = x* é
impar.

Fungao crescente

Uma fungao f é crescente em um intervalo se, e somente se, a medida que
os elementos do dominio crescem, suas imagens também crescem. Veja:

f(x, |

Observe que x1 > X2 € 0 mesmo ocorre com a imagem, assim, podemos
estabelecer uma condicdo algébrica para que a funcao f seja crescente.

Xy > Xo = f(xy) = f(X2)
Func¢ao decrescente

Uma funcao f é decrescente em um intervalo se, e somente se, a medida
que os elementos do dominio crescem, suas imagens decrescem. Veja:



Veja que, no dominio da funcao, temos que x1 > Xz, entretanto isso nao
ocorre na imagem da fung¢ao, em que f(xi) < f(xz2). Assim podemos

estabelecer uma condicado algébrica para fungdes decrescentes. Veja:
X) = Xo = F(Xq) < f(x2)
Func¢ao constante

Como o proprio nome diz, uma fungcao é constante quando, para
qgualquer valor do dominio, o valor da imagem é sempre o mesmo.

ﬂ_xzju . a

Fungao afim
A fungao afim ou polinomial do primeiro grau é escrita na forma:

f(x)=ax+b



Em que a e b sdo numeros reais, a é diferente de zero, e o seu grafico é
uma reta. A funcao possui dominio real e contradominio também real.

Func¢ao quadratica

A funcdo quadratica ou funcdo polinomial do segundo grau é dada
por um polindomio de grau dois, assim:

f(x) =ax*+bx+c

Em que a, b e c s3o numeros reais com a diferente de zero, e seu grafico é
uma parabola. A funcao também possui dominio e contradominio reais.




Fun¢ao modular

A funcdo modular com variavel x encontra-se dentro do mddulo e
algebricamente é expressa por:

f(x) = |x|

A funcdao também possui dominio e contradominio reais, ou seja,
podemos calcular o valor absoluto de qualquer nimero real.

Func¢ao exponencial

A funcdao exponencial apresenta a varidvel x no expoente. Ela também
possui dominio real e contradominio real e é descrita algebricamente por:

f(x) = a"

Em que a € um numero real maior que zero.




Funcao logaritmica

A funcdo logaritmica possui a variavel no logaritmando e o dominio
formado por numeros reais maiores que zero.

f(x) = log.x

FungOes trigonométricas

As fungdes trigonométricas possuem a variavel x envolvendo as razdes
trigonomeétricas, as principais sao:

f(x) = sen(x)

f(x) = cos(x)



f(x) = tg(x)

Funcao raiz

A funcao raiz é caracterizada por ter a variavel no interior da raiz, com
isso, se o indice da raiz for par, o dominio da fung¢do passa a ser somente
0s numeros reais positivos.
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Dominio, Contradominio e Imagem de uma Fungao

Fungdo é uma expressao matematica que relaciona dois valores
pertencentes a conjuntos diferentes, mas com relagdes entre si. A lei de
formacao que intitula uma determinada fungdo, possui trés caracteristicas
basicas: dominio, contradominio e imagem. Essas caracteristicas podem
ser representadas por um diagrama de flechas, isso facilitard o
entendimento por parte do estudante. Observe:

Dada a seguinte funcao f(x) =x + 1, e os conjuntos A (1, 2, 3, 4,5) e B (1, 2,
3,4,5,6,7). Vamos construir o diagrama de flechas:

A B

Nessa situacdo, temos que:

Dominio: representado por todos os elementos do conjunto
A=1(1,2,3,4,5)

Contradominio: representado por todos os elementos do conjunto

B=(1I 2[ 3[ 4[ 5I 6/ 7)



Imagem: representada pelos elementos do contradominio (conjunto B)
gue possuem correspondéncia com o dominio (conjunto A).

(2,3,4,5,6)

O conjunto dominio possui algumas caracteristicas especiais que definem
ou nao uma funcao. Observe:

Todos os elementos do conjunto dominio devem possuir representacao
no conjunto do contradominio. Caso isso ndao ocorra, a lei de formacao
nao pode ser uma funcgao.

Fungédo

Um Unico elemento do dominio ndo deve possuir duas imagens.

Nao é fungdo

Um elemento do dominio ndao pode possuir duas imagens distintas.



Nao é Fungdo

Restam elementos no conjunto dominio, que nao foram associados ao
conjunto imagem.



Imagem de um Elemento

Sejam os conjuntos A={1,2,3,4}eB={0, 2,4,6,8, 11} e seja a funcao f,
de A em B, descrita pelo diagrama abaixo.

1 I

I= = L3 B2
[ax]

A parte do contradominio B, constituida pelos elementos que sdao imagem
de algum elemento do dominio A da funcao f, chama-se conjunto imagem
da funcgao e é representado com |.

Para a funcao f descrita acima temos:
=10, 2, 4}
A imagem do elemento €0, 2, 4

A imagem de uma funcao é o conjunto de todos os numeros do
contradominio que estao relacionados a algum elemento do dominio




Cada elemento do conjunto A (dominio da func¢ao) esta relacionado a um,
e somente um, elemento do conjunto B (contradominio da funcao). Todos
os elementos do conjunto B que receberam flechas de A sdao imagens dos
elementos de A, ou seja, a imagem de -3 é 9, imagem de -2 é 4, imagem
de -1 é 1 e imagem de 0 é 0. Podemos perceber, nesse caso, que a
imagem de cada elemento do conjunto A equivale ao quadrado do seu
valor.
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Raiz ou zero de uma funcao

Para compreender o zero de uma funcdao do 12 grau é necessario
relembrar um conceito importante: Funcao 12 grau.

Uma funcdo do 12 grau pode ser escrita da seguinte maneira:

flx)=ax+b, ondea=0

Portanto, o zero de uma func¢do do 12 grau é dado pela expressao:

Zero da funcdo f{x) =0
fix)=0=ax+b —wax+b=10

Logo, o zero da fungdo é dado pelo valor de x que faz com que a fungao
assuma o valor zero. Encontrar este valor de x é muito facil, pois basta
resolver a equagao do 19 grau.

ax+b=0-ax=-b - x= ——
a

Entretanto, devemos nos atentar para a representacdo geométrica do
zero da funcao, para que possamos compreender como tragar o grafico de
forma correta.

f(x)



Veja os pontos marcados sobre o eixo x, note que esses pontos nao
possuem nenhum deslocamento vertical, ou seja, sua coordenada em
relacdo ao eixo f(x) é nula, é zero. Portanto, quando se encontra a raiz de
uma fung¢ao do 12 grau, ou o zero de uma fungdo do 12 grau, determina-se
em qual ponto a reta estara cortando o eixo x.

Encontre o zero da seguinte funcdo: f(x) = 2x-4.

Zero da funcdo: f{x) =0
flx)=2x—4=0-2x—4=0
Resolvendo essa equacio do 12 grau teremos:
4
x=§%x=2
Portante,o valor de x que faz com que f(x) seja iguala zero éx = 2,
fl2)=22-4=4—-4=0

Note que o valor do coeficiente (a) é positivo, portanto esta é uma funcao

crescente. Conhecendo o zero da funcdao podemos esbocar o grafico desta
funcao.

Flx}
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Fun¢ao Afim ou Primeiro Grau

Uma funcdo do primeiro grau é aquela cuja lei de formacao pode ser
escrita na seguinte forma:

y=ax+b

Na qual, a e b pertencem ao conjunto dos numeros reais, e a é diferente
de zero. Esse tipo de funcao também é chamada de funcao afim.

E importante relembrar os principais conceitos a respeito das funcdes em
geral para compreender bem as fung¢des do primeiro grau.

O que é uma fungao?

Uma funcdo é uma regra matematica que relaciona cada elemento x, de
um conjunto A, a um Unico elemento y, de um conjunto B. Os conjuntos A
e B sdo conhecidos, respectivamente, como dominio e contradominio. Ja x
e y sao conhecidos, respectivamente, como varidvel independente e
variavel dependente, pois o valor de y sempre dependerd do valor de x.

Assim, as funcdes do primeiro grau sao regras que relacionam cada
elemento de um conjunto a um Unico elemento de outro cuja variavel
independente é uma poténcia de expoente 1. O grau de uma funcao
sempre é dado pelo maior expoente da variavel independente e, no caso
das func¢des do primeiro grau, o maior expoente é 1.
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Grafico de uma Fung¢ao do Primeiro Grau

Toda func¢do pode ser representada graficamente, e a fun¢do do 12 grau é formada por
uma reta. Essa reta pode ser crescente ou decrescente, dependendo do sinal de a.

Quandoa>0

Isso significa que a serd positivo. Por exemplo, dada a fungdo: f(x) =2x—1 ou
y=2x-1,onde a =2 e b =-1. Para construirmos seu grafico devemos atribuir valores
reais para x, para que possamos achar os valores correspondentes emy

X y
S g
4 4
0 -1
1/2 0
1 1

Podemos observar que conforme o valor de x aumenta o valor de y também aumenta,
entdo dizemos que quando a > 0 a fungdo é crescente.

Com os valores de x e y formamos as coordenadas, que sdo pares ordenados que
colocamos no plano cartesiano para formar a reta. Veja: No eixo vertical colocamos os
valores de y e no eixo horizontal colocamos os valores de x.



Raiz | By ]
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Quandoa<0

Isso indica que a serd negativo. Por exemplo, dada a funcdo f(x) =-x+ 1 ou
y=-x+1,ondea=-1eb=1.Para construirmos seu grafico devemos atribuir valores

reais para x, para que possamos achar os valores correspondentes emy.

X Yy
_2 3
-1 2
0 1
1 0

Podemos observar que conforme o valor de x aumenta o valor de y diminui, entdo

dizemos que quando a < 0 a fungdo é decrescente.

Com os valores de x e y formamos as coordenadas que sdo pares ordenados que

colocamos no plano cartesiano para formar a reta. Veja:

No eixo vertical colocamos os valores de y e no eixo horizontal colocamos os valores de

X.



Raiz

Caracteristicas de um grafico de uma funcao do 12 grau

Com a > 0 o grafico serd crescente.

Com a < 0 o grafico sera decrescente.

O angulo a formado com a reta e com o eixo x serd agudo (menor que 90°)

guando a>0.

O angulo a formado com reta e com o eixo x serd obtuso (maior que
9092) quando a < 0.

Na construcdao de um grafico de uma fungdo do 12 grau basta indicar apenas dois
valores pra x, pois o grafico € uma reta e uma reta é formada por, no minimo, 2

pontos.

Apenas um ponto corta o eixo x, e esse ponto € a raiz da fungao.

Apenas um ponto corta o eixo y, esse ponto é o valor de b.



FUNCOES

Funcao Quadratica ou Fun¢ao do 22 Grau

Chama-se funcdo quadratica, ou funcdo polinomial do 22 grau, qualquer funcdo f de
IR em IR dada por uma lei da forma f(x) = ax* + bx + ¢, onde a, b e ¢ s3o numeros reais
ea * 0.Vejamos alguns exemplos de funcdes quadraticas:

f(x)=3x*-4x +1,ondea=3,b=-4ec=1
f(x) =x*-1,ondea=1,b=0ec=-1
f(x)=2x*+3x+5,ondea=2,b=3ec=5
f(x)=-x>+8x,ondea=-1,b=8ec=0

f(x) =-4x*>,ondea=-4,b=0ec=0

Grafico

O gréafico de uma fungdo polinomial do 22 grau, y = ax’ + bx + ¢, com a = 0,
é uma curva chamada parabola.

Por exemplo, vamos construir o grafico da funcdoy = x* + x:

Primeiro atribuimos a x alguns valores, depois calculamos o valor correspondente de y
e, em seguida, ligamos os pontos assim obtidos.



X y
3 6
B 2
1 0

1 1
2 3
0 0
1 2
2 6

L

Observacgao:

Ao construir o grafico de uma fun¢do quadratica y = ax® + bx + ¢, notaremos sempre
que:

se a>0, aparabola tem a concavidade voltada para cima;

se a<0,aparabolatem a concavidade voltada para baixo;



FUNCOES

Grafico da Funcao DE 22 Grau

O grafico da funcao de 22 grau é representado pela parabola, que pode ter
sua concavidade voltada para cima ou para baixo.

Uma fungdo do 22 grau é definida pela seguinte lei de formac&o f(x) = ax?

+bx+couy=ax?+bx+c,emquea, becsidonimeros reais e a #0. Sua
representacao no plano cartesiano € uma parabola que, de acordo com o
valor do coeficiente a, possui concavidade voltada para cima ou para
baixo. A funcdao do 22 grau assume trés possibilidades de resultados ou
raizes, que sao determinadas quando fazemos f(x) ou y igual a zero,
transformando a funcdao em uma equacao do 29 grau, que pode vir a ser
resolvida por Bhaskara.

Grafico da fungao do 22 grau

Coeficiente a > 0, parabola com a concavidade voltada para cima
Coeficiente a < 0, parabola com a concavidade voltada para baixo

? > 0 — A equacgao do 22 grau possui duas solugcdes distintas, isto &, a
funcdo do 22 grau tera duas raizes reais e distintas. A parabola intersecta o
eixo das abscissas (x) em dois pontos.

Ly L

a0 a0




? =0— A equacdo do 22 grau possui uma Unica solugdo, isto é, a funcao do
22 grau tera apenas uma raiz real. A parabola ird intersectar o eixo das
abscissas (x) em apenas um ponto.

LN L

a>0 L

a0

? <0 - A equacado do 22 grau nao possui solugdes reais, portanto, a funcao
do 22 grau nao intersectara o eixo das abscissas (x).

¥y ¥,

1rH

a0
a0

x

Pontos notaveis do grafico de uma fungao do 22 grau

O vértice da parabola constitui um ponto importante do grafico, pois
indica o ponto de valor maximo e o ponto de valor minimo. De acordo
com o valor do coeficiente a, os pontos serdao definidos, observe:
Quando o valor do coeficiente a for menor que zero, a parabola possuira
valor maximo.




Quando o valor do coeficiente a for maior que zero, a parabola possuira
valor minimo.

a>0

Outra relagdao importante na funcdo do 22 grau é o ponto onde a parabola
corta o eixo y. Verifica-se que o valor do coeficiente c na lei de formagao
da fungao corresponde ao valor do eixo y onde a parabola o intersecta.
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O grafico da funcado de 22 grau é formado pela pardbola, que pode ter concavidade
para baixo ou para cima.



FUNCOES

Sinais da Funcao de Segundo Grau

Estudar o sinal de uma fungao é determinar para quais valores reais de x a
funcdo é positiva, negativa ou nula. A melhor maneira de analisar o sinal
de uma funcao é pelo grafico, pois nos permite uma avaliagdao mais ampla
da situacdao. Vamos analisar os graficos das funcdes a seguir, de acordo
com a sua lei de formacao.

Observacao: para construir o grafico de uma fungao do 22 grau,
precisamos determinar o numero de raizes da fungao, e se
a parabola possui concavidade voltada para cima ou para baixo.

A =0, uma raiz real.
A > 0, duas raizes reais e distintas
A <0, nenhuma raiz real.

Para determinar o valor de A e os valores das raizes, utilize o método de
Bhaskara:

axi+br+c=0
A=b?—a*rg*c

_bh+AA

2

Coeficiente a > 0, pardbola com a concavidade voltada para cima
Coeficiente a < 0, pardbola com a concavidade voltada para baixo



12 Exemplo:

y=x>—3x+2
xX*-3x+2=0

Aplicando Bhaskara:
A=(-3)2-4*1%*2

A=9-8

A=1
2+1

e

2

f:i:E
2

x"=3=1
2

A parabola possui concavidade voltada para cima em virtude de a >0 e ter
duas raizes reais e distintas.

Andlise do grafico
Iz|x<1oux>2,y>0

i Valores entre le2,y<0
Izlx=1ex=2,y=0

22 Exemplo:

y=x*+8x+ 16
x2+8x+16=0



Aplicando Bhaskara:
A=82-4%*1%*16

A=64-64
A=0
el
e
2
x=—§=—4
2

A parabola possui concavidade voltada para cima, em virtude de a >0 e
uma unica raiz real.

Andlise do grafico:

Iz|x=—4,y=0
I?x¢—4,y>0

32 Exemplo:

y=3x2—-2x+1
3x2-2x+1=0

Aplicando Bhaskara:
A=(-2?-4*3%*1
A=4-12

A=-8

A parabola possui concavidade voltada para cima em decorréncia de a > 0,
mas nao possui raizes reais, pois A < 0.



Analise do grafico
DA funcao sera positiva para qualquer valor real de x.
42 Exemplo:

y=—2x>-5x+3
- 2x*=5x+3=0

Aplicando Bhaskara:

A=(-52-4%(-2)*3

A=25+24
A =49
5+7
=
_4
AP o
4
_5-7_1
T

A parabola possui concavidade voltada para baixo em face de a< 0 e duas

/

raizes reais e distintas.

ffT’“”

Andlise do grafico:

Izlx<—3oux>1/2,y<0



i/ Valores entre — 3 e 1/2,y>0
Iz|x=—3ex=1/2,y=0

52 Exemplo:

y=—x2+12x-36
—x%>+12x—-36=0

Aplicando Bhaskara:
A=122—4%(-1) * (-36)
A=144-144

A=0

A parabola possui concavidade voltada para baixo em decorrénciadea<0
e uma unica raiz real.

¥ o

Analise do grafico:

ﬂx=6,y=0
IZ'x¢6,y<O



FUNCOES

Funcao Modular

Funcao modular é a funcao (lei ou regra) que associa elementos de um
conjunto em maddulos.

O moddulo é representado entre barras e seus numeros sao sempre
positivos, ou seja, mesmo que um modulo seja negativo seu numero sera
positivo:

1) |[x| é=xsex>0,ouseja, |0| =0, |2]| =2

Exemplos:
4+ |5|=4+5=9
|5]-4=5-4=1

2) |-x| é=xsex<0,ouseja, |-1] =1, |-2]| =2

Exemplos:

|-2] . |-6] =-(-2).-(-6)=2.6=12

|-8+6]=[-2]=2

Grafico

Ao representar um maddulo negativo, o grafico para na interseccao e volta

a fazer o sentido ascendente.

Isso porque tudo o que fica abaixo tem valor negativo e os moddulos
negativos sempre tornam-se numeros positivos:



Exemplo:
2 |-2] =2
-1 [-1] =1
0 0] =0
1 1] =1
2 |2]=2

Propriedades
Todo x € R, temos |x| = |-x]|

Todo x € R, temos |X*] = |x|*= X’



Todoxey € R, temos |x.y| = |x] . |y]
Todoxey €R, temos |x+y]| < |x]| + |y]

Repare que os numeros reais sao o dominio de cada uma das funcgdes
acima.



FUNCOES

Equacao Modular

Na equagdao modular as incégnitas se encontram dentro do mdédulo, fora
isso ela apresenta as mesmas caracteristicas das outras expressoes
algébricas.

Equacdes sdao expressdes matematicas algébricas que possuem uma ou
mais incognitas, sempre apresentadas com o sinal de igualdade. Equacao
modular se enquadra neste conceito geral, mas no caso das modulares, as
incognitas se encontram dentro do moddulo; dessa forma, devemos
respeitar as condigdes do médulo de um nimero, que é a seguinte:

|x] =x,sex2>0
-x,se x<0

Veja alguns exemplos de equagdes que sdao modulares:

|x+3] =5
|x] —9=8
- |2x]| =10

3*|x|2-8*|x| +5=0

|x2 —2x + 8| =32

Para uma melhor compreensao da resolucao de uma equacdao modular,
acompanhe as demonstragdes a seguir:



Exemplo 1

x| =6

Para descobrir o valor de x devemos pensar da seguinte forma: um
numero real tera sempre um valor positivo como resultado do seu
moddulo, e 6 é positivo, mas o valor de x podera ser +6 ou —6, pois |+6| =6
e |-6| =6, portanto, x =6 oux=—6

Exemplo 2

x| =0

Como zero tem valor nulo (ndo possui sinal) dizemos que o Unico valor
gue x podera assumir sera 0, portanto, x = 0.

Exemplo 3

|x] =-12

Como um numero real tera sempre um valor positivo ou nulo, no caso em
que o mddulo é —12 nado ird existir valor real para x, portanto, a solucao
dessa equacgao sera conjunto vazio.

Exemplo 4
|x+3]|=5

X+3=5>x=5-3->x=2

X+3=-5->x=-5-3->x=-8

Exemplo 5
|x+5| =x+5
Condigao: x+5 >0, a equagao sé é possivel se x+ 6 20, ou seja, x > —6.

X+5=x+5->x-x=5-5 - 0x =0 (indeterminado)
X+5=—(x+5) > x+5=-x-5>x+x=-5-5>2x=-10 > x=-5

S={x?R/x=-5}



Exemplo 6

|x—3| +4x=8

|x—3| =8—-4x

Condicao: x—320,se8—-4x>0,0useja,—4x>2-8 -5 4x<8 - x< 2.

X—3=8-4x>x+4x=8+3 > 5x=11 > x=11/5 (ndo satisfaz a
condicdao x < 2)

X—3=—(8-4x) > x—3=—8+4x > x—4x=—8+3 > -3x=-5>x=5/3
(satisfaz a condicao x < 2)

S={x?R/x=5/3}



INEQUACOES

Inequacao modular

O moéddulo de um numero é igual a sua distancia até zero. Sendo a
grandeza distancia sempre positiva, conclui-se que o médulo de um
numero é sempre positivo. Para encontrar o médulo de um numero x, por
exemplo, siga essa regra pratica:

. Ixsex =0
x| = {—}{.H(‘. X <0

Por exemplo: |6| =6, pois6>0.Ja |-6|] =—(—6) =6.

Agora que ja relembramos o conceito de mddulo, vamos ingressar nas
inequac¢Oes modulares.

Inequagao modular

Inequacao modular é toda inequacao cuja incognita aparece em modulo.
Veja alguns exemplos:

|x] >6
x| <4
[x+3|>7
|[4x+ 1| 23

Podemos utilizar as propriedades a seguir para resolver esse tipo de
inequacgao:

|x] >a - X<—aoux>a.

|x| < a - —a<x<a.


https://www.infoescola.com/wp-content/uploads/2013/12/inequacao-modular.jpg

|x] <a - -—asx<a.

|x] >a - x<—aouxza.

Ix—al<b—> —-b<x—-as<b 2 a-b<x<a+b
Resolu¢ao de inequagdes modulares

Agora que vocé ja conhece o conceito sobre inequacdes modulares e suas
propriedades resolutivas, é hora de colocar a mao na massa. Antes de
analisar as resolugdes, tente resolver, utilizando as propriedades
explanadas anteriormente, os modelos de inequa¢des modulares acima.
Veja as resolugdes a seguir:

Ix] >6

X<—6o0ux>6
S={XER|x<—-60ux>6}
Ix|] <4

—-4<x<4
S={xER|-4<x<4}
Ix+3]|>7
X+3<-70ux+3>

7 Se x + 3 < -7,
entdao: x<—-7-3

x<—-10

Se x + 3> 7, entao:
x>7-3

Xx>4
S={xER|x<-10o0ux >4}

|4x+1| 23



4x +1<-3o0uidx+12>3

Sed4x +1<-3, entdo:

4x<-3-1
dx <-4
x<-1

Se 4x + 1 > 3, entdo:
4x>23-1

4x 2 2

X2

S={xER|x<—1oux=2%}



FUNCAO

Funcao Composta

A funcao composta, também chamada de funcao de fungao, é um tipo de
funcao matematica que combina duas ou mais variaveis.

Sendo assim, ela envolve o conceito de proporcionalidade entre duas
grandezas, e que ocorre por meio de uma soé funcao.

Dada uma fungado f (f: A - B) e uma fung¢do g (g: B - C), a fungao
composta de g com f é representada por gof. Ja a funcao composta de f
com g é representada por fog.

fog (x) = f(g(x))

gof (x) = g(f(x))

- |_-I_:_g_:'-_i..

Note que nas funcdes compostas as operacdes entre as funcdes nao sao
comutativas. Ou seja, fog # gof.

Assim, para resolver uma funcao composta aplica-se uma fungdao no
dominio de outra funcao. E, substitui-se a variavel x por uma funcao.

Exemplo

Determine o gof(x) e fog(x) das fungdes f(x) = 2x + 2 e g(x) = 5x.



gof(x) = g[f(x)] = g(2x+2) = 5(2x+2) = 10x + 10
fog(x) = f[g(x)] = f(5x) = 2(5x) + 2 = 10x + 2

Vamos analisar um exemplo para entender o que é uma fungao composta.
Consideremos os conjuntos:

A={-2,-1,0,1,2}

B={-2,1,4,7,10}
C=(3,0,15,48,99}

E as funcoes:

f:AB definida por f(x)=3x+4

g:BC definida por g(y)=y2-1

¥ __2 I.ﬂ
- g I i
—FZ—*?. :_ . J—-.4_-._l : e el
- .
1= -:‘:‘-H-__'_ .J'\;__'?_:fj.- ia
0= ; H"’H_'_.'-B_ 10 = *,. "“/Hq_ '15
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A e e s

Como nos mostra o diagrama acima, para todo x A temos um Unicoy B
tal que y=3x+4, e para todo y B existe um unico z C tal que z=y2-1. Entao,
concluimos que existe uma funcao h de A em C, definida por h(x)=z ou
h(x)=9x2+24x+15, pois:

h(x)=z h(x)=y2-1

E sendo y=3x+4, entdo h(x)=(3x+4)2-1 h(x)=9x2+24x+15.

A fungdo h(x) é chamada fungdao composta de g com f. Podemos indica-la
por g o f (lemos “g composta com f”) ou g[f(x)] (lemos “g de f de x”).
Vamos ver alguns exercicios para entender melhor a ideia de funcgao
composta.



EXERCICIOS RESOLVIDOS

Dadas as fungoes f(x)=x2-1 e g(x)=2x, calcule f[g(x)] e g[f(x)].
Resolugao:
flg(x)] = f(2x) = (2x)2-1 = 4x2-1

g[f(x)] = g(x2-1) = 2(x2-1) = 2x2-2

Dadas as fungdes f(x)=5x e f[g(x)]=3x+2, calcule g(x).
Resolugao:
Como f(x)=5x, entao f[g(x)]= 5.g(x).
Porém, f[g(x)]=3x+2, logo:

5.g(x)=3x+2, e dai g(x)=(3x+2)/5

Dadas as fungdes f(x)=x2+1 e g(x)=3x-4, determine f[g(3)].

Resolucdo: g(3)=3.3-4=5 f[g(3)]=f(5)=52+1 = 25+1= 26.



Fung¢ao Inversa

A funcao inversa é um tipo de funcao bijetora (sobrejetora e injetora). Isso
porque os elementos de uma funcdao A possui um elemento
correspondente de uma fungao B.

Sendo assim, é possivel trocar os conjuntos e associar cada elemento de B
com os de A.

A funcdo inversa é representada por: f !

A éinversade A = 2 1 e Al=

Pl R 10
) = —
i 3] L5 2 0 1 L
L 2 1 1 0
i | — . — =
- -5 2] [5 3 0 1 L

Exemplo:

Dada as fungdes A=1{1, 2,3,4}e B ={1, 3,5, 7} e definida pela leiy = 2x —
1, temos:

A B
1 f-—rl
2 y 3
3 5




Logo,

{—1

A



EQUACOES

Equacao Exponencial

Uma equacdo exponencial € uma expressao algébrica que possui uma
igualdade e pelo menos uma incoégnita em um de seus expoentes.

Para ser considerada equagao, uma expressao precisa ter pelo menos uma
incégnita, que é um numero desconhecido representado por uma letra, e
uma relacdao de igualdade. Dessa maneira, as equag¢oes exponenciais sao
aquelas que possuem pelos menos uma incdgnita no expoente e bases
positivas diferentes de 1.

Assim, sdo exemplos de equag¢des exponenciais:
4"2+16"=8
16" + 4> =32

Resolugdo de equagoes exponenciais

Resolver uma equagao é encontrar o valor numérico das incégnitas que
aparecem nela. Para isso, é preciso ter clareza sobre os seguintes
conteudos:

Resolucao de equagdes do primeiro grau;
Propriedades de poténcias.

Além disso, existe uma propriedade das equagdes exponenciais que é
indispensavel para sua resolucao:

a*=a' >x=y(a>0eadiferente de 1)

O que essa propriedade garante é que, se duas poténcias de mesma base
sdo iguais, os expoentes dessas poténcias também sao.



Veja um exemplo:
3*=27
Observe que 27 é igual a 3°. Substituindo esse valor na equac3o, teremos:
=33

Note que as bases sao iguais. Agora podemos usar a propriedade
das equagOes exponenciais e escrever:

x=3
Exemplos:
12 — Resolva a equacéo: 2 * * = 64.
Solugao:

2= 64

Observe que 64 é uma poténcia de base 2, pois 64 = 2°. Substituindo esse
valor na equagao, teremos:

2X+4 - 26
Usando a propriedade das equag¢des exponenciais, teremos:
X+4=6

Para finalizar, basta calcular a equagao resultante.

22 — Calcule o valor de x na equagdo:

16"=1
4x
Solugao:

Nesse exemplo, usaremos uma propriedade de poténcia que permite
inverter a base que esta na forma de fracdo. Queremos que a incognita



esteja no numerador para facilitar os calculos, entao, sabendo que, ao
inverter a base de uma fracao, invertemos também o sinal de
seu expoente, podemos reescrever a equag¢ao dada da seguinte maneira:

16" = 1
4%
16" =4"*

Agora repetimos os procedimentos usados no exemplo anterior para

obter:
42 = 4~
2X = — X
2x+x=0
3x=0
x=0

32 — Calcule o valor de x na equagao:
(2/5)* = 25/4
Solugao:

Observe que 25 é o resultado de uma poténcia de base 5, e 4 é resultado
de uma poténcia de base 2. Além disso, 25 estd no numerador e 0 4 estd
no denominador da segunda fragao. A primeira fragao esta invertida nesse
sentido.

Para inverter uma fracao, basta trocar o sinal de seu expoente. Observe:
(2/5) * = 25/4
(5/2) *=25/4

Reescrevendo a segunda fracao na forma de poténcia e aplicando uma
das propriedades de poténcias, teremos:

(5/2) > =(5/2)*



Observe que as bases sao iguais. Agora basta usar a propriedade
das equagOes exponenciais para obter:

—-3x=2

X=—2



INEQUACOES

Inequacao Exponencial

A inequac¢ao exponencial é uma sentenca matematica que possui, pelo
menos, uma incognita em seu expoente e uma desigualdade. Encontrar o
conjunto de solugdes de uma inequacdao exponencial é encontrar o
intervalo de valores que fazem com que a sentenca seja verdadeira.

Para resolver uma inequagao exponencial, utilizamos técnicas parecidas
com as utilizadas para as equag¢des exponenciais, ou seja, buscamos
igualar as bases dos dois lados para conseguir comparar 0s seus
expoentes. A diferenca entre a equacao exponencial e a inequacgao
exponencial é que, na equacao, existe uma igualdade e, na inequacao,
existe um simbolo de desigualdade.

O que é inequagao exponencial?

Inequagdo exponencial é uma sentenga matematica em que encontramos
uma incégnita no expoente e uma desigualdade.

Exemplos:
2">32
0,5°<8

3 +4<85

5X+1 < 252X—1

Para resolver uma inequacao exponencial, utilizamos técnicas parecidas
com as de resolugao de equagao, ou seja, buscamos igualar as bases.
Contudo, as inequagdes exponenciais podem ser separadas em dois
importantes casos, um deles é quando a base é maior que 1, e o outro é



quando a base é um numero entre 0 e 1. Observar a base é fundamental
para conseguirmos encontrar o conjunto de solu¢Ges da inequacao.

Propriedades da inequagao exponencial

Para resolver as inequagcdes exponenciais, € importante conhecer esses
dois casos.

Quando a=1:a"=a"— x>y

QuandoO<a<l:3=a"—>x<y

Entdo, ao igualar as bases, € fundamental observar se a base é maior que
1 ouse é um numero entreO e 1.

Quando a base é um numero maior que 1, ou seja, @ > 1, mantemos a
desigualdade entre os expoentes.

Exemplos:

a)2*< 2’

Sabemos que a base 2 é um nimero maior que 1, entdo, x < 3.
b) 5* > 5*

Sabemos que a base 5 é um niumero maior que 1, entao, x > 5.
Note que, nos dois casos, a desigualdade se manteve.

Quando a base é um numero entre 0 e 1, ou seja, 0 > g > 1, invertemos a
desigualdade.

Exemplos:

2

Nesse caso, a base € um niumero menor que 1 e maior que O,
entao, invertemos a desigualdade entre os expoentes, logo, temos que: x
<6.

b) 0,3"<0,3°



Sabemos que 0,3 é menor que 1 e maior que 0, entdo, inverteremos a
desigualdade entre os expoentes, logo, temos que:

Como resolver uma inequagao exponencial?

Para resolver a inequacao exponencial, buscamos igualar as bases dos
dois lados da inequagdo, e, quando isso ocorre, observamos se base é
maior que 1 ou se esta entre 0 e 1, para escrever a inequa¢ao dos
expoentes.

Exemplo 1:
2°< 8

Para encontrar as solugbes possiveis para a equagao, primeiro
vamos igualar as bases. Para isso, fatoramos o 8.

NN D
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Reescrevendo a inequacgdo exponencial trocando 8 por 23:
2¥< 23

Como as bases sao as mesmas e 2 é maior que 1, entdao, temos que:
Xx<3

O conjunto de solugdes dessa inequacao é:

S={x€ R| x<3}

Podemos fazer a representacao geométrica dessa solucao:




Exemplo 2:

Fatorando 81, temos que:

813

E
9|3
3|3
113

Para que a base seja a mesma, vamos escrever o inverso de 3* e trocar o
sinal do expoente, entao, temos que:

|
— ] =3
(5) =

Como as bases foram igualadas, logo, podemos escrever a inequagao do
expoente. Contudo, note que a base é um numero entre 0 e 1, quando
isso acontece, é necessario inverter a desigualdade.

x<-4
Entdo, o conjunto de solu¢des dessa inequacao é:
Fazendo a representagao geométrica:
-4
«@ >




Exemplo 3:
52— 5> 3000

Para igualar as bases, vamos recorrer as propriedades de poténcia.
52 —5*> 3000
5*- 52— 5*>3000

Colocando 5* em evidéncia:

5*(5% — 1) = 3000
5%(25 — 1) > 3000
5% . 24 > 3000

5x -, 3000
- 24
5 > 125

Fatorando 125:

125
25
S)

1

c.nu\c.nc.nc.n

Sabemos que 125 = 53, entdo, temos que:
5¢>53

Como igualamos a base, podemos escrever a inequagdo com Oos
expoentes. Note que a base é maior que 1, assim, temos que:

x=3

S={xER|x23}



Representagao geomeétrica:

3
<« @ A A

Diferenga entre inequagao exponencial e equag¢ao exponencial

A diferenca entre a inequacao exponencial e a equacdao exponencial é
que, na inequagao exponencial, ha um simbolo de desigualdade,

e estamos encontrando um intervalo de numeros reais que fazem com
que a sentenca seja verdadeira. Ja uma equag¢ao exponencial possui um
sinal de igualdade, e, nesse caso, nao encontramos um intervalo de
solucdes, mas sim alguns valores especificos que satisfazem a equacao.

Exemplos:
3*< 32 > inequacdo exponencial

Note que a solucao é x < 2, ou seja, qualquer valor que seja menor que 2
torna essa inequacgao verdadeira.

3*=32 > equacdo exponencial

Note que a solugdo é x = 2, que é um Unico valor que satisfaz a equagao.



ARITMETICA

Logaritmo

Logaritmo de um ndmero b na base a é igual ao expoente x ao qual se deve elevar a
base, de modo que a poténcia a* seja igual a b, sendo a e b nimeros reais e positivos e
azl.

Desta forma, o logaritmo é a uma operacdo na qual queremos descobrir o expoente
gue uma dada base deve ter para resultar em uma certa poténcia.

Por esse motivo, para fazer operacdes com logaritmos é necessario conhecer as
propriedades da potenciagao.

Defini¢cao de logaritmo

Logaritmando A\ Logaritmo

log.b=x< a*=b

Lé-se logaritmo de b na base a, sendoa>0ea#1leb>0.

Quando a base de um logaritmo for omitida, significa que seu valor é igual a 10. Este
tipo de logaritmo é chamado de logaritmo decimal.

Como calcular um logaritmo?

O logaritmo é um numero e representa um dado expoente. Podemos calcular um
logaritmo aplicando diretamente a sua definicao.



Exemplo
Qual o valor do logs 817
Solugao

Neste exemplo, queremos descobrir qual expoente devemos elevar o 3 para que o
resultado seja igual a 81. Usando a defini¢ao, temos:

logs 81=x & 3x=81

Para encontrar esse valor, podemos fatorar o nimero 81, conforme indicado abaixo:

81 |3
27
9
3
1

Substituindo o 81 por sua forma fatorada, na equac3o anterior, temos: 3*=3*

3
3
3
3

Como as bases sdo iguais, chegamos a conclusao que x = 4.
Consequéncia da defini¢cao dos logaritmos

O logaritmo de qualquer base, cujo logaritmando seja igual a 1, o resultado
serd igual a 0, ou seja, loga1 = 0. Por exemplo, logs 1 =0, pois 9° =1.

Quando o logaritmando € igual a base, o logaritmo sera igual a 1, assim,
logaa = 1. Por exemplo, logs5 =1, pois 51=5

Quando o logaritmo de a na base a possui uma poténcia m, ele serd igual ao
expoente m, ou seja log, am = m, pois usando a definicho am = am. Por
exemplo, logz 35 = 5.



Quando dois logaritmos com a mesma base sdo iguais, os logaritmandos
também serdo iguais,ou seja, logab=log.c © b =c.

A poténcia de base a e expoente log, b serd igual a b, ou seja alog b = b,
Propriedades dos Logaritmos

Logaritmo de um produto: O logaritmo de um produto é igual a soma de
seus logaritmos: Log, (b.c) = Logab + loga c

Logaritmo de um quociente: O logaritmo de um quociente é igual a diferenca
(%)
dos logaritmos: Log,\ ¢ /= Logab - Logac

Logaritmo de uma poténcia: O logaritmo de uma poténcia é igual ao
produto dessa poténcia pelo logaritmo: Logabm =m . Logab

Mudanga de base: Podemos mudar a base de um logaritmo usando
log,c

logye =

a seguinte relagao: log b

Exemplos
Escreva os logaritmos abaixo na forma de um unico logaritmo.

logs8 + logs 10
log;30-log2 6
4logs 3

Solugao
a) logs 8 + logs 10 = logs 8.10 = logz 80

30
b) log, 30—-1og; 6=1l0g, (?)= log55
c)4loga 3 =1logs 34 =logs 81

Escreva o logg 6 usando logaritmo na base 2

Solugao

logs 6  logs; 3+10g;2  log,3+1

log, 8 log,2? 3



Cologaritmo
O chamado cologaritmo é um tipo especial de logaritmo expresso pela expressao:
cologab=-log. b

Podemos ainda escrever que:

colog, b=log, (El)

Curiosidades sobre os logaritmos

O termo logaritmo vem do grego, onde “logos” significa razdo e
“arithmos” corresponde a nimero.

Os criadores dos Logaritmos foram John Napier (1550-1617), matematico
escocés, e Henry Briggs (1531-1630), matematico inglés. Eles criaram esse
método com o intuito de facilitarem os calculos mais complexos que ficou
conhecido como “logaritmos naturais” ou “logaritmos neperianos”, em
alusdao a um de seus criadores: John Napier.



ARITMETICA

Fungao Logaritmica

A funcao logaritmica de base a é definida como f (x) = loga X, com a real,
positivo e a # 1. A funcdo inversa da funcdao logaritmica é a funcao
exponencial.

O logaritmo de um numero é definido como o expoente ao qual se deve
elevar a base a para obter o numero x, ou seja:

Logaritmando \ Logaritmo

log.b=x< a*=b

Exemplos
f (x) = logs x
log | x
gx)= 3

h (x) = logio x = log x
Dominio da fungao logaritmica

O dominio de uma funcao representa os valores de x onde a funcao é
definida. No caso da funcdo logaritmica, devemos levar em consideracao
as condi¢des de existéncia do logaritmo.


http://www.vestmapamental.com/

Portanto, o logaritmando deve ser positivo e a base também deve ser
positiva e diferente de 1.

Exemplo
Determine o dominio da funcao f (x) = logz (x + 3).
Solugao

Para encontrar o dominio, devemos considerar que (x + 3) > 0, pela
condicdo de existéncia do logaritmo. Resolvendo essa inequacao, temos:

Xx+3>0=>x>-3

Assim, o dominio da fung¢ao pode ser representado por:
D={xeR/x> -3}

Grafico da fungao logaritmica

De uma forma geral, o grafico da fung¢ao y = loga, x esta localizado no | e IV

quadrantes, pois a fungao sé é definida para x > 0.

Além disso, a curva da fungao logaritmica nao toca o eixo y e corta o eixo x
no ponto de abscissa igual a 1, pois y = log.1 = 0, para qualquer valor de a.

Abaixo, apresentamos o esboc¢o do grafico da funcao logaritmica.

-




Fungdo crescente e decrescente

Uma fung¢ao logaritmica sera crescente quando a base a for maior que 1,
ou seja, X1 < X2 © loga x1 < log, x2. Por exemplo, a funcao f (x) = loga x é
uma funcao crescente, pois a base é igual a 2.

Para verificar que essa funcdo é crescente, atribuimos valores para x na
funcdo e calculamos a sua imagem. Os valores encontrados estdo na
tabela abaixo.

X y=log,x

1

= =lo Ty o
2 y gz (3)

1

5 y = logz (3)--1
2

1 y=1log,1=0
2 y=1log,2=1
4 y=1log,4=2

Observando a tabela, notamos que quando o valor de x aumenta, a sua
imagem também aumenta. Abaixo, representamos o grafico desta funcao.




Por sua vez, as funcdes cujas bases sao valores maiores que zero e

menores que 1 sao decrescentes, ou seja, X1 < X2 © loga x1> log, 2. Por
flx)=log, x 1
exemplo, 2 ¢ uma funcao decrescente, pois a base é igualaz.

Calculamos a imagem de alguns valores de x desta funcao e o resultado
encontra-se na tabela abaixo:

X y=log1x
2
1 1
= y=1logi (3)=2
! 1 (1)
1 y =logi(3)=1
2 z
1 y=1logi1=0
z
y=1log12=-1
z
4 y=1logi14= -2
z

Notamos que, enquanto os valores de x aumentam, os valores das

respectivas imagens diminuem. Desta forma, constatamos que a fungao
flx)=log, x
2 é uma funcao decrescente.

Com os valores encontrados na tabela, tracamos o grafico dessa funcgao.
Note que quanto menor o valor de x, mais perto do zero a curva
logaritmica fica, sem, contudo, cortar o eixo y.




Funcao Exponencial

A inversa da funcdo logaritmica é a funcdo exponencial. A funcao
exponencial é definida como f(x) = a*, com a real positivo e diferente de 1.

Uma relacdao importante é que o grafico de duas fungdes inversas sao
simétricos em relacao a bissetriz dos quadrantes | e .

Desta maneira, conhecendo o grafico da funcdo logaritmica de mesma
base, por simetria podemos construir o grafico da funcdo exponencial.

r‘ Al

. =3

No grafico acima, observamos que enquanto a fungao logaritmica cresce
lentamente, a funcao exponencial cresce rapidamente.



INEQUACOES

Inequacao Logaritmica

As inequacodes logaritmicas sao todas aquelas que apresentam logaritmos.
A incégnita, nesses casos, pertence ao logaritmando ou a base.

As inequagoes logaritmicas sao todas aquelas que apresentam logaritmos.
A incdgnita, nesses casos, estd no logaritmando e/ou na base. Vale
lembrar que um logaritmo possui o seguinte formato:

log.b=x¢>ax=b,
*a é a base do logaritmo; b é o logaritmando e x é o logaritmo.

Para resolver inequag¢Oes logaritmicas, aplicamos as propriedades
operatdrias dos logaritmos e os conceitos tradicionais de resolucao de
inequacdes. Assim como fazemos com as equacdes logaritmicas, é
importante verificar as condi¢gdes de existéncia dos logaritmos (tanto a
base quanto o logaritmando devem ser maiores que zero).

Ao desenvolver as inequagdes logaritmicas, podemos alcancar duas
situagdes:

12) Desigualdade entre logaritmos de mesma base:
log. b <log.c

Temos aqui dois casos a serem analisados: se a base for maior do que 1 (a
> 1), podemos desconsiderar o logaritmo e manter a desigualdade entre
os logaritmandos, isto é:

Sea>1,entaolog.b<log.cé>b<c



Se, em contrapartida, a base for um nimero entre 0 e 1 (0 > a > 1), ao
resolver a inequacao logaritmica, devemos inverter a desigualdade e
estabelecer uma inequacgao entre os logaritmandos, ou seja:

Se0>a>1,entdolog.b<log.cé>b>c
22) Desigualdade entre um logaritmo e um ntiimero real:
log. b < x

Se, ao resolver uma inequacao logaritmica, depararmo-nos com uma
desigualdade entre um logaritmo e um numero real, podemos aplicar a
propriedade basica do logaritmo, mantendo intacto o simbolo da
desigualdade:

log.b<x > b<ax
ou
logab>x €> b >ax
Vejamos alguns exemplos de resolucdao de inequac¢des logaritmicas:
Exemplo 1: logs (2x — 3) < logs x

Devemos verificar as condi¢des de existéncia dos logaritmos:

Temos uma desigualdade entre logaritmos de mesma base que é maior do
que 1. Podemos entao manter a desigualdade apenas entre os
logaritmandos:

logs (2x — 3) < logs x

2x—-3<Xx
2x—-x<3
x<3
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Quadro de resolugao do Exemplo 1

Nesse caso, a solucao é

S={XER|2{X{3}

Exemplo 2:log>(x+3) 23

Primeiramente, verificamos a condicao de existéncia do logaritmo:

x+3>0
x>-3

Nesse caso, ha uma desigualdade entre um logaritmo e um ndmero real.

Podemos resolver o logaritmo da forma convencional, mantendo a
desigualdade:

log2(x+3)23
x+322°
Xx+328
x28-3
x25



X>=-3
X=5
S

ran

L
e

| —

Quadro de resolucdo do Exemplo 2

A solucgo é S={X€R |x=>5},

Exemplo 3: logi/2 3x > logi/2 (2x + 5)

Verificando as condi¢des de existéncia dos logaritmos, temos:

Nesse exemplo, hd uma desigualdade entre logaritmos de mesma base

gue é menor do quel. Para resolvé-la, devemos inverter a desigualdade,

aplicando-a entre os logaritmandos:

|0g1/2 3x > |0g1/2 (ZX + 5)

3x<2x+5

3x—2x<5
X<5

x>0
x>"3
Xx<5h

3

-5

Iy

o

Cr

P
L

'k

P

P

b

L

(—

Quadro de resolucao do Exemplo 3

Nesse caso, a solucdo e¢S={xeR|o<x<5},
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