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Com 2 ilustracoes. (Recebido no dia 23 de marco 1927.)

Sommario

No presente trabalho, em primeiro lugar, sao enunciadas as definigoes
exatas das palavras: posigao, velocidade, energia, etc. (por exemplo do
elétron), que também sao véalidas na mecanica quantica, e é mostrado que
quantidades canonicamente conjugadas podem ser determinadas simulta-
neamente apenas com uma imprecisao intrinseca (§ 1). Essa imprecisao é
a verdadeira razao pela qual as relacoes estatisticas aparecem na mecanica
quantica. E possivel dar uma formulacdo matematica dessa imprecisao por
meio da teoria de Dirac-Jordan. (§ 2). A partir dos principios assim obtidos,
mostra-se como 0s processos macroscopicos podem ser compreendidos por
meio da mecéanica quantica (§ 3). Para a explicagao da teoria, sdo discutidos
alguns experimentos ideais particulares (§ 4).

Acreditamos que entendemos claramente uma teoria fisica quando podemos de-
scobrir qualitativamente, em todos os casos simples, as consequéncias experimen-
tais dessa teoria, e quando, ao mesmo tempo, reconhecemos que o uso da teoria
nunca contém contradigoes internas. Por exemplo, acreditamos que entendemos
bem a ideia de Einstein de um espaco tridimensional fechado porque para néds
as consequéncias experimentais dessa ideia podem ser pensadas sem contradigoes.
E claro que essas consequencias estao em contradicao com nossos conceitos de
espaco-tempo habituais e observaveis. Podemos, no entanto, nos convencer de que
a possibilidade de usar essa nocao usual do espaco-tempo em espagos muito gran-
des nao pode ser deduzida por nossas leis logicas ou experiéncia. A interpretacao
observacional da mecanica quantica até agora ainda esta cheia de contradicoes in-
ternas que alimentam a luta de opinioes sobre a teoria do descontinuo e do continuo,
corpusculos e ondas. A partir daqui, pode-se concluir que uma interpretacao da
mecanica quantica nao é possivel por meio dos conceitos habituais da cinematica
e da mecanica. A mecanica quantica havia precisamente surgido em uma tenta-
tiva de romper com os conceitos habituais da cinematica e colocar em seu lugar
relacoes entre nimeros concretos, dados experimentais. Como isso parece ter sido
bem sucedido, o esquema matematico da mecanica quantica nao requer qualquer

*Titulo original: Uber den anschaulichen Inhalt der quantenteoretischen Kinematik und Me-
chanik. Publicado em: Zeitschrift fir Physik 43 (1927): 172-198. Traduzido por Oliver F.
Piattella e por Giuseppina Fiorino.



revisao. Ainda menos necessaria serd uma revisao da geometria do espago-tempo
para pequenos espagos e tempos, dado que podemos aproximar as leis da mecanica
quantica para as classicas através da escolha de massas suficientemente pesadas,
mesmo quando trata-se de espacos e tempos tao pequeno. No entanto, que uma
revisao dos conceitos cinematicos e mecanicos seja necessaria parece seguir ime-
diatamente das equacoes fundamentais da mecanica quantica. Quando uma certa
massa m é dada, em nossa maneira usual de ver, tem certo significado facilmente
compreensivel falar sobre a posicao e a velocidade do centro de gravidade dessa

massa m. Na mecanica quantica, porém, deve haver uma relacao pq - qp = oy
i
entre massa, posicao e velocidade. Portanto, temos uma boa razao para suspeitar

do uso acritico dessas palavras “posicao” e “velocidade”. Se for admitido que para
processos em espacos € tempos muito pequenos descontinuidades de algum tipo
sao tipicas, entao um fracasso dos conceitos “posicao” e “velocidade” também é
imediatamente plausivel: se pense, por exemplo, no movimento unidimensional de
um ponto macigo; serd possivel assim rastrear, em uma teoria continua, uma curva
x(t) para a trajetéria da particula (mais exatamente: do seu centro de gravidade)
(Fig. 1), a tangente dando a velocidade em qualquer momento. Em uma teoria do
descontinuo, por outro lado, aparecera em vez desta curva, por exemplo, uma série
de pontos de distanciamento finito (Fig. 2). Neste caso, obviamente é sem sentido
falar da velocidade em uma determinada posicao porque a velocidade s6 pode ser
definida através de dois pontos e porque, como segue fazendo o raciocinio inverso,
a cada ponto correspondem duas velocidades diferentes.

Fig. 1. Fig. 2.

A partir daqui, surge a questao se nao for possivel, através de uma analise mais
precisa desses conceitos cinematicos e mecanicos, resolver as contradicoes que até
agora existem na interpretagao observacional da mecanica quantica e chegar a uma
clara compreensio das relagoes quantomecanicas.!)

10O presente trabalho surgiu a partir dos esforcos e desejos aos quais j4 muito antes do nasci-
mento da mecanica quantica, outros pesquisadores deram uma expressao clara. Lembro-me aqui
especialmente dos trabalhos de Bohr sobre os postulados fundamentais da teoria quéantica (por
exemplo ZS. f. Phys. 13, 117, 1923) e as discussoes de Einstein sobre a relagao entre o campo de
onda e quantos de luz. Em tempos mais recentes, os problemas aqui mencionados foram discu-
tidos e as questoes que surgem foram parcialmente respondidas da maneira mais clara possivel
por W. Pauli (Teoria quantica, Handb. d. Phys., Bd. XXIII, doravante referido como l.c.); com
a mecanica quantica, apenas pouco mudou na formulagao de Pauli desses problemas. Também
é uma alegria excepcional para mim agradecer ao Sr. W. Pauli aqui pelos muitos estimulos que
recebi das discussoes orais e escritas com ele, e que deram um contributo essencial para este
trabalho.



§ 1. Os conceitos: posicao, trajetoria, velocidade,
energia.

Para seguir o comportamento quantomecanico de algum objeto, deve-se conhecer a
massa desse objeto e a forca da interagao mutua com algum campo e outros objetos.
Somente dessa forma a func¢ao hamiltoniana do sistema mecanico quantico pode
ser dada. [As seguintes reflexdes devem geralmente se relacionar com a mecanica
quantica nao relativistica, uma vez que as leis da eletrodinamica quantica ainda
sao conhecidas de forma incompleta.]'). Sobre a “forma” do objeto qualquer outra
afirmacgao nao é necessaria, pois é mais conveniente designar a totalidade dessas
forcas de interacao mutua com a palavra forma.

Quando queremos esclarecer o que se entende por “posicao do objeto”, por
exemplo do elétron (relativo a um dado sistema de referéncia), é necessario esta-
belecer certos experimentos com a ajuda dos quais se pretende medir a “posicao
do elétron”; em caso contrario, esta palavra nao faz sentido. Nao faltam esses ex-
perimentos, que em principio permitem determinar a “posicao do elétron” até com
precisao arbitraria, por exemplo: o elétron ¢é iluminado e observado ao microscépio.
A maior precisao alcancavel para a determinacao da posicao é essencialmente dada
aqui pelo comprimento de onda da luz usada. Mas entao, em principio, podemos
construir um microscépio de raios I' e com ele determinar a posicao com uma pre-
cisao tao grande quanto desejarmos. No entanto, uma circunstancia concomitante
nesta determinacao ¢é essencial: o efeito Compton. Qualquer observacao do fei-
xe de luz que vem do elétron pressupoe um efeito fotoelétrico (no olho, na placa
fotogréfica, na fotocélula), que portanto pode ser também interpretado como um
quanto de luz que encontra um elétron, é refletido ou desviado por este e, entao,
desviado novamente pelas lentes do microscépio, causando o efeito luminoso. No
momento de determinar a posicao, ou seja, no momento em que o quanto de luz é
desviado pelo elétron, este muda seu impulso de forma descontinua. Essa mudanca
¢ tanto maior quanto menor for o comprimento de onda da luz usada, ou seja,
quanto mais exata for a determinacao da posicao. Quando a posicao do elétron é
conhecida, seu impulso s6 pode ser conhecido a menos das quantidades que corre-
spondem a essa mudanca descontinua; portanto, quanto mais exatamente a posicao
¢ determinada, menos exatamente o impulso é conhecido e vice-versa; bem aqui,

vemos uma demonstracao direta e observavel da relacao pq - gp = —. Seja ¢; a
l

exatiddo com que o valor g é conhecido (g1 é por exemplo o erro médio de ¢), entao
aqui o comprimento de onda da luz, e seja p; a exatidao com que o valor p é deter-
minavel, ou seja aqui a mudanca descontinua de p devido ao efeito Compton, entao
p1 e g1, de acordo com as formulas elementares do efeito Compton, encontram-se
na relacao

pg~h. (1)

Que a relagao (1) esteja em conexao matematica direta com a relacao de comutagao

pq - qp = e serd mostrado mais tarde. Observe-se aqui que a equagao (1) é a
i

INo entanto, grandes progressos foram alcancados recentemente nesta area, gracas aos traba-
lhos de P. Dirac e [Proc. Roy. Soc. (A) 114. 243, 1927] e as pesquisas que serdo publicadas no
futuro.



expressao exata daqueles fatos que anteriormente tentava-se descrever através da
divisao do espago das fases em células de tamanho h.

Outros experimentos também podem ser realizados para determinar a posigao
do elétron, por exemplo tentativas de colisao. Uma medicao exata da posicao re-
quer colisdes com particulas muito rapidas, pois com elétrons lentos os fenomenos
de desvio, que de acordo com Einstein sao consequéncia das ondas de de Broglie
(ver por exemplo o efeito Ramsauer), impedem uma determinagao exata da po-
sicao. Para uma medicao exata da posi¢ao, o impulso do elétron, portanto, varia
novamente em modo descontinuo e uma estimativa simples da exatidao com as
férmulas das ondas de de Broglie fornece de novo a relagao (1).

Com esta discussao, o conceito de “posicao do elétron” parece ser definido de
forma bastante clara e deixem-me agora acrescentar mais uma palavra sobre o
“tamanho” do elétron. Se duas particulas muito rapidas encontram o elétron uma
ap0s a outra em um intervalo de tempo muito curto At, entdo as posicoes do
elétron determinadas pelas duas particulas estao muito préximas uma da outra a
uma distancia Al. A partir das leis que sao observadas para os raios « concluimos
que Al pode ser reduzido até tamanho da ordem de 10~'2 c¢m, somente se At for
escolhido pequeno o suficiente e as particulas sao rapidas o suficiente. E nesse
sentido que dizemos que o elétron é um corpisculo cujo raio nao é maior do que
1072 cm.

Analisemos agora ao conceito de “trajetoria do elétron”. Com trajetéria, en-
tendemos uma série de pontos no espago (em um dado sistema de referéncia), que
o elétron ocupa um apds o outro. Como ja sabemos o que se entende por “posicao
num determinado momento”, nao surgem aqui novas dificuldades. No entanto, é
facil ver que, por exemplo, a expressao frequentemente usada: a “trajetoria 15 do
elétron no atomo de hidrogénio”, do nosso ponto de vista nao faz sentido. Para
medir essa “trajetéria” 1S o atomo deveria de fato ser iluminado com luz cujo
comprimento de onda é em qualquer caso consideravelmente menor que 10~ cm.
De tal luz, no entanto, apenas um quanto é suficiente para desalojar completamen-
te o elétron de sua “trajetéria” (de modo que sempre e apenas um tnico ponto
de tal trajetéria pode ser definido), e a palavra “trajetéria” ndo tem, portanto,
nenhum significado razoavel aqui. Isso ja pode ser deduzido simplesmente a partir
das possibilidades experimentais, sem o conhecimento de novas teorias.

Por outro lado, a medicao de posicao planejada pode ser realizada para muitos
atomos no estado 1S. (Atomos em um dado estado “estaciondrio” podem ser
isolados, por exemplo, do experimento Stern-Gerlach). Deve haver, portanto, para
um determinado estado, por exemplo 1.5, do 4tomo, uma funcao de probabilidade
para a posicao do elétron, que corresponde ao valor médio de todas as fases da
trajetoria classica e que pode ser determinada através da medida com precisao
arbitraria. De acordo com Born') esta funcdo é dada por 115(q)y1s(q), onde

1O significado estatistico das ondas de de Broglie foi formulado pela primeira vez por A.
Einstein (Sitzungber. d. preufl. Akad. d. Wiss. 1925, S. 3). Este elemento estatistico na
mecanica quantica, portanto, desempenha um papel essencial em M. Born, W. Heisenberg e P.
Jordan, Mecéanica Quantica IT (ZS. f. Phys. 35, 557, 1926), cf. Cap. 4, § 3, e P. Jordan (ZS. f.
Phys. 37, 376, 1926); isto é analisado matematicamente em um trabalho fundamental de M. Born
(ZS. f. Phys. 38, 803, 1926) e usado para a interpretacdo de fenémenos de colisdo. A motivagao
da abordagem probabilistica a partir da teoria da transformacao de matrizes encontra-se nos



115 representa a funcao de onda de Schrodinger correspondente ao estado 15.
Com Dirac!) e Jordan!) gostaria de dizer, considerando outras generalizagoes: a
probabilidade é dada por S(15,¢)S(1S, ¢), onde S(1S, q) representa aquela coluna
da matriz de transformagao S(F,q) de E a ¢, que pertence a E = Eig (F =
energia).

Dado que na teoria quantica para um determinado estado, por exemplo 1.9,
apenas a fungao de probabilidade da posi¢ao do elétron pode ser dada, podemos
ver nela, com Born e Jordan, um trago estatistico caracteristico da teoria quantica,
em oposicao a teoria classica. Mas também podemos dizer, com Dirac, se quiserem,
que a estatistica é introduzida por nossos experimentos. De fato, pode-se evidente-
mente dar também na teoria classica apenas a probabilidade de uma determinada
posicao do elétron, desde que nao conhegamos as fases do atomo. Na verdade, a
diferenca entre a mecanica classica e quantica consiste no seguinte: classicamente,
podemos sempre pensar nas fases como determinadas por experimentos anteriores.
Na realidade, entretanto, isso é impossivel, porque todo experimento para deter-
minar a fase destréi ou altera o atomo. Em um determinado “estado” estacionério
do atomo, as fases sao, em principio, indeterminadas, o que pode ser visto como
uma explicagao direta das equacoes conhecidas

Et-tE:L ou Jw—wJ:i_
2mi 2mi
(J = variavel de agdo, w = varidvel de angulo).

A palavra “velocidade” de um objeto pode ser facilmente definida por meio
de medigoes, se for um movimento nao sujeito a forcas. Por exemplo, é possivel
iluminar o objeto com luz vermelha e através do efeito Doppler da luz difusa obter
a velocidade da particula. A determinagdo da velocidade torna-se mais precisa
quanto maior o comprimento de onda da luz utilizada, ja que a variacao da velo-
cidade da particula por quanto de luz devida ao efeito Compton torna-se muito
menor. A determinacao da posicao torna-se correspondentemente imprecisa, pois
corresponde a equacao (1). Se a velocidade do elétron no atomo fosse medida
em um determinado instante, entao, por exemplo, a carga nuclear e as forgas dos
elétrons restantes teriam que desaparecer repentinamente neste instante, de modo
que a partir dai o movimento ocorresse sem forgas e a determinacao acima sera
feita. Mais uma vez, podemos nos convencer, como acima, de que uma fungao p(t)
para um determinado estado do dtomo, por exemplo 1.5, nao pode ser definida.
Por outro lado, ha novamente uma funcao de probabilidade de p neste estado,
que de acordo com Dirac e Jordan tem o valor S(15,p)S(1S,p). S(1S,p) indica
novamente aquela coluna da matriz de transformagao S(FE,p), de E para p, que
pertence a F/ = Fg.

Por 1ltimo, chama-se novamente a atencao para os experimentos que permitem
medir a energia ou a variavel de agao; tais experimentos sao especialmente im-
portantes, pois somente com a ajuda deles podemos definir o que queremos dizer
quando falamos de variagao descontinua de energia e de J. Os experimentos de

trabalhos: W. Heisenberg (ZS. f. Phys. 40, 501, 1926), P. Jordan (ibid. 40, 661, 1926), W. Pauli
(Ann. in ZS. f. Phys. 41, 81, 1927), P. Dirac (Proc. Roy. Soc. (A) 113, 621, 1926), P. Jordan
(ZS. f. Phys. 40, 809, 1926). De forma geral, o lado estatistico da mecanica quantica é discutido
em P. Jordan (Naturwiss. 15, 105, 1927) e M. Born (Naturwiss. 15, 238, 1927).



colisao de Franck-Hertz tornam possivel relacionar a medicao da energia do atomo
com a medicao da energia de um elétron em movimento retilineo, gracas ao teore-
ma da energia na teoria quantica. Esta medi¢ao pode ser realizada, em principio,
com precisao arbitraria apenas se se renuncia a determinar ao mesmo tempo a
posic¢ao do elétron, ou seja, da fase (compare-se acima da determinagao de p) cor-
respondendo a relagao Et - tE = —. O experimento Stern-Gerlach permite a

i
determinacao do momento magnético ou de um momento elétrico médio do atomo,

portanto a medicao de grandezas que dependem apenas da variavel de acao J. As
fases permanecem, em principio, indeterminadas. Assim como nao faz sentido falar
da frequéncia de uma onda de luz em um determinado instante, nao é possivel falar
da energia do atomo em um determinado momento. Isso corresponde ao fato, no
experimento de Stern-Gerlach, de que a precisao da medigao de energia se torna
menor quanto menor o intervalo de tempo em que o atomo esta sob a influéncia
da forca de desvio.!). Um limite superior para a forca desviante é, portanto, dado
pelo fato de que a energia potencial dessa forca desviante dentro do feixe de ra-
diacao s6 pode variar em quantidades que sao consideravelmente menores do que
as diferencas de energia dos estados estacionérios, se uma determinacao de energia
dos estados estacionarios seja possivel. Seja F; uma quantidade de energia que sa-
tisfaga esta condigao (E; ao mesmo tempo dé a precisao dessa medida de energia),
entdo F,/d é, portanto, o valor méximo da for¢a desviante, onde d representa a
largura do feixe de radiagao (mensurdvel através da extensao da tela usada). O de-

: o Eqty . .
svio angular do raio atomico é, portanto, I onde t; indica o intervalo de tempo

em que o atomo esta sob a influéncia da forca desviante, p o impulso do a&tomo em
a direcao do raio. Para que uma medicao seja possivel, esse desvio deve ser pelo
menos da mesma ordem de magnitude que o espalhamento natural do feixe, que
ocorre na tela devido a difragdo. O desvio angular por difracao é da ordem de \/d,
se A representa o comprimento de onda de de Broglie, entao

A Eltl

_—Y

d dp

ou, como =
(2)

Esta equagao corresponde a equacao (1) e mostra como uma determinagao exata
de energia s6 pode ser alcancada com uma imprecisao correspondente no tempo.

§ 2. A teoria de Dirac-Jordan.

Os resultados da secao anterior poderiam ser resumidos e generalizados na seguinte
afirmacao: todos os conceitos que sao usados na teoria classica para a descri¢ao
de um sistema mecanico podem ser definidos exatamente também para processos
atomicos, analogamente aos conceitos classicos. Os experimentos que atendem a
essa definicao, porém, carregam em si, de acordo com a experiéncia pura, uma
indeterminacao, quando lhes solicitamos a determinacao simultanea de duas gran-
dezas canonicamente conjugadas. O grau dessa indeterminacao é dado pela relacao

'Em relacdo a este aspecto, veja-se W. Pauli, 1. c. p. 61.



(1) (estendida a quaisquer varidveis canonicamente conjugadas). E evidente aqui
comparar a teoria quantica com a teoria da relatividade especial. De acordo com
a teoria relativistica, a palavra “simultaneo” nao pode ser definida de outra for-
ma senao por meio de experimentos, nos quais a velocidade de propagacao da luz
tem essencialmente a ver com isso. Se houvesse uma definicao “mais restritiva”
de simultaneidade, entao se houvesse, por exemplo, sinais que se propagam com
velocidade infinita, entdao a teoria da relatividade seria impossivel. No entanto,
uma vez que tais sinais nao existem, e uma vez que de fato a velocidade da luz
entra na definicao de simultaneidade, ha espaco para o postulado da constancia da
velocidade da luz, de modo que este postulado nao estd em contradi¢gao com o uso
sensato da palavras “posicao, velocidade, tempo”. O mesmo se aplica a definicao
do conceito: “posicao e velocidade do elétron” na teoria quantica. Todos os ex-
perimentos que podemos usar para definir essas palavras contém necessariamente
a imprecisao dada pela equac¢ao (1), mesmo que nos permitam definir exatamen-
te os conceitos Unicos p e g. Se houvessem experimentos que tornassem possivel
determinar simultaneamente uma determinacao “mais precisa” de p e ¢ do que a
equagao (1) mostra, a mecanica quantica seria assim impossivel. Esta imprecisao
definida pela equagao (1) cria, portanto, espago para a validade das relagoes que
encontram sua expressao incisiva na relacao de comutacao da mecanica quantica

h .

bq - gp = i

esta equagao é possivel sem que o significado fisico das quantidades p e ¢ tenha
que ser modificado.

Para aqueles fenomenos fisicos cuja formulacao quantica ainda é desconhecida
(por exemplo, a eletrodinamica), a equagao (1) representa uma restricao que pode
ser util para a descoberta de uma nova lei. A equagao (1) para a mecéanica quantica
pode ser deduzida por meio de uma ligeira generalizacao a partir da formulacao de
Dirac-Jordan. Quando estabelecemos, para o valor dado n de algum parametro,
a posicao g do elétron como ¢’ com uma aproximacao ¢;, podemos expressar este
fato através de uma amplitude de probabilidade S(7, ¢q), que é consideravelmente
diferente de zero apenas em uma regiao de tamanho aproximadamente ¢; em torno
de ¢’. Mais especificamente, é possivel estabelecer

_@=d)_2mi

T _ _(a=d")?
2w P ad) , portanto SS prope 4 . (3)

S(n,q) prop e

Para a amplitude de probabilidade em relacao a p vale:

S(n,p) = /S(U,Q)S(q,p)dq : (4)

De acordo com Jordan, pode-se dizer que

2mipq

S(g,p)=e n . (5)

Portanto, de acordo com a (4), S(n,p) serd consideravelmente diferente de zero

C2r(p—pen .. . :
apenas para valores de p para os quais — nao seja essencialmente maior



que 1. Em particular, no caso (3), é valido o seguinte:

2ri(p—p)a_ (d'—a)?

S(n,p) prop /e " 2t dg

que implica

(p—p")

, portanto SS prop e "1 |

/N2 .
7(1’*1’) +27rz /(

5(77,]7) prop e 2p? =d (p—p')

onde

h

= — 6
pP1ga o ()

A hipétese (3) para S(7,q) corresponde portanto ao fato experimental, para qual
o valore p’ para p e ¢’ para ¢ foi medido [com limite de precisao (6)].

De forma puramente matematica, é caracteristico da formulacao de Dirac-
Jordan da mecanica quantica que as relagoes entre p, g, F, etc. podem ser escritas
como equagoes entre matrizes muito gerais, na forma em que qualquer quantidade
predeterminada da teoria quéantica aparece como uma matriz diagonal. A possibi-
lidade de tal forma de escrever convence se interpretarmos visualmente as matrizes
como tensores (por exemplo, 0 momento de inércia) no espago multidimensional,
entre os quais existem relacoes matematicas. E possivel colocar os eixos do sistema
de coordenadas em que essas relacoes matematicas sao expressas sempre ao lon-
go dos eixos principais de um desses tensores. Além disso, a relacdo matematica
entre dois tensores A e B sempre pode ser caracterizada através das férmulas de
transformacao, que transferem um sistema de coordenadas orientado em relagao
ao eixo principal de A para outro orientado de acordo com o eixo principal de B.

A dltima formulacao corresponde a teoria de Schrodinger. Como uma formu-
lacao da mecanica quantica verdadeiramente “invariante”, independente de todos
os sistemas de coordenadas, consideraremos a abordagem de Dirac dos digitos gq.
Quando queremos derivar um resultado fisico a partir desse modelo matematico,
devemos atribuir niimeros as grandezas quanticas tedricas, portanto as matrizes
(ou aos “tensores” em um espaco multidimensional). Isso deve ser entendido desta
forma, que naquele espaco multidimensional uma direcao arbitraria é predetermi-
nada (ou seja, é estabelecida pelo tipo de experimento usado) e pergunta-se qual é
o “valor” da matriz (por exemplo do momento de inércia) nesta dire¢ao predeter-
minada. Esta questao, porém, tem um significado uinico apenas quando a direcao
predeterminada coincide com a dire¢ao de um dos eixos principais daquela matriz;
neste caso, ha uma resposta exata para a pergunta feita. Mas se a direcao prede-
terminada desvia-se, mesmo que ligeiramente de um dos eixos principais da matriz,
entao pode-se falar do “valor” da matriz na direcao predeterminada com algum er-
ro provavel, com alguma imprecisao da inclinacao relativa. Pode-se também dizer:
a cada quantidade tedrica quantica ou matriz da teoria quantica pode ser atribuido
um numero que indica seu “valor” com um certo erro provavel; o erro probabilistico
depende do sistema de coordenadas; para cada grandeza tedrica quantica, existe
um sistema de coordenadas no qual o erro probabilistico desaparece. Portanto,
um determinado experimento nunca pode fornecer informacoes exatas sobre todas
as grandezas tedricas quanticas, pelo contrério, ele divide as grandezas fisicas em



grandezas “conhecidas” e “desconhecidas” de maneira caracteristica para o experi-
mento (ou seja: grandezas conhecidas mais ou menos exatamente). Os resultados
de dois experimentos podem, portanto, ser deduzidos exatamente um do outro
apenas se ambos os experimentos dividirem da mesma forma as grandezas fisicas
em “conhecidas” e “desconhecidas” (ou seja, quando os tensores naquele espago
multidimensional usado varias vezes como titulo indicativo de que eles sao “con-
siderados” em ambos os experimentos da mesma diregdo). Se dois experimentos
usam subdivisoes diferentes em grandezas “conhecidas” e “desconhecidas”, entao
a relagao dos resultados desses experimentos s6 pode ser dada corretamente de
maneira estatistica.

Para uma discussao mais detalhada dessa conexao estatistica, se execute um
experimento ideal. Uma radiacao atomica do tipo Stern-Gerlach é enviada inicial-
mente através de um campo F, que é tao fortemente nao homogéneo na direcao
da radiacao que evidentemente causa muitas transicoes através do “efeito de agi-
tagao”. Depois disso, a radiacao atomica viaja livre por um certo tempo, mas a
uma certa distancia de F; comeca um segundo campo Fj, similarmente nao ho-
mogéneo como Fi. Entre Fy e Fy e além de F, seja possivel medir o nimero de
atomos nos varios estados estacionarios por meio de um campo magnético ade-
quadamente aplicado. As forcas de radiagao dos atomos sejam desprezadas. Se
sabemos que um atomo estava no estado de energia F),, antes de passar para F},
podemos assim afirmar este fato experimental, atribuindo uma funcao de onda ao
atomo — por exemplo no espaco p — com energia definida E,, e fase indefinida (3,

_ 2miEn (Df"rﬁn)
h

S(En,p) = ¥(En,p)e
Depois de percorrer o campo Fy, esta fungio serd alterada para')

_ 2niEm (a+Bm)

S(En,p) LiN chml/J(Em,p)e B — (7)

Sejam aqui os (3, de alguma forma determinados arbitrariamente, para que os
Cnm S€jam unicamente determinados por Fj. A matriz ¢, transforma os valores
da energia antes de passar por F); naqueles depois de ter passado por Fi. Se,
em seguida, realizarmos uma determinacao dos estados estacionarios em F}, por
exemplo por meio de um campo magnético nao homogéneo, encontraremos com
probabilidade ¢,,,,Cnm, que 0 atomo passou do estado n para o estado m. Se deter-
minarmos experimentalmente que o atomo acabou de transicionar para o estado
m, entao teremos que atribui-lhe, para o calculo de tudo o que segue, nao a funcao
> o CnmSm, mas precisamente a fungao S,,, com uma fase indefinida; através da
determinacao experimental “estado m” escolheriamos da totalidade das diferentes
possibilidades (c¢y,,) uma determinada, ou seja m, mas destruirfamos ao mesmo
tempo, como sera explicado mais tarde, tudo o que ainda estava contido nas gran-
dezas c,,, em termos de relagoes de fase. Durante a passagem da radiacao atomica
por F, a mesma coisa é repetida como em F;. Sejam d,,, os coeficientes da matriz
de transformacao que transformam as energias antes de F» naqueles depois de F.
Se nenhuma determinacao de estado for realizada entre I} e Fy, a funcao propria

Veja-se P. Dirac, Proc. Roy. Soc. (A) 112, 661, 1926 e M. Born, ZS. f. Phys. 40, 167, 1926.



muda de acordo com o seguinte padrao:

S(Enap) EL} chmS<EM7p) E2_> chnmdmls(Elap) . (8)
m m l

Seja Y Comdmi = en. Se o estado estacionario do dtomo for determinado apds F5,
o estado [ serd encontrado com uma probabilidade e,;€,;. Se, por outro lado, entre
Fy e F; for feita a determinacao “estado m”, entao a probabilidade de [ depois
de F, sera dada por d,,d,. Repetindo todo o experimento vérias vezes (e cada
vez determinando o estado entre Fy e F3), observaremos o estado [ apds F» com
a relativa frequéncia Z,; = ) CrmCrm @i Esta expressao nao corresponde a
en€n. Jordan (l.c.), portanto, falou de “interferéncia de probabilidades”. Mas eu
nao concordo, porque os dois experimentos que levam a e, e Z, respectiva-
mente, sao fisicamente muito diferentes. Em um caso o atomo nao sofre nenhuma
perturbagao entre F} e Fy, no outro ele é perturbado pelos aparatos que permitem
a determinacao do estado estacionéario. Esses aparatos tém como consequéncia que
a “fase” do atomo muda em quantidades que sao em principio incontrolaveis, assim
como o momento muda quando a posi¢ao do elétron é determinada (ver §1). O
campo magnético que determina o estado entre F) e Fy ird alterar os autovalores
E, e durante a observagao da trajetéria do feixe atémico os atomos (estou pensan-
do por exemplo nas detecgoes de Wilson) sao estatisticamente desacelerados em
de uma forma diferente e incontroldvel, entre outras coisas. Isso tem como conse-
quéncia que a matriz final de transformacao e,; (dos valores de energia antes de
entrar em Fj para aqueles depois de sair de F3) nao é mais dada por > cumdmi,
mas cada elemento da soma ainda tem um fator de fase desconhecido. Portanto,
podemos apenas esperar que o valor médio de e,;€é,; sobre todas essas mudancas
de fase possiveis seja igual a Z,;. Um calculo simples revela que esse é o caso. —
Podemos, portanto, de acordo com certas regras estatisticas, deduzir de um expe-
rimento os possiveis resultados de outro. O outro experimento mesmo seleciona a
partir de uma multiplicidade de possibilidades uma muito especifica e, portanto,
limita as possibilidades de todos os experimentos subsequentes. Tal interpretacao
da equacao para a matriz de transformacao S, ou a equacao de onda de Schrodin-
ger, sO € possivel porque a soma das solucoes representa novamente uma solucao.
Nisto vemos o profundo sentido da linearidade das equacoes de Schrodinger; por-
tanto, elas podem ser entendidas apenas como equagoes para ondas no espacgo de
fase e, portanto, gostariamos de considerar inutil qualquer tentativa de substituir
essas equagbes por outras nao lineares, por exemplo, no caso relativistico (com
mais elétrons).

§ 3. A transicao da micro- para macro-mecanica.

Por meio da analise realizada nas se¢oes anteriores das palavras “posicao do elétron”,
“velocidade”, “energia” e assim por diante, os conceitos de cinematica e mecanica
na teoria quantica me parecem suficientemente esclarecidos, de modo que uma
compreensao clara dos processos macroscopicos do ponto de vista da mecanica
quantica também deve ser possivel. A transicao da micro- para a macro-mecanica
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j& foi abordada por Schrodinger!), mas niao acho que o raciocinio de Schrodinger
toque a esséncia do problema, pelas seguintes razoes: de acordo com Schrodinger,
uma soma de oscilagoes préoprias deveria ser capaz de produzir um pacote de ondas
nao muito grande em estados de alta excitacao, que por sua vez executa os mo-
vimentos periddicos do “elétron” classico com mudancas periddicas de tamanho.
Por outro lado, deve-se objetar o seguinte: se o pacote de ondas tivesse as proprie-
dades aqui descritas, a radiagao emitida pelo atomo poderia ser desenvolvida em
uma série de Fourier em que as frequéncias harmonicas sao muiltiplos inteiros de
uma frequéncia fundamental. No entanto, de acordo com a mecanica quantica, as
frequéncias das linhas espectrais emitidas pelo atomo nunca sao multiplos inteiros
de uma frequéncia fundamental — exceto no caso especial do oscilador harmonico.
O raciocinio de Schrodinger pode, portanto, ser aplicavel apenas para o oscilador
harmonico com o qual ele lidou; em todos os outros casos, um pacote de onda se
espalha ao longo do tempo por todo o espago proximo ao atomo. Quanto ma-
ior o estado de excitacao do atomo, mais lenta ocorre a dispersao do pacote de
ondas. Mas se esperar o tempo suficiente, essa dispersao ocorrerda. O argumento
acima sobre a radiagao emitida pelo a&tomo pode primeiro ser aplicado contra todos
os experimentos que visam a uma transicao direta da mecanica quantica para a
mecanica classica para elevados nimeros quanticos. Por essa razao, no passado,
tentou-se evitar o argumento referindo-se a difusao natural da radiacao em esta-
do estacionario; sem duvida erroneamente porque, em primeiro lugar, essa saida
esta bloqueada no atomo de hidrogénio devido a baixa radiacao presente em con-
digoes de alta excitagao e, em segundo lugar, a transicao da mecanica quantica
para a mecanica classica também deve ser compreensivel sem depender da eletro-
dinamica. Bohr!) j& apontou vérias vezes antes essas dificuldades conhecidas, que
impedem uma conexao direta entre a teoria quantica e a teoria cldssica. Nés as
temos explicadas novamente em detalhes porque parecem ter sido recentemente
esquecidas.

Eu acredito que a origem da “Orbita” classica pode ser sinteticamente formulada
da seguinte maneira: a “érbita” surge apenas quando a observamos: por exemplo,
um atomo ¢ dado no milésimo estado excitado. As dimensoes da drbita ja sao
relativamente grandes aqui, de modo que é suficiente, no sentido de § 1, determi-
nar a posicao do elétron com luz de comprimento de onda relativamente grande.
Se a determinacao da posi¢ao nao for muito imprecisa, o recuo Compton tera a
consequéncia de que o atomo ficarda em um estado apods a colisao entre, digamos,
950 e 1050; ao mesmo tempo, o momento do elétron pode ser deduzido do efeito
Doppler com uma precisao que pode ser determinada a partir da (1). O fato expe-
rimental assim dado pode ser caracterizado por um pacote de ondas — ou melhor,
um pacote de probabilidade — no espago ¢ de tamanho dado pelo comprimento
de onda da luz utilizada, essencialmente composto pela suas fungoes préoprias com-
preendidas entre 950 e 1050, e por um pacote correspondente no espaco p. Apéds
algum tempo, uma nova determinacao de posicao é executada com a mesma pre-
cisao. O resultado s6 pode ser estabelecido estatisticamente, de acordo com § 2,
e como posicoes possiveis consideramos todos aquelas dentro do pacote de ondas

IE. Schrédinger, Naturwiss. 14, 664, 1926.
IN. Bohr, Postulados bésicos da teoria quantica, 1. c.
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agora dispersos, com uma probabilidade calculéavel. Isso nao seria diferente na teo-
ria classica, porque aqui também o resultado da determinacao da segunda posicao
s poderia ser dado estatisticamente devido a incerteza da primeira determinacao;
as orbitas do sistema da teoria classica também se espalhariam de maneira seme-
lhante ao pacote de ondas. No entanto, as mesmas leis estatisticas sao diferentes
na mecanica quantica e na teoria classica. A segunda determinacao da posicao se-
leciona um certo “q” da totalidade de possibilidades e limita as possibilidades para
todas as determinacoes subsequentes. Apods a segunda determinacgao da posicao,
os resultados das medigoes subsequentes s6 podem ser calculados atribuindo um
pacote de ondas de tamanho “menor” de A (comprimento de onda da luz usada
para observagao) ao elétron. Cada determinagao da posigao, portanto, reduz o
pacote de ondas ao seu tamanho original A\. Os “valores” das variaveis p e ¢ sao
conhecidos com um certo grau de precisao ao longo de todos os experimentos. Que
os valores de p e q satisfacam as equagoes classicas de movimento dentro desses
limites de precisao pode ser deduzido diretamente das leis da mecanica quantica:

) OH . OH
p__a_q’ Q—%- (9)

Como mencionado, a érbita sé pode ser calculada estatisticamente a partir das
condicgoes iniciais, o que pode ser visto como uma consequéncia da incerteza fun-
damental sobre as condigoes iniciais. As leis estatisticas sao diferentes para a
mecanica quantica e a teoria classica; sob certas condicoes, isso pode levar a dife-
rencas macroscopicas aproximadas entre a teoria classica e a quantica. Antes de
discutir um exemplo, gostaria de mostrar como para um sistema mecanico simples,
o movimento sem forca de uma massa pontual, a transicao para a teoria classica
discutida acima deva ser formulada matematicamente. As equagoes de movimento
(no caso de um movimento unidimensional) sdo as seguintes

H=—p'; q=—p; p=0. (10)

2m m

Uma vez que o tempo pode ser tratado como um parametro (como um “nimero ¢”)
se nao houver forgas externas dependentes do tempo, a solucao para essas equagoes

s

é:
= ! t+q,; = (11)
(I—mpo 9 ; D=Dy,

onde p, e g, representam o momento e a posicao no tempo ¢t = 0. No tempo ¢ =0
[vejam-se as equagoes de (3) a (6)] o valor gy = ¢’ é medido com a aproximagao ¢, e
po = p’ com a aproximacao p;. Par deduzir os “valores” de g no tempo t a partir dos
“valores” de p, e q,, de acordo com Dirac e Jordan, é necessario encontrar aquela
funcao de transformacao que transforma todas as matrizes nas quais q, aparece
como uma matriz diagonal naquelas em que q aparece como matriz diagonal. p,

pode ser substituido pelo operador 371 Do no esquema de matriz onde g, aparece
i Oqo

como uma matriz diagonal. De acordo com Dirac [vide a equagao (11)] portanto,
vale como amplitude de transformacao procurada S(qo;q) a equacao diferencial:

t h 0O

{E%a—qo+%}5(%,fﬁ = ¢5(q0, ) (12)
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t h 0S

om0 (g0 — q)S(qo0,9)

2Trmf(¢’zzzqo)dqo (13>
SS é portanto independente de gy, ou seja, se no tempo t = 0 ¢y é exatamente
conhecido, entao, em qualquer tempo ¢ > 0 todos os valores de ¢ sao igualmente
provaveis, ou seja, a probabilidade de que ¢ esta em uma faixa finita é pratica-
mente zero. Isso é bastante 6bvio pois a determinacgao exata de ¢y leva a um recuo
Compton infinitamente grande. O mesmo obviamente se aplicaria a qualquer si-
stema mecanico arbitrario. Mas se ¢q fosse conhecido apenas com uma precisao de
¢1 no tempo t = 0 e py com uma precisao de p; [cf. a equagao (3)],

S(qo,q) = cost. e

N2 )
7(‘10 g) 7%p/(q07(1/)

5(77, QO) = cost. e 1 )

entao a funcao de probabilidade para ¢ deve ser calculada de acordo com a férmula

S(n.q) = / S 40)S (a0, 9o

Obtém-se
S(n,q) = cost./eth

Ao introduzir a abreviatura

th
- 2mmg?

o expoente em (14) torna-se

1 | |
a1 () (e (o)) e

O termo com ¢ pode ser incluido na constante (fator independente de ¢q) e a
integracao resulta em

1 (/0 d,_t .12 )
_M (q*%?'*iﬁq/)Q(lfé)

2 7 _
S(n,q) = cost. e 241 e = cost. e 297 (1+52) . (16)
Segue-se
G _ ek’ —d)?
S(n,q)S(n,q) —cost. e @a+EH (17)

O elétron é, portanto, encontrado no ponto %p’ + ¢ no tempo t com uma pre-
cisao qi+/1+ 2. O “pacote de ondas” ou melhor, “pacote de probabilidade” é
aumentado pelo fator /14 2. De acordo com a (15), 8 é proporcional ao tem-
po t, inversamente proporcional a massa — isso é imediatamente plausivel — e
inversamente proporcional a g7. A precisao excessiva em g resulta em uma impre-
cisao excessiva em p e, portanto, leva também a uma grande imprecisao em q. O
parametro 7, que apresentamos acima por motivos formais, pode ser omitido aqui
em todas as férmulas, pois nao entra no calculo.
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Como exemplo do fato de que a diferenca entre as leis estatisticas classicas e as
tedricas quanticas podem eventualmente levar a diferengas macroscopicas aproxi-
madas entre os resultados das duas teorias, serd brevemente discutida a reflexao de
um fluxo de elétrons em uma rede. Se a constante de rede é da ordem de magnitude
do comprimento de onda de de Broglie dos elétrons, a reflexao ocorre em certas
diregoes espaciais discretas, como a reflexao da luz em uma rede. A teoria cléssica
aqui oferece algo mais macroscopicamente. No entanto, nao podemos encontrar de
forma alguma uma contradi¢ao com a teoria classica na érbita de um tnico elétron.
Poderiamos fazer isso se pudéssemos, por exemplo, direcionar o elétron para um
determinado ponto em uma linha da grade e entao descobrir que a reflexao ali nao
é classica. Mas se quisermos determinar a posicao do elétron com tanta precisao
que possamos dizer em qual ponto de uma linha da grade ele atinge, o elétron
obtém, devido a essa determinacao de posicao, uma grande velocidade para a qual
o comprimento de onda de de Broglie do elétron torna-se muito menor que agora
a reflexao pode e realmente ocorrera nesta aproximacao na direcao classicamente
prescrita, sem contradizer as leis da teoria quantica.

§ 4. Discussao de alguns experimentos ideais par-
ticulares.

De acordo com a interpretacao descritiva da teoria quantica tentada aqui, os tempos
de transigoes, igualmente concretos aos “saltos quanticos”, devem ser verificados
por meio de medicoes, como as energias em estados estacionarios. A precisao com

que tal instante de tempo pode ser determinado é dada por NG de acordo com

a equacao (2)!), se AFE indica a mudanca na energia durante o salto quantico.
Vamos pensar no seguinte experimento: um atomo no tempo ¢ = 0 no estado 2
passa, irradiando, para o estado fundamental 1. De maneira semelhante a equacao
(7), pode, portanto, ser atribuida ao d&tomo a autofungao

_ 2miBEgt

S(t,p) = e (B, ple” it + V1 — e 2ulp(Ey,pe h - (18)

se assumirmos que a atenuacao da radiacao é expressa em um fator da forma e~

na autofungao (a dependéncia real talvez nao seja tao simples). Este dtomo é
enviado através de um campo magnético nao homogéneo para medir sua energia,
como ¢ comum no experimento de Stern-Gerlach, mas certamente o campo nao
homogéneo teria que seguir o raio atomico por uma longa distancia. A aceleracao
instantanea é medida, por exemplo, dividindo toda a distancia que o raio atémico
percorre no campo magnético em pequenas secoes, ao final de cada uma das quais
é determinada a deflexao do raio. Dependendo da velocidade do raio atomico, a
divisao em segmentos corresponde para o atomo uma divisao em pequenos inter-
valos de tempo At. De acordo com (2) de § 1, ao intervalo At corresponde uma

aproximacao na energia de A A probabilidade de medir uma determinada ener-

gia F pode ser deduzida diretamente a partir de S(p, E) e, portanto, é calculada

Weja-se W. Pauli, L. c. S. 12
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no intervalo de nAt para (n + 1)At por:

(TLJrl)At 2miEt

S(p, E)nAt—>(n+1)At:/ S(p,t)e n dt .

nAt

Se no tempo (n + 1)At for feita a declaragao: “estado 2”, entao a autofungao (18)
nao deve mais ser atribuida ao 4tomo para o resto, mas outra, que emerge de (18),
se se substituirmos ¢ com t — (n+ 1)At. Se, em vez disso, determinarmos: “estado
17, a partir desse momento devemos atribuir ao dtomo a autofuncao:
2mikt
Y(Er,ple n

Portanto, veremos primeiro em uma série de intervalos At: “estado 2”7, entao
continuamente “estado 1”7. Para que uma distin¢ao entre os dois estados ainda
seja possivel, At nao deve ser colocado abaixo de h. O momento da transi¢ao pode
entao ser determinado com esta aproximacao. Quando falarmos sobre mudanca
descontinua de energia, queremos dizer um experimento do tipo que acabamos
de descrever, inteiramente de acordo com a velha concepcao da teoria quantica
fundada por Planck, Einstein e Bohr. Visto que, em principio, tal experimento é
viavel, um acordo sobre seu resultado deve ser possivel.

Nos postulados basicos da teoria quantica de Bohr, a energia de um atomo,
como os valores das variaveis de agao J, tem a vantagem sobre outras quantidades
determindveis (posigao do elétron, etc.) que seu valor numérico pode sempre ser
dado. Essa posicao preferencial, que a energia assume em relagao a outras grande-
zas da mecanica quantica, deve-se, entretanto, apenas ao fato de que em sistemas
fechados ela representa uma integral das equagoes de movimento (para a matriz
energética vale E = costante); no caso de sistemas nao fechados, entretanto, a ener-
gia nao sera distinguida de qualquer outra grandeza da mecanica quantica. Em
particular, sera possivel especificar experimentos nos quais é possivel medir exata-
mente as fases w do atomo, em que, entretanto, a energia permanece em principio

indeterminada, correspondendo a uma relacao Jw — wJ = — o Jyw; ~ h. Por

7r
exemplo, a ressonancia de fluorescéncia representa tal experimento. Ao irradiar

: : Ey — Ey :
um atomo com uma frequéncia natural, digamos vy = — 0 © atomo assim

vibra em fase com a radiagao externa, portanto, em principio, nao faz sentido per-
guntar em que estado E; o Ey o dtomo vibra. A relacao de fase entre o atomo e
a radiacao externa pode ser determinada, por exemplo, através da relacao de fase
de muitos atomos entre si (experimentos de Woods). Se preferirem se abster de
experimentos com radiacao, a relacao de fase também pode ser medida de forma a
executar determinacoes da posicao exata, no sentido do § 1, do elétron em tempos
diferentes da fase da luz incidente (em muitos dtomos). A “funcao de onda”

_ 2miBEqt

+y/ 1= (B qe (19)

27i(Egt+3)
— 2niBatth)

S(Qv t) = 02¢2<E27 Q)e

pode ser atribuida a um tnico atomo; aqui ¢, depende da intensidade e 3 da fase
da luz irradiada. Portanto, a probabilidade de uma certa posicao ¢ é

S(q,t)S(q,t) = ats + (1 — )ity
teay/1—¢3 <¢21/316_%[(E2_E1)t+ﬁ)] + ot et E erl)H/B)]) ' (20)
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O termo periddico em (20) é experimentalmente separavel do termo nao periddico,
uma vez que as determinacoes de posicao podem ser feitas para diferentes fases da
luz irradiada.

Em um experimento ideal bem conhecido fornecido por Bohr, os atomos de
um feixe atomico de Stern-Gerlach sao primeiro excitados em uma determinada
posicao até a ressonancia de fluorescéncia pela luz irradiada. Depois de uma di-
stancia eles atravessam um campo magnético nao homogéneo; a radiagao emitida
pelos atomos pode ser observada na frente e atras do campo magnético. Antes dos
atomos entrarem no campo magnético, ha uma fluorescéncia de ressonancia nor-
mal, ou seja, semelhante a teoria da dispersao, deve-se supor que todos os atomos
emitem ondas esféricas em fase com a luz incidente. Esta tltima visao esta ini-
cialmente em desacordo com o que resulta de uma aplicagao aproximada da teoria
quantica da luz ou das regras bésicas da teoria quantica: uma vez que poderia
ser concluido a partir dela que apenas alguns atomos sao trazidos para o “estado
superior” absorvendo um quanto de luz, a radiacao de ressonancia inteira viria
entao de alguns centros excitados com radiagao intensa. Portanto, é 6bvio primei-
ro dizer: a concepcao quantica da luz sé pode ser usada aqui para o equilibrio de
energia-momento, “na realidade” todos os atomos no estado inferior emitem ondas
esféricas fracas e coerentes. No entanto, depois que os atomos passaram pelo cam-
po magnético, dificilmente podem haver duvidas de que o feixe atomico se dividiu
em dois feixes, um dos quais corresponde aos atomos no estado superior e o outro
aos atomos no estado inferior. Agora, se os a&tomos no estado inferior irradiam, isso
seria uma séria violacao da lei da energia, porque toda a energia de excitacao esta
no raio atomico com os atomos no estado superior. Pelo contrario, nao pode haver
duvida de que por tras do campo magnético apenas o raio atomico com os estados
superiores emite luz — e, além disso, luz incoerente — pelos poucos atomos que
irradiam intensamente no estado superior. Como Bohr mostrou, este experimen-
to torna particularmente claro que cuidado é frequentemente necessario ao usar o
termo “estado estacionario”. De acordo com a teoria quantica desenvolvida aqui,
uma discussao do experimento de Bohr pode ser conduzida sem dificuldade. No
campo de radiagao externa as fases dos atomos sao determinadas, entao nao faz
sentido falar sobre a energia do atomo. Mesmo apds o atomo ter deixado o campo
de radiagao, nao pode ser dito que estava em um determinado estado estacionério,
a menos que se inquire sobre as propriedades de coeréncia da radiagao. Mas ex-
perimentos podem ser feitos para descobrir em que estado o atomo se encontra;
o resultado deste experimento s6 pode ser declarado estatisticamente. Tal expe-
rimento é conduzido realmente pelo campo magnético nao homogéneo. Atras do
campo magnético as energias dos atomos sao determinadas, portanto as fases sao
indeterminadas. A radiacao ocorre aqui de forma inconsistente e apenas a partir
dos atomos no estado superior. O campo magnético determina as energias e destréi
a relagao de fase. O experimento ideal de Bohr é uma explicacao muito bonita do
fato de que a energia do atomo “na verdade” nao é um nimero, mas uma matriz.
A lei da conservacao é vélida para a matriz de energia e, portanto, também para
o valor da energia com a precisao com que sao medidos respectivamente. O can-
celamento da relacao de fase pode ser obtido com o seguinte calculo: sejam () as
coordenadas do centro de gravidade do atomo, entao atribuiremos a autofuncao ao
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atomo
S(Q,1)5(q,t) = S(Q,q,t) (21)

em lugar de (19), onde S(Q,t) é uma fungao que [como S(n, q) na (16)] difere de
zero apenas na vizinhanca imediata de um ponto no espaco (Q e que se propaga com
a velocidade dos atomos na direcao do raio. A probabilidade de uma amplitude
relativa ¢ para qualquer valor @) é dada pela integral de S(Q,q,t)S(Q,q,t) em
(Q),ou seja, pela (20). No entanto, a autofuncao (21) mudara de forma calculdvel no
campo magnético e, devido as diferentes deflexdes dos atomos nos estados superior
e inferior atrdas do campo magnético, tera se transformado no

2mi(Eqt+8) 2miEqt

S(Qa Q>t) = 6252(Q>t)¢2(E27 Q)e h + 1- cgsl(Qa t)wl(Ela Q)e h . (22>

S1(Q,t) e S3(Q,t) serao fungoes do espaco @ que diferem de zero apenas na vizi-
nhanga imediata de um ponto; mas este ponto é diferente para S; e S5. Portanto,
S1S5 é zero em todos os lugares. A probabilidade de uma amplitude relativa ¢ e
de um determinado valor () é, portanto,

S(Q,q,1)5(Q, q,t) = ¢352531haths + (1 — 63)S1.519h1¢) (23)

O termo periédico da (20) desapareceu e com ele a possibilidade de medir uma
relacao de fase. O resultado da determinacao estatistica da posicao sera sempre o
mesmo, independentemente da fase em que a luz incidente é configurada. Podemos
supor que experimentos com radiacao, cuja teoria ainda nao foi elaborada, darao
os mesmos resultados sobre a relagao de fase dos atomos com a luz incidente.
Finalmente, deveria ser estudada a conexao entre a equagao (2) Ejt; ~ h com
um complexo de problemas, que Ehrenfest e outros pesquisadores') discutiram em
dois artigos importantes usando o principio de correspondéncia de Bohr?). Eh-
renfest e Tolman falam de “quantizacao fraca” quando um movimento periédico
quantizado é interrompido por saltos quanticos ou outras perturbagoes em interva-
los de tempo que nao podem ser considerados muito longos em relagao ao periodo
do sistema. Nesse caso, nao apenas os valores exatos de energia quantica deveriam
aparecer, mas também os valores de energia com uma probabilidade a priori quali-
tativamente especificavel mais baixa que nao diferem muito dos valores quanticos.
Na mecanica quantica, esse comportamento deve ser interpretado da seguinte for-
ma: uma vez que a energia é realmente alterada por perturbagoes externas ou saltos
quanticos, cada medicao de energia, se for univoca, deve ocorrer em um tempo en-
tre as duas perturbacoes. Isso fornece um limite superior para t; no sentido de § 1.
Medimos o valor de energia Fy de um estado quantizado mesmo com apenas uma

aproximacao F ~ ot A questao de se o sistema assume tais valores de energia F,

1
que diferem de Ej, “realmente” com o peso estatistico correspondente inferior, ou
se sua determinacao experimental é devida apenas a imprecisao da medigao, em
principio nao faz nenhum sentido. Se t; é menor que o periodo do sistema, nao

'P. Ehrenfest und G. Breit, ZS. f. Phys. 9, 207, 1922; e P. Ehrenfest und R. C. Tolman,
Phys. Rev. 24, 287, 1924; vejam também a discussao em N. Bohr, Postulados béasicos da teoria
quantica 1. c.

20 Sr. W. Pauli apontou essa conexao para mim.
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faz mais sentido falar sobre estados estacionarios discretos ou valores de energia
discretos.

Em um contexto semelhante Ehrenfest e Breit (l.c.) enfatizam o seguinte para-
doxo: um rotador, que gostariamos de pensar como uma roda dentada, é equipado
com um dispositivo que inverte o sentido de rotacao apds f voltas da roda. A
roda dentada se agarra, por exemplo, a uma haste dentada, que por sua vez pode
ser movida em linha reta entre duas sapatas; apés um certo ntimero de voltas, as
sapatas forcam a haste e, portanto, a roda a inverter. A roda dentada se agarra,
por exemplo, a uma haste dentada, que por sua vez pode ser movida em linha reta
entre duas sapatas; apds um certo niimero de voltas, as sapatas forcam a haste e,
portanto, a roda a inverter. O periodo real T' do sistema é longo em comparacao
com o tempo de volta ¢t da roda; os niveis de energia discretos sao corresponden-
temente densos e, quanto mais densos, maior ¢ T. Uma vez que, do ponto de
vista de uma teoria quantica coerente, todos os estados estacionarios tém o mesmo
peso estatistico, para um 7' suficientemente grande, basicamente todos os valores
de energia ocorrerao com a mesma frequéncia — ao contrario do que se esperaria
para o rotador. Levando em consideracao nossos pontos de vista, este paradoxo é
antes de mais nada exacerbado. A fim de determinar se o sistema assumird valo-
res de energia discretos pertencentes ao rotador puro uma vez ou com frequéncia
especifica, ou se aceitard todos os valores possiveis com a mesma probabilidade

(ou seja, valores que correspondem a pequenos niveis de energia T)’ é suficiente

um pequeno tempo t; em comparagao com T’ (mas >> t); ou seja, embora o longo
periodo para tais medicoes nao seja eficaz, aparentemente podem ocorrer todos os
valores de energia possiveis. Somos da opiniao que tais experimentos para deter-
minar a energia total do sistema produziriam realmente todos os valores de energia
possiveis com igual probabilidade; e nao é o grande periodo T' que ¢é responsavel
por esse resultado, mas a haste de movimento linear. Embora o sistema esteja
em um estado, cuja energia corresponde a quantizacao do rotador, ele pode ser
facilmente transformado por forcas externas atuando sobre a haste, em um estado
que nao corresponde & quantizacao do rotador.!). O sistema acoplado: rotador e
haste, exibe propriedades de periodicidade completamente diferentes do rotador.
Na verdade, a solugao para o paradoxo esta no seguinte: se quisermos medir apenas
a energia do rotador, devemos primeiro afrouxar o acoplamento entre o rotador e
a haste. Na teoria cldssica, se a massa da haste for pequena o suficiente, o afrou-
xamento do acoplamento pode ocorrer sem qualquer alteracao na energia, razao
pela qual a energia do sistema todo pode ser igualada a do rotador (se a massa
da haste é pequena). Na mecanica quantica, a energia de interagao entre a haste
e a roda é pelo menos da mesma ordem de magnitude que o nivel de energia do
rotador (mesmo quando a massa da haste é pequena, uma alta energia de ponto
zero permanece para a interagao eldstica entre a roda e a haste!); quando o aco-
plamento é afrouxado, os valores de energia quantica para a haste e a roda sao
gerados individualmente. Enquanto podemos medir apenas os valores de energia
do rotador, encontramos sempre os valores de energia quantica com a aproximacao
dada pelo experimento. Mesmo se a massa da haste chegar a zero, a energia do

IDe acordo com Ehrenfest e Breit, isso ndo pode acontecer, ou apenas muito raramente, devido
as forcas que atuam na roda
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sistema acoplado ainda difere da energia do rotador; a energia do sistema acoplado

pode assumir todos os valores possiveis (permitidos pela quantizacao T') com igual
probabilidade.

A cinematica e a mecanica tedrica quantica sao amplamente diferentes do ha-
bitual. A aplicacao de conceitos classicos de cinematica e mecanica, entretanto,
nao pode ser deduzida de nossas leis da légica nem da experiéncia; a relagao (1)
p1¢q1 ~ h confirma esta conclusao. Uma vez que momento, posi¢ao, energia, etc. de
um elétron sao conceitos definidos exatamente, nao ha necessidade de se preocupar
que a equagao fundamental (1) contenha apenas uma declaracao qualitativa. Além
disso, uma vez que podemos pensar qualitativamente sobre as consequéncias expe-
rimentais da teoria em todos os casos simples, a mecanica quantica nao tera mais
de ser considerada confusa e abstrata.?) Claro, admitindo isso, também gostaria-se
de poder deduzir as leis quantitativas da mecanica quantica diretamente das bases
descritivas, ou seja, essencialmente a partir da relagao (1).

E por isso que Jordan tentou interpretar a equacao

S(q.q) = /S(q, q)S(q',q")dq (24)

como uma relagao de probabilidade. No entanto, nao podemos concordar com esta
interpretagao (§ 2). Pelo contrério, acreditamos que as leis quantitativas podem,
no momento, ser compreendidas a partir de bases observaveis apenas de acordo
com o principio da maior simplicidade possivel. Se, por exemplo, a coordenada X
do elétron nao é mais um “nimero”, como pode ser deduzido experimentalmente
de acordo com a equacdo (1), entdo a hipdtese mais simples possivel [que nao
contradiz o (1)] é, portanto, que esta coordenada X seja um membro diagonal de
uma matriz, cujos membros nao diagonais sao expressos em uma aproximacao ou
por transformacgoes de outras maneiras (veja-se por exemplo o § 4). A afirmagao
de que, por exemplo, a velocidade na direcao X “realmente” nao é um numero,
mas um membro diagonal de uma matriz, talvez nao seja mais abstrata e menos
clara do que a afirmacao de que a intensidade do campo elétrico “realmente” é o
componente de tempo de um tensor antissimétrico do espago-tempo. A expressao
“realmente” sera aqui muito mais ou muito menos valida e injustificada do que
em qualquer descricdo matematica de processos naturais. Assim que seja admitido
que todas as quantidades tedricas quanticas sao “realmente”, as leis quantitativas
sao alcancadas sem dificuldade.

Se for assumido que a interpretacao da mecanica quantica tentada aqui esta
correta em pontos essenciais, entao é permitido tratar em poucas palavras suas
principais consequéncias. Nao presumimos que a teoria quantica, em contraste

2Schrodinger descreve a mecéanica quantica como uma teoria formal de confusdo e abstracao
assustadoras e certamente repugnantes. Certamente nao se pode superestimar o valor da pe-
netragdo matemadtica (e até entdo clara) das leis da mecanica quantica alcancada pela teoria
de Schrédinger. No entanto, a meu ver, em questoes fisicas fundamentais, a clareza popular
da mecanica ondulatéria desviou-se do caminho reto que havia sido tragado pelo trabalho de
Einstein e de Broglie, por um lado, e pelo trabalho de Bohr e da mecanica quantica em o outro.
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com a teoria classica, seja essencialmente uma teoria estatistica, no sentido de que
apenas conclusoes estatisticas poderiam ser tiradas a partir de dados exatamente
fornecidos. Os conhecidos experimentos de Geiger e Bothe também sao contrarios
a essas hipdteses. Em vez disso, em todos os casos em que na teoria classica existem
relagoes entre quantidades que sao realmente todas mensurdveis com exatidao, as
relagoes exatas correspondentes também se aplicam na teoria quantica (momento
e quantidade de energia). Mas na formulagao categérica da lei causal: “se sou-
bermos exatamente o presente, podemos calcular o futuro”, nao é a apdédose, mas
a premissa que esta errada. Em principio, nao podemos conhecer o presente em
todas as suas partes determinantes. Portanto, toda percepcao é uma escolha en-
tre uma infinidade de possibilidades e uma limitacao do que é possivel no futuro.
Visto que o carater estatistico da teoria quantica estd tao intimamente ligado a
imprecisao de todas as percepcoes, poderiamos ser levados a supor que por tras
do mundo estatistico percebido ainda hd um mundo “real” no qual a lei causal
se mantém. Mas tais especulagoes nos parecem, e os enfatizamos explicitamente,
estéreis e intteis. A fisica deve apenas descrever formalmente a conexao entre as
percepcoes. Em vez disso, o verdadeiro estado de coisas pode ser caracterizado
muito melhor da seguinte maneira: uma vez que todos os experimentos estao su-
jeitos as leis da mecéanica quantica e, portanto, a equacao (1), a invalidade da lei
causal é definitivamente determinada pela mecanica quantica.

Depois da revisao do texto. Apds a conclusao deste trabalho, as investigacoes
mais recentes de Bohr levaram a consideragoes que permitem um aprofundamento
e refinamento substancial da analise das relagoes da mecanica quantica exploradas
neste trabalho. A esse respeito, Bohr apontou para mim que eu havia negligen-
ciado pontos essenciais em algumas das discussoes deste artigo. Acima de tudo, a
incerteza na observacao nao se baseia exclusivamente na ocorréncia de descontinui-
dades, mas esta diretamente relacionada a necessidade de dar conta das diferentes
experiéncias expressas na teoria corpuscular, por um lado, e na teoria ondulatéria,
por outro. Por exemplo, ao usar um microscopio de raios gama, a divergéncia
necessaria do feixe deve ser levada em consideracao; so isso tem a consequéncia
de que ao observar a posi¢ao do elétron, a direcao do recuo Compton é conhecida
apenas com uma aproximagao que entao leva a relagao (1). Além disso, nao é
suficientemente enfatizado que a teoria do efeito Compton simples é estritamente
aplicavel apenas a elétrons livres. Como o Prof. Bohr deixou claro, a cautela re-
sultante na aplicacao da relacao de incerteza é, entre outras coisas, essencial para
uma discussao aprofundada da transicao da micro para a macro mecanica.

Finalmente, as consideragoes sobre a fluorescéncia de ressonancia nao sao intei-
ramente corretas, porque a relacao entre a fase da luz e o movimento dos elétrons
nao é tao simples quanto se supoe. Devo meus sinceros agradecimentos ao Prof.
Bohr pelo fato de poder conhecer e discutir na origem suas mais recentes investi-
gacoes mencionadas acima, e que logo aparecerao em um trabalho sobre a estrutura
conceitual da teoria quantica.

Instituto de Fisica Tedrica da Universidade de Copenhague.
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