3. Sobre a eletrodinamica dos corpos em
movimento*

por A. Einstein

Que a eletrodinamica de Maxwell - como a mesma hoje em dia é compreendida
- na sua aplicacao a corpos em movimento leve a assimetrias que parecem nao
estar relacionadas aos fenomenos, é conhecido. Se pense, por exemplo, a interacao
eletrodinamica entre um ima e um condutor. O fenémeno observavel depende aqui
somente do movimento relativo entre condutor e ima, enquanto, no entendimento
comum, os dois casos, que um ou o outro destes corpos esteja em movimento, tém
que ser rigorosamente separados entre si. De fato, estando o ima em movimento e
o condutor em repouso, produz-se no entorno do ima um campo elétrico com um
certo valor de energia, que, nas regioes onde se encontram partes do condutor, da
origem a uma corrente elétrica. Porém, estando o ima em repouso e movimentando-
se o condutor, nao gera-se entao nos arredores do ima nenhum campo elétrico, mas
gera-se, por outro lado, no condutor uma forga eletromotriz, a qual nao corresponde
uma energia, mas que - pressuposta a igualdade do movimento relativo para os dois
casos considerados - d& origem a correntes elétricas do mesmo tamanho e com a
mesma dire¢ao, como as produzidas no primeiro caso pelas forcas elétricas.

Exemplos do mesmo tipo, assim como as tentativas sem sucesso de detectar um
movimento da Terra relativo ao “meio de propagacao da luz”, levam a hipétese que
nenhumas caracteristicas dos fenomenos correspondem ao conceito de repouso ab-
soluto, nao somente na mecanica mas também na eletrodinamica, mas que, ainda
mais, para todos os sistemas de coordenadas para os quais as equagcoes da Mecanica
valem, também as mesmas leis da eletrodinamica e da dtica sao validas, como isso
ja tem sido provado para quantidades de primeira ordem. Queremos elevar esta
hipétese (cujo conteddo serd chamado doravante “principio de relatividade”) para
postulado e além disto incluir o postulado, aparentemente incompativel com o
primeiro, que a luz propaga no espaco vazio sempre com uma determinada ve-
locidade V', independente do estado de movimento do corpo que a emite. Estes
dois postulados sao suficientes para chegar numa eletrodinamica dos corpos em
movimento simples e livre de contradigoes com base na teoria Maxwelliana para
corpos em repouso. A introducao de um “éter da luz” se revelara desnecessaria,
pois, segundo a interpretagao a ser desenvolvida aqui, nao introduz-se um “espaco
de repouso absoluto” dotado de propriedades extraordinarias e nem associa-se um
vetor velocidade a um ponto do espago vazio em que processos eletromagnéticos
ocorrem.

*Titulo original: Zur Elektrodynamik bewegter Kéorper. Publicado em: Annalen der Physik 17
(1905): 891-921. Traduzido por Oliver F. Piattella.



A teoria a ser desenvolvida baseia-se - como toda outra teoria da eletrodinamica
- na cinematica dos corpos rigidos, pois as afirmagoes de cada teoria interessam
relagoes entre corpos rigidos (sistemas de coordenadas), relégios, e processos eletro-
magnéticos. A falta de consideracao desta circunstancia é a raiz das dificuldades
com as quais a eletrodinamica dos corpos em movimento tem que lutar no mo-
mento.

I. Parte cinematica.

§ 1. Definicao da simultaneidade.

Se considere um sistema de coordenadas em que as equagoes da mecanica new-
toniana sejam validas. Chamamos este sistema de coordenadas de “sistema de
repouso” para distingui-lo em palavras de outros sistemas de coordenadas a serem
introduzidos mais a frente, e para uma sua precisa representagao. Se um ponto
material estd em repouso com relagao a este sistema de coordenadas, entao a sua
posicao com relacao a ele pode ser determinada por meio de réguas rigidas e o uso
dos métodos da geometria euclidiana, e ser expressada em coordenadas cartesianas.

Se queremos descrever o movimento de um ponto material, damos os valores
das suas coordenadas em funcao do tempo. Agora, é bom ficar atentos ao fato
que uma tal descricao matematica possui sentido fisico somente se antes tem se
tornado claro o que aqui se entende com “tempo”. Temos que tomar em conta
que todas as nossas assercoes em que o tempo desempenha um papel, sao sempre
assercoes sobre eventos simultaneos. Quando digo por exemplo: “Esse trem chega
aqui as 7 horas”, isto quer dizer algo do tipo: “O ponteiro menor do meu relégio
indicar o 7 e a chegada do trem sdo eventos simultaneos”.!

Poderia parecer que todas as dificuldades que a definicao de “tempo” encontra
possam ser superadas se, em lugar de “tempo”, uso “a posi¢ao do ponteiro pequeno
do meu relégio”. Uma tal definicao é de fato suficiente quando trata-se de definir
um tempo exclusivamente para o lugar em que se encontra o relégio; a definicao
porém nao ¢ mais suficiente assim que se tratar de interligar temporalmente uma
série de eventos que ocorrem em lugares diferentes, ou - equivalentemente - avaliar
temporalmente eventos que ocorrem em lugares afastados do relégio.

Nos poderiamos, por outro lado, nos limitar a avaliar temporalmente os eventos
por meio de um observador que se encontra na origem do sistema de coordenadas
juntamente ao reldégio, e que associa a correspondente posicao dos ponteiros do
relogio para cada sinal luminoso que representa um evento a ser avaliado e que
chega até ele através o espaco vazio. Uma tal associacao, porém, traz consigo o
inconveniente de que ela nao é independente do ponto de vista do observador dotado
do reldgio, como nods sabemos por experiéncia. Chegamos a uma determinacao
muito mais pratica por meio da seguinte consideracao.

No ponto A do espaco se encontra um relogio, e assim um observador que se
encontra em A pode avaliar temporalmente eventos que acontecem na imediata

1A imprecisdao que estd por tras do conceito de simultaneidade de dois eventos que ocor-
rem (aproximadamente) no mesmo lugar, que igualmente deve ser superada por meio de uma
abstracao, nao sera discutida aqui.



proximidade de A procurando a posi¢ao dos ponteiros do relégio que é simultanea
com esses eventos. Também no ponto B do espago se encontra um relogio - quere-
mos acrescentar “um relégio realizado exatamente da mesma forma como o reldgio
que se encontra em A” - entdo uma avaliacdo temporal dos eventos é possivel
também no imediato entorno de B por um observador que se encontra em B. Nao
é porém possivel, sem uma ulterior imposicao, comparar temporalmente um evento
em A com um evento em B; até o momento temos definido somente um “tempo-A”
e um “tempo-B”, mas nao um tempo conjunto para A e B. Este tultimo tempo
pode agora ser determinado estabelecendo por definicao que o “tempo” que a luz
precisa para chegar de A a B é igual ao “tempo” que ela precisa para chegar de
B a A. Isto é, um raio de luz sai de A para B no “tempo-A” t,, é refletido em
B para A num “tempo-B” tp e chega de volta em A no “tempo-A” t/,. Os dois
relégios estao sincronizados, por definicao, se:?

tg—ta =1, —tg. (1)

Supomos que esta definicao de sincronismo seja possivel de uma maneira livre
de contradigoes, e certamente para muitos pontos arbitrarios, e que entao sejam
validas, em geral, as relacoes:

1. Se o relégio em B esta sincronizado com o relégio em A, entao o relégio em
A esta sincronizado com o relogio em B.

2. Se o relégio em A estd sincronizado tanto com o relégio em B como também
com o relogio em C', entao os relégios em B e em C estao também sincroni-
zados entre eles.

Nés temos entao estabelecido, com o auxilio de uma certa experiéncia fisica (pen-
sada), o que entende-se por reldgios sincronizados que se encontram em repouso
em lugares diferentes, e com isso, evidentemente, temos ganhado uma definicao de
“simultaneidade” e “tempo”. O “tempo” de um evento é a indicacao, simultanea
ao evento, de um relégio que se encontra em repouso no lugar do evento e que esta
sincronizado com um determinado relégio em repouso, e com este claramente se
mantém sincronizado para todas as determinagoes de tempo.
Com base na experiéncia podemos também estabelecer que a grandeza:

2AB
T =V (2)
¢ uma constante universal (a velocidade da luz no vécuo).
E essencial que tenhamos definido o tempo por meio de relégios em repouso num

sistema em repouso; noés chamamos esse tempo que acabamos de definir “o tempo
do sistema de repouso” por causa do fato que pertence ao sistema de repouso.

2[N.d.T.] No artigo original de Einstein as equagoes nao sio numeradas. Eu preferi numera-las
aqui para tornar mais praticas eventuais discussoes em sala de aula.



§ 2. Sobre a relatividade dos comprimentos e dos tempos.

As seguintes consideragoes baseiam-se no principio de relatividade e no principio
da constancia da velocidade da luz, que definimos da seguinte maneira.

1. As leis segundo as quais os estados dos sistemas fisicos mudam sao indepen-
dentes de qual de dois sistemas de coordenadas, que se encontram em movimento
translacional uniforme um relativo ao outro, se usa para descrever essas mudancas.

2. Cada raio de luz movimenta-se num sistema de coordenadas “em repouso”
com a velocidade definida V', independentemente se este raio de luz é emitido por
um corpo em repouso ou em movimento. Com relagao a isso tem-se

Velocidade = Caminho percorrido pela luz

(3)
Intervalo temporal
onde “intervalo temporal” é para ser entendido no sentido da defini¢ao do § 1.

Seja dado um bastao rigido em repouso; o mesmo possui um comprimento
[, medido com uma régua também em repouso. Imaginamos agora que o eixo do
bastao fique no eixo X do sistema de coordenadas de repouso e apés isso conferimos
ao bastao um movimento de translagao paralela uniforme (com velocidade v) ao
longo do eixo X no sentido de x crescente. Investigamos agora sobre o comprimento
do bastao em movimento, que imaginamos calculado através das duas seguintes
operagcoes:

a) O observador se movimenta, junto a régua acima mencionada, com o bastao
a ser medido e mede o comprimento deste diretamente, encostando a régua, assim
como se o bastao a ser medido, a régua e o observador estivessem em repouso.

b) O observador determina num determinado tempo ¢, por meio de relégios em
repouso, posicionados no sistema de repouso e sincronizados conforme ao § 1, em
quais pontos do sistema de repouso se encontram as extremidades do bastao a ser
medido.

A distancia entre as extremidades, medida com a régua ja utilizada, mas desta
vez em repouso, ¢ também um comprimento que pode-se definir como “compri-
mento do bastao”.

Segundo o principio de relatividade o comprimento encontrado por meio do
procedimento a), que chamamos de “comprimento do bastao no sistema em movi-
mento”, deve ser igual ao comprimento [ do bastao em repouso.

Determinaremos, com base nos nossos dois principios, o comprimento a ser
encontrado por meio do procedimento b), que chamamos “o comprimento do bastao
(em movimento) no sistema de repouso”, e encontraremos que esse é diferente de
[.

A cinematica usada habitualmente supoe tacitamente que os comprimentos
determinados por meio dos dois procedimentos acima sejam exatamente iguais um
com outro, ou, em outras palavras, que no instante de tempo ¢ um corpo rigido em
movimento seja geometricamente completamente substituivel pelo mesmo corpo,
quando ele estd em repouso numa certa posicao.

Além disso, imaginamos relégios fixados as duas extremidades do bastao (A e
B), que sejam sincronizados com os relégios do sistema de repouso, isto é, cujos
dados correspondem cada vez ao “tempo do sistema de repouso” nos lugares em



que eles momentaneamente se encontram; esses relogios sao entao “sincronizados
no sistema de repouso”.

Imaginamos também que com cada relégio se encontre um observador em mo-
vimento com ele e que estes observadores usam em ambos os relégios o critério
formulado no § 1 para o andamento sincronizado. No tempo® ¢4 sai um raio de
luz de A, é refletido no tempo t5 em B, e chega de volta em A no tempo t’,. Com
base no principio da constancia da velocidade da luz encontramos:

TAB
tp—ty=—22 4
Bta= o (4)
€ A
t)—tp =22 5
AT Ty gy (5)

onde r p representa o comprimento do bastao em repouso - medido no sistema
de repouso. Observadores em movimento juntamente ao bastdo em movimento
encontrariam entao que os dois relégios nao sao sincronizados, enquanto obser-
vadores que se encontram no sistema de repouso declarariam que os reldgios sao
sincronizados.

Vemos entao que nao podemos atribuir ao conceito da simultaneidade nenhum
significado absoluto, mas que dois eventos, que, examinados de um sistema de
coordenadas, sao simultaneos, examinados de um sistema em movimento relativo
a este, nao podem mais ser considerados como eventos simultaneos.

§ 3. Teoria da transformacao das coordenadas e do tempo
do sistema de repouso para um sistema que se encontra
com relacao a este em movimento translacional uniforme.

Sejam dados no espago “em repouso” dois sistemas de coordenadas, ou seja, dois
sistemas cada um com trés linhas materiais, ortogonais entre si, que saem de um
ponto. Os eixos X dos dois sistemas podem coincidir, e os seus eixos Y e Z podem
ser respectivamente paralelos. Cada sistema seja providenciado com uma régua
rigida e um certo nimero de relégios, e sejam as duas réguas, assim como todos os
relogios dos dois sistemas, exatamente idénticos uns com os outros.

Seja conferida agora & origem de um dos dois sistemas (k) uma velocidade v
(constante) na dire¢ao de x crescente do outro sistema em repouso (K), e que essa
velocidade possa se comunicar também aos eixos coordenados, a relativa régua
assim como aos relégios. A cada tempo t do sistema de repouso K corresponde
entao uma determinada posicao dos eixos do sistema em movimento e, por razoes
de simetria, somos autorizados a supor que o movimento de k possa ser realizado
de um jeito tal que os eixos do sistema em movimento sejam no tempo ¢ (com “t”
sempre ¢ indicado um tempo do sistema de repouso) paralelos aos eixos do sistema
em repouso.

Imaginamos agora de medir o espago seja no sistema de repouso K, por meio
da régua em repouso, seja também no sistema em movimento k, por meio da
régua em movimento com ele, e entao imaginamos determinadas as coordenadas

3«“Tempo” significa aqui “tempo do sistema de repouso” e, também, “posicio dos ponteiros
do relégio em movimento, que se encontra no lugar em questao”.



x,y,z e &, n,(, respectivamente. Além disso, o tempo ¢ do sistema de repouso seja
determinado para todos os pontos desse sistema por meio de relégios em repouso
que se encontram nestes pontos, através sinais luminosos, na maneira explicada
no § 1; da mesma forma seja determinado o tempo 7 do sistema em movimento,
para todos os seus pontos em que se encontram relégios em repouso com relacao
a ele, através o uso do método mencionado no § 1, trocando sinais de luz entre os
pontos nos quais se encontram os mencionados rel6gios.

Para cada conjunto de valores z,v, 2z, t, que determina completamente posigao
e tempo de um evento no sistema de repouso, corresponde um conjunto de valores
&,m, ¢, 7 que determina aquele evento relativamente ao sistema k, e agora a tarefa a
ser resolvida é de encontrar o sistema de equacoes que relaciona essas quantidades.

Primeiramente, é claro que as equacoes devem ser lineares, devido a propriedade
de homogeneidade que atribuimos ao espaco e ao tempo.

Se colocamos &’ = x — vt, é claro assim que a um ponto em repouso no sistema
k pertence um sistema de valores 2’,y, 2 determinado e independente do tempo.
Determinamos primeiramente 7 como funcao de z’,y,z e t. Para este propdsito
temos que expressar nas equacoes que 7 nao € outra coisa que a incarnacao dos
dados dos relégios em repouso no sistema k, que tém sido sincronizados de acordo
com a regra dada no § 1.

Seja enviado da origem do sistema k& um raio de luz no tempo 75 ao longo do
eixo X para z’ e de 14 no tempo 7, refletido para a origem das coordenadas, onde

chega no tempo 7,; entao tem que ser que:
1
§(To+7'2) =T (6)

ou, incluindo os argumentos da funcao 7 e usando o principio da constancia da
velocidade da luz no sistema de repouso:

1 x ! x

- t t = ! t )

5 [T(O,O,O, )+r(0,0,0,{ +V—U+V+v}>} T<CL’,0,0, +V—v)
7

Daqui segue, escolhendo z’ indefinidamente pequeno:

1 1 + 1 @_ﬁ—f—;@ (8)
2\V—-v V4o ot 0z V—-vidt’
ou a a
T v T
%+—V2—02§:0' (9)

Tem que ser ressaltado que em lugar da origem das coordenadas poderiamos ter
escolhido qualquer outro ponto como ponto de saida do raio de luz e, por isso, a
equacao agora obtida vale para todos os valores de 2/, vy, z.

Um raciocinio analogo - aplicado aos eixos H e Z - resulta, considerando que a
luz observada do sistema de repouso propaga-se ao longo destes eixos sempre com

a velocidade v/V? — 02, em:

or
8_y = 0 (10)
or
5 = 0. (11)



Como 7 é uma funcao linear, segue dessas equagoes que:

T=a (t— ﬁx) : (12)

onde a é uma fungao ¢(v) por enquanto desconhecida e, por brevidade, é assumido
que na origem de k para 7 = 0 seja t = 0.

Com a ajuda deste resultado é facil determinar as quantidades &, 7, (, expres-
sando em equacoes que a luz, medida no sistema em movimento, também propaga-
se com velocidade V' (como requer o principio da constancia da velocidade da luz
em concomitancia com o principio de relatividade). Para um raio de luz emitido
no tempo 7 = 0 na diregao de £ crescente vale:

E=Vr, (13)

ou

Agora, o raio de luz se movimenta relativamente a origem de k com velocidade
V' — v, medida no sistema de repouso, assim que vale:

:L,/

V—v

—¢. (15)

Inserimos este valor de t na equagao para £ e obtemos entao:

V2
_ s /
{—avz_UQx . (16)
Da mesma forma, encontramos através a analise de raios de luz que se movimentam
ao longo de ambos os outros eixos:

n=Vr=aV (t— ﬁx’) : (17)
onde Y
V2—v2:t7 ¥ =0; (18)
entao v
M=y (19)
e
(= aﬁz . (20)

Substituimos para z’ o seu valor, assim obtemos:

T = pW)s (t—%$>, (21)
§ = p(v)B(x—wt), (22)
n = ey, (23)
¢ = o)z, (24)

7



onde ]
B (25)

=)

e ¢ é uma fungao de v por enquanto desconhecida. Nao fazendo nenhuma hipétese
sobre a posicao inicial do sistema em movimento e sobre o ponto zero de 7, teria-se
entao que acrescentar a cada lado direito destas equagoes uma constante aditiva.

Temos agora que provar que cada raio de luz, medido no sistema em movimento,
propaga-se com velocidade V', caso isso aconteca no sistema de repouso, como temos
postulado; de fato, nao temos ainda fornecido a prova que o principio da constancia
da velocidade da luz é compativel com o principio de relatividade.

No tempo ¢t = 7 = 0 seja enviado da origem das coordenadas de ambos os
sistemas, que neste tempo coincidem, uma onda esférica que propaga-se no sistema
K com a velocidade V. Se (z,y,2) é um ponto que acaba de ser alcangado por
esta onda, entao tem-se

2P+ 22 =V (26)
Transformamos esta equacao com a ajuda das nossas equagoes de transformacao e
obtemos, apds um calculo simples:

62 4 772 4 CZ — V27_2 ) (27)

A onda considerada é entao uma onda esférica com velocidade de propagacao V
também quando observada no sistema em movimento. Portanto, é mostrado que
ambos 0s nossos principios fundamentais sao compativeis um com outro.

Nas equacoes de transformacao desenvolvidas aparece ainda uma funcao des-
conhecida ¢ de v que queremos agora determinar.

Introduzimos para este escopo ainda um terceiro sistema de coordenadas K’
que seja concebido em movimento translacional paralelo ao eixo = do sistema k de
tal forma que a origem das coordenadas de K’ se movimenta com velocidade —v ao
longo do eixo =. No tempo t = 0 coincidam todas as trés origens das coordenadas
esejaparat =x =y =z = 0 o tempo t' do sistema K’ igual a zero. Chamamos
de /.y, 2’ as coordenadas medidas no sistema K’ e obtemos, usando duas vezes
as nossas equacgoes de transformagao:

t = p(—v)8(—v) {7+ 3¢} = p()p(—v)t, (28)
7' = p(=0)B(=v){€ + vr) = p()e(—v)z, (29)
Y =p(=v)n = p(v)e(-v)y , (30)
# = p(—v)C = p(V)p(~v)z . (31)

Como as relacoes entre 2/,1/, 2’ e x,y, 2 ndo contém o tempo ¢, os sistemas K e K’
estao entao em repouso relativo e é claro que a transformacao de K para K’ deva
ser a transformacao identidade. Tem-se entao:

pv)p(-v) =1. (32)

Agora investigamos o significado de ¢(v). Focamos na porg¢ao do eixo H do sistema
k que ficaentre E =0, n=0,(=0e & =0,n=1[,(=0. Esta parte do eixo H é



como um bastao em movimento relativo ao sistema K com velocidade v ortogonal
ao proprio eixo, cujas extremidades possuem em K as coordenadas:

L =0 (33)

To=vt, Yp=0, 2=0. (34)

O comprimento do bastao medido em K é entao [/p(v); esse é o significado da
funcao ¢. Por razoes de simetria é agora plausivel que o comprimento, medido no
sistema de repouso, de um dado bastao, que esta em movimento ortogonalmente ao
proprio eixo, possa ser dependente somente da velocidade, mas nao da diregao e do
sentido do movimento. Entao, o comprimento do bastao em movimento, medido
no sistema de repouso, nao muda se v ¢ trocado por —v. Daqui segue:

l l

o) P (35)

ou

p(v) = p(-v) . (36)
Desta, e da relagdo encontrada hé pouco, segue que deve ser p(v) = 1, assim que
as equacoes de transformacao encontradas passam a ser:

r o= /8<t—%:1:), (37)
§ = Blx—ot), (38)
n o=y, (39)
¢ = z, (40)
onde
S (41)

v\2
- ()
Vv
§ 4. Significado fisico das equacgoes obtidas, interessando
corpos rigidos em movimento e relégios em movimento.
Examinamos uma esfera rigida* de raio R, que estd em repouso relativamente
ao sistema em movimento k, e cujo centro estda na origem das coordenadas de

k. A equacao da superficie desta esfera, que se movimenta com velocidade v
relativamente ao sistema K, é:

E+n+ =R (42)
A equacao desta superficie, expressada em x,y, z no tempo t = 0 é:

33’2

W)

4Isto é, um corpo que possui a forma de uma esfera, quando analisado em repouso.

S+y+ 22 =R (43)




Um corpo rigido que, medido em estado de repouso, tem a forma de uma esfera,
tem entao, em estado de movimento - analisado do sistema de repouso - a forma
de um elipsoide de rotagao com eixos:

2
R 1—(%) R.R. (44)

Enquanto as dimensdes Y e Z da esfera (e também de cada corpo rigido de forma
arbitrdria) aparecem entdo nao mudadas pelo movimento, a dimensao X aparece
encurtada narazao 1 : /1 — ({)?, e entdao mais fortemente encurtada a medida que
v for maior. Para v = V todos os objetos em movimento - analisados do sistema
“de repouso” - encolhem em estruturas planas. Para velocidades superluminais
0s nossos raciocinios se tornam sem sentido; por outro lado, encontraremos nas
seguintes consideragoes que a velocidade da luz desempenha na nossa teoria fisica
o papel de velocidades infinitamente grandes.

E claro que os mesmos resultados valem para corpos em repouso no sistema de
“repouso”, quando sao observados de um sistema em movimento uniforme. -

Pensamos, além disso, que um dos relégios, os quais sao capazes de fornecer o
tempo ¢ estando em repouso relativo ao sistema de repouso, e o tempo 7 estando
em repouso relativo ao sistema em movimento, esteja na origem das coordenadas
de k e configurado de um jeito tal que apresente o tempo 7. O quao rapido vai
este relégio, quando observado do sistema em repouso?

Entre as grandezas x,t e 7, que se referem a posicao deste relégio, valem evi-
dentemente as equagoes:

S S (45)
T
‘ T =t . (46>
Entao temos
T=t 1—(%)2:15— 1— 1—(%)2 t, (47)

de onde segue que a leitura do reldgio (observado no sistema de repouso) por
v 1

cada segundo fica atrds de (1 — /1 — (%)?) segundos, ou de 3(v/V)? segundos -
negligenciando grandezas de quarta ordem e superiores.

Daqui resulta a seguinte consequéncia peculiar. Sejam dados nos pontos A e B
de K reldgios sincronizados em repouso, quando observados do sistema de repouso,
e movimente-se o relogio A com velocidade v na direcao de B ao longo da linha
que une os dois, assim, depois da chegada desse relégio em B, os dois nao estao
mais sincronizados, mas o relégio que foi deslocado de A para B atrasa de %th JV?
segundos (negligenciando quantidades de quarta ordem e superiores) com relagao
ao que desde o comeco se encontra em B, onde t é o tempo que o relégio precisa
para ir de A até B.

Se vé imediatamente que este resultado continua valendo também se o relégio
se movimentar de A para B numa linha poligonal arbitraria e até se os pontos A

e B coincidem.
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Admitindo que o resultado mostrado para uma linha poligonal seja valido
também para um linha curva continua, obtém-se entao a afirmacao: se em A se
encontram dois relégios sincronizados e se movimenta um dos dois com velocidade
constante ao longo de uma curva fechada até que ele volte novamente em A, o que
leva, digamos, t segundos, entao atrasa este tltimo relégio, na sua chegada em A
com relacao ao que ficou parado, de %t('z) /V)? segundos. Conclui-se que um relégio
a roda de balanco que se encontra no equador terrestre deve correr um pouco mais
lentamente de um relégio, exatamente idéntico e sujeito as mesmas condigoes, que
se encontra num dos polos terrestres.

§ 5. Teorema de adicao das velocidades.

No sistema k& em movimento com velocidade v ao longo do eixo X do sistema K
movimenta-se um ponto de acordo com as equacgoes:

£ = wer (48)
no o= wyT, (49)
(¢ =0, (50)

onde wg e w, sao constantes.

Procura-se o movimento do ponto relativamente ao sistema K. Introduzindo
as quantidades x,y, z,t nas equacoes de movimento do ponto, e com ajuda das
equagoes de transformagao desenvolvidas no § 3, obtém-se:

we +v

/2
()
y = ——owg Wl (52)
1+W
: = 0. (53)

A lei do paralelogramo aplicada as velocidades vale entao, conforme nossa teoria,
somente em primeira aproximacao. Colocamos:

e ()8

w? = w§+w,27 (55)

a= arctgﬂ ; (56)
Wy,

a tem que ser enxergado entao como o angulo entre as velocidades v e w. Apds
uma simples conta resulta:

. 2
\/(02 + w? 4+ 2vw cos o) — (@)
U= VW COS (v ) (57)
ST
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E notavel que v e w entrem de maneira simétrica na expressao para a velocidade
resultante. Se w tem também diregao do eixo X (eixo Z) obtemos:

U+ w

U= —5 - (58)

L+ 75

Dessa equacao segue que da composicao de duas velocidades, que sao menores de
V', resulta sempre uma velocidade menor que V. De fato colocando v = V — y;,
w =1V — A, onde x e \ sao positivos e menores que V', tem-se:

2V —x— A

U=V <V. (59)

XA
2V —x — A+ =
X +V

Além disso segue que a velocidade da luz V nao pode ser mudada pela composicao

com uma “velocidade subluminal”. Para este caso obtém-se:

o
v=-""Y_v. (60)

14+ —
+V

Poderiamos ter obtido a férmula para U, no caso em que v e w possuam a mesma
diregao, também através a combinacao de duas transformacoes, de acordo com o
§ 3. Introduzimos junto aos sistemas K e k que aparecem no § 3 ainda um terceiro
sistema &’ em movimento paralelo com relacao a k, cuja origem se movimenta ao
longo do eixo = com velocidade w. Assim obtemos equagoes entre as grandezas
x,y,z,t e as correspondentes grandezas de k', que se distinguem das encontradas

W,

no § 3 somente pelo fato que em lugar de “v” entra a grandeza

v+ w
— 7w (61)
1+ vz
Disso se vé que tais transformacoes paralelas formam um grupo - como tem que
ser.
Temos derivado as necessarias proposicoes da cinematica correspondente aos

nossos dois principios e passamos agora a mostrar o uso delas na eletrodinamica.

II. Parte eletrodinamica.

§ 6. Transformacao das equagoes de Maxwell-Hertz para o
espaco vazio. Sobre a natureza das forcas eletromotrizes
que surgem do movimento num campo magnético.

Sejam as equacoes de Maxwell-Hertz para o espago vazio validas para o sistema de
repouso K, entao seja:

10X _ox o vor_ov oz
V ot oy 0z’ Vot 0z 0Oy’
1ov oL o tov oz ox o
Vot 0z Ox’ V ot oxr 0z’
107 _ow ‘oL 1ov _ox v
V ot or Oy’ V ot oy Ox’
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onde (X, Y, Z) representa o vetor da forca elétrica e (L, M, N) o da forga magnética.
Usando nestas equagoes as transformacoes desenvolvidas no § 3, no sentido

que relacionamos os processos eletromagnéticos ao sistema de coordenadas em

movimento com velocidade v 14 introduzido, obtemos entao as equacoes:

tox  0s(N-pv) o8(M+y2)

vor T T

108 <Y—%N> oL (N—%Y) )
1% or o o ’

108(Z4 M) B (Mrpz) gy -
1% or N ¢ on’

ror, 98(Y-pN) 98(Z2+ M) -

vor ¢ N on ’

108 <M+%Z> o8 <Z+%M> ox "
1% or N o oC "’

) e - .
% or - On o€ ’

onde
_ ! (71)

v\2
- (%)
V
O principio de relatividade requer agora que as equagoes de Maxwell-Hertz para
o espaco vazio sejam validas também no sistema k, se elas sao vélidas no sistema
K, isto é, que para os vetores da forga elétrica e da forga magnética ((X', Y, Z') e

(L', M', N")) do sistema em movimento k, definidos aqui pelos efeitos ponderomo-
tores sobre massas elétricas e magnéticas,® sejam validas as equacoes:

10X ON' oM 19 _ oy oz )
Vaor  on  ac Voar  ac  on’
10Y 0L ON' 1M _ 97 OX’ 73)
Vor oC 0 Vor 9 o’
107 _ oM’ oU 10N _9x' oY )
Vor 9 oy’ Vor  on 9’

Agora, evidentemente os dois sistemas de equacoes encontrados para o sistema
k devem expressar exatamente a mesma fisica, pois ambos sao equivalentes as
equacoes de Maxwell-Hertz para o sistema K. Além disso, como as equacoes de
ambos os sistemas coincidem, a parte os simbolos que representam os vetores,
segue entao que as fungdes que aparecem nos sistemas de equacoes nos lugares

5[N.d.T.] Uma for¢a ponderomotriz é uma forca nao-linear produzida por um campo eletro-
magnético nao-homogéneo oscilante.
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correspondentes devem coincidir a menos de um fator ¢ (v), comum para todas
as fungoes de um dos dois sistemas de equagoes, independente de £,7,( e T e
eventualmente dependente de v. Valem entao as relacoes:

X' =9v)X, L'=4(v)L, (75)
Y = ()8 (Y = $N) | M =) (M+5Z),  (T0)
Z' = p(v)8 (Z + %M) , N' = ()8 (N - %Y) .

Construindo agora a inversao deste sistema de equagoes, primeiramente resolvendo
as equacgoes encontradas, secundariamente através a aplicacao das equagodes na
transformagao inversa (de k para K), que é caracterizada pela velocidade —uv,
segue entao, considerando que ambos os sistemas de equagoes obtidos devem ser
idénticos:%

e() - p(—v)=1. [¥() Y(-v)=1] (78)
Além disso, segue por razoes de simetria, que’
p(v) =p(=v); W) =1¢(-v);] (79)
e entao temos
p(v)=1, [¥v)=1,] (80)
e as nossas equagcoes adquirem a forma:
X' =X, L'=1, (81)
I v r v
Y_B<Y—VN>, M—B<M+VZ>, (82)
I v r v
Z_B<Z+vM>, N-B(N—VY>. (83)

Para a interpretagao destas equagoes consideramos o seguinte. Seja dada uma carga
elétrica® puntiforme que, medida no sistema de repouso K, seja de grandeza “um”,
ou seja, estando em repouso no sistema de repouso exerce a forca de 1 dina numa
carga elétrica idéntica numa distancia de 1 cm. Segundo o principio de relatividade
esta carga elétrica ¢ também de grandeza “um” quando medida pelo sistema em
movimento. Estando essa carga elétrica em repouso relativamente ao sistema de
repouso, o vetor (X,Y,Z) é entdo por definigao igual a forga agindo sobre ela.
Se a carga elétrica estd em repouso com relagdo ao sistema em movimento (pelo
menos no instante considerado), assim a for¢a agindo nela e medida no sistema
em movimento é igual ao vetor (X', Y’, Z’). As primeiras trés das equacoes a cima
podem ser expressadas em palavras das seguintes duas formas:

5[N.d.T.] No texto original, na trés equacdes que seguem, ¢ usada a letra grega ¢, mas este é
um erro de digitagao pois deveria ser usado 1, como colocado entre colchetes.

"Sendo por exemplo X =Y =Z =L =M =0e N # 0, é claro entdo, por razdes de simetria,
que trocando o sinal de v sem mudanca do valor numérico, Y’ também tem que mudar o seu
sinal sem mudar o seu valor numérico.

8[N.d.T.] A palavra alema utilizada aqui por Einstein é Elektrizititsmenge, que literalmente
se traduz como “quantidade de eletricidade”. Eu preferi usar o termo “carga elétrica”.
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1. Estando um monopolo elétrico puntiforme em movimento num campo ele-
tromagnético, age sobre ele, além da forga elétrica, uma “forca eletromotriz” que,
negligenciando os termos multiplicados por poténcias de v/V de ordem dois e su-
periores, ¢é igual ao produto vetorial da velocidade de movimento do monopolo e
da forga magnética, divido pela velocidade da luz. (Formulagao antiga.)

2. Estando um monopolo elétrico puntiforme em movimento num campo eletro-
magnético, a for¢a agindo sobre ele é entao igual a forca elétrica existente no lugar
do monopolo elétrico, que se obtém através a transformacao do campo para um sis-
tema de coordenadas em repouso relativamente ao monopolo elétrico. (Formulagao
nova.)

Algo analogo vale para as “forcas magnetomotrizes”. Se vé que na teoria desen-
volvida a forga eletromotriz desempenha somente o papel de um conceito auxiliario,
cuja introducao deve-se ao fato que as forcas elétrica e magnética nao possuem uma
existéncia independente do estado de movimento do sistema de coordenadas.

Além disso, é claro que a assimetria mencionada na introducao, sobre a ob-
servacao de correntes geradas pelo movimento relativo de um ima e de um con-
dutor, desaparece. Também questoes sobre o “sitio” das forcas eletromotrizes
eletromagnéticas (maquinas unipolares) se tornam sem fundamento.

§ 7. Teoria do principio de Doppler e da aberracgao.

No sistema K se encontra, muito longe da origem das coordenadas, uma fonte de
ondas eletromagnéticas que, na parte de espaco que contém a origem das coorde-
nadas, é representada com suficiente aproximagao pelas equagoes:

X = Xpsin® | L=Lysin®, (84)
b

Y = Yosin®, M= Mysin® @:w(t—W) . (85)

Z=Zysin®, N =Nysin®, (86)

Aqui (Xo, Yo, Zo) e (Lo, My, Ny) sao os vetores que determinam as amplitudes dos
frentes de onda, a, b, ¢ sao os cossenos diretores das normais das ondas.

Investigamos sobre a natureza destas ondas quando as mesmas sao estudadas
por um observador em repouso no sistema em movimento k. - Através o uso das
equagoes de transformacgao para as forgas elétrica e magnética, encontradas no §
6, e as equagoes de transformacao para as coordenadas e o tempo, encontradas no
§ 3, obtemos imediatamente:

X' = X;ysin®’ L' = Lysin®, (87)

Y' =3 (YO . %N()) sin @' | M =8 (MO n %Z()) sin @' | (88)

7' =8 (ZO + %MO> sin @' | N'=8 (NO - %%) sin @' | (89)
/ b/ /

cb,:w/<7_“§+—v77+0<> , (90)
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onde define-se

o= wp (1 - a%) , (91)
v

a = j—g : (92)
;o b

") h
_ c

d = —5<1_a%>. (94)

Da equacao para w’ segue: estando um observador em movimento com velocidade
v relativamente a uma fonte de luz infinitamente distante de frequéncia v, de
forma tal que a linha de ligacao “fonte de luz-observador” forme o angulo ¢ com
a velocidade do observador referida ao sistema de coordenadas em repouso com
respeito a fonte de luz, assim a frequéncia v/ da luz detectada pelo observador é
dada pela equagao:
1 — cos gog
Vo=V (95)

()

Este é o principio de Doppler para velocidades arbitrarias. Para ¢ = 0 a equacao
adquire a forma bem clara:

(96)

Se vé que - contrariamente ao entendimento comum - para v = —o0 tem-se v = 0.

Chamando ¢’ o angulo entre a normal de onda (a dire¢ao do raio) no sistema
em movimento e a linha de ligacdo “fonte de luz-observador”, a equacao para a’
adquire a forma:

v
cosp — —
coscp’zv—v. (97)
1— —
[ oSy

Esta equagao expressa a lei de aberragao na sua forma mais geral. Sendo ¢ = 7/2,
a equacao adquire a forma simples:

cos ' = —% . (98)

Temos agora ainda que procurar a amplitude da onda, como a mesma aparece
no sistema em movimento. Chamando A e A" a amplitude da forca elétrica ou
magnética, medida no sistema de repouso e no em movimento, respectivamente,
obtém-se:

(99)



a qual equacao, para ¢ = 0, se torna a mais simples:

v
A2 =V (100)
14—
v
Segue das equagcoes desenvolvidas que, para um observador que se aproxima com
a velocidade V' a uma fonte de luz, esta fonte de luz deve aparecer infinitamente
intensa.

§ 8. Transformacao da energia dos raios de luz. Teoria da
pressao de radiacao exercida em espelhos perfeitos.

Como a energia da luz por unidade de volume é igual a A%/87, entao temos que
considerar, pelo principio de relatividade, A/87 como a energia da luz no sistema
em movimento. Entao seria A”2/A? a razao da energia de um certo complexo de
luz® “medida em movimento” com a “medida em repouso”, se o volume de um
complexo de luz medido em K e o volume medido em k fossem iguais. Isto, porém,
nao é o caso. Sendo a,b,c os cossenos diretores da normal de onda da luz no
sistema de repouso, entao nenhuma energia passa através os elementos de area da
superficie esférica

(x —Vat)* + (y — Vbt)* + (z — Vet)* = R? (101)

que se movimenta com a velocidade da luz; podemos entao dizer que esta superficie
contém permanentemente o mesmo complexo de luz. Investigamos a quantidade
de energia que esta superficie contém no sistema k, ou seja, sobre a energia do
complexo de luz relativa ao sistema k.

A superficie esférica é - observada no sistema em movimento - uma superficie
elipsoidal, descrita, ao tempo 7 = 0, pela equacao:

(Be—aple) + (o) + (¢~ epae) = B (102)
v Ty ve) T
Chamando S o volume da esfera, e S” o do elipsoide, tem-se entao, como um simples
calculo mostra:
AL
S’ B (_>
GANEL B S (103)

S 1—Vcos<p

Chamando entao E a energia medida no sistema de repouso e E’ a medida no
sistema em movimento, que é contida pela esfera considerada, obtém-se:

A/2

ol 8_71'5, 1— %cosw

E - AzS - v 2 ’ (104)
8 b= <V>

9IN.d.T.] Em alemao Lichtkomplez. Pode ser entendido como um trem de ondas planas contido
num dado volume.
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a qual férmula se escreve, para ¢ = 0, mais simplesmente:

1 v
E v
== v _v (105)

/ v
14+ —
* V

E notével que a energia e a frequéncia de um complexo de luz mudem com relagao
ao estado de movimento do observador de acordo com as mesmas leis.

Seja agora o plano de coordenadas £ = 0 uma superficie perfeitamente refletora
na qual as ondas planas consideradas no tltimo paragrafo sao refletidas. Ana-
lisamos a pressao da luz exercida sobre a superficie refletora e sobre a direcao,
frequéncia e intensidade da luz apos a reflexao.

Seja a luz incidente definida pelas quantidades A, cos @, v (referidas ao sistema
K). As quantidades correspondentes consideradas em k sdo:

1-— 2 cos
A = AV—2 , (106)
v
- (v)
V
cos Y — 2
cosy = U—V : (107)
1-— v Cos ¢

1— 2 coSs
Vo= o — Y (108)

-

Para a luz refletida obtemos, se referimos o processo ao sistema k:

A = A (109)
cosp” = —cosy (110)
AV (111)

Enfim, obtém-se para a luz refletida, transformando de volta ao sistema de repouso

K:

v y v v\ 2
1+Vcosg0 1—2Vcosg0+<v>
A" = A - = 2 , (112)
_(r 1 ()
! (V) 4
2
m o vV .
cos’ = T = . N2 (113)
1+VC0590” 1—2Vcos<p+(v>
v v v\ 2
1+ —cosy” 1—2—cosg0+<—)
V"= Y =v 14 v, (114)

-6 )
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A energia (medida no sistema de repouso) que incide por unidade tempo na su-
perficie do espelho é evidentemente A?/87(V cosp —v). A energia que se afasta da
superficie do espelho na unidade de tempo é A”?/8w(—V cos¢” +v). A diferenca
destas duas expressoes é, segundo o principio da energia, o trabalho executado por
unidade de tempo pela pressao da luz. Igualando este trabalho ao produto P - v,
onde P ¢ a pressao da luz, obtém-se:

v 2
A2 <cos<p— —)
p =22 v

8 <v )2 '
%

Em primeira aproximacao obtém-se, em conformidade com a experiéncia e com

outras teorias

(115)

A2
P = 28—7T cos® ¢ . (116)

Todos os problemas da 6tica dos corpos em movimento podem ser resolvidos de
acordo com o método usado aqui. O essencial é que a forga elétrica e a magnética
da luz, que é afetada por um corpo em movimento, sejam transformadas para um
sistema de coordenadas em repouso relativamente ao corpo. Por meio disso, cada
problema da ética dos corpos em movimento é reconduzido a uma sequéncia de
problemas da 6tica dos corpos em repouso.

§ 9. Transformacao das equacoes de Maxwell-Hertz
considerando as correntes de conveccgao.

Comecamos das equagoes:

1 0X ON OM 10L 9Y 0Z
v{“ﬂf@*ﬁ}:a—y—z7 Vo9 oy (117)
1 )4 oL ON 1o0M 0Z 0X
v{“yﬁa}:a—a—w’ Vor o 05 (118)
1 07 oM  OL 10N 0X 0Y
V{“ZHE}:%_@’ var ~ oy on0 MY
onde
0X oY 07 (120)

e= Ox * oy * 0z

representa a densidade, multiplicada por 47, da eletricidade e (uy, u,, u,) o vetor ve-

locidade da eletricidade. Imaginando as massas elétricas ligadas invariavelmente a

corpos rigidos e pequenos (fons, elétrons), estas equagoes sao a base eletromagnética
da eletrodinamica de Lorentz e da ética dos corpos em movimento.

Transformando estas equacoes, que sao validas no sistema K, para o sistema k,

19



com a ajuda das equacgoes de transformagao do § 3 e do § 6, obtém-se as equagoes:

Lf, X\ _ON oM 190 oY oz 121)
v 1" T or [T oy ac Vaor  ac  on’
L[, s Y _or oN' 10M 970X’ 122)
v " T e [T ac T ae Vor o9 o’
Lf, o, 02 oM oL 1N 9X' By’ (123)
v 1% T ar [T e on T
onde

Uy — U

—UQCU = U,g, (124)

-5

u ,  0X' oYy" o7 UgV
5(1-77)

Uy

| GV = U (126)
5( B V2>

Sendo - como segue do teorema de adi¢ao das velocidade (§ 5) - o vetor (ug, u,, u¢)
a velocidade das massas elétricas, medida no sistema k, mostra-se com isso que,
com base nos nossos principio cinematicos, o fundamento eletrodinamico da teoria
de Lorentz da eletrodinamica dos corpos em movimento corresponde ao principio
de relatividade.

Seja ainda rapidamente notado que das equacoes desenvolvidas pode ser fa-
cilmente deduzida a seguinte importante afirmacao: se um corpo eletricamente
carregado movimenta-se livremente no espago e ao mesmo tempo a sua carga, ob-
servada de um sistema de coordenadas em movimento com o corpo, nao varia, ela
também permanece constante de acordo com o sistema K “de repouso”.

§ 10. Dinamica do elétron (lentamente acelerado).

Num campo eletromagnético movimenta-se uma particula puntiforme, dotada de
uma carga elétrica ¢ (daqui para frente chamada “elétron”), sobre cuja lei de
movimento supomos somente o seguinte:

Estando o elétron em repouso numa dada época, entao o seu movimento no
seguinte intervalo de tempo ocorre segundo as equagoes:

d?*z
d?y
d?z
(130)

desde que o elétron se movimente lentamente. Aqui x,y, 2z representam as coorde-
nadas do elétron, p a massa do elétron.
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Secundariamente, o elétron possui a velocidade v num dado instante de tempo.
Procuramos a lei segundo a qual o elétron se movimenta no instante de tempo
imediatamente seguinte.

Sem influenciar a generalidade do argumento, podemos e queremos supor que o
elétron, no momento em que o observamos, se encontre na origem das coordenadas
e que se movimente ao longo do eixo X do sistema K com velocidade v. E entdo
ébvio que o elétron esteja em repouso no mencionado instante (t = 0) relativamente
a um sistema de coordenadas k em movimento paralelo com velocidade constante
v ao longo do eixo X.

Dos pressupostos feitos a cima é claro, em relagao ao principio de relatividade,
que o elétron observado do sistema k se movimenta no tempo imediatamente se-
guinte (para pequenos valores de t) segundo as equagoes:

d*¢

#P = €X/, (131)

d2

d—TZ = Y, (132)

d*¢

H,ﬁ = EZ,, (133)
(134)

Onde os simbolos &, 1, (, 7, X', Y’, Z' referem-se ao sistema k. Estabelecendo ainda
que, parat =x =y =z =0devaser 1 =& =n = ( =0, assim que as equacoes de
transformacao do §§ 3 e 6 sejam validas, tem-se entao:

r=p(t-50) . (135)
£ =Bz —nt), X' =X, (136)
=1y, Y’zﬂ(Y—%N) , (137)
=z Z’:5<Z+%M> . (138)

Com a ajuda destas equacoes transformamos as equagoes do movimento a cima,
do sistema k para o sistema K, e obtemos:

|

@ =
>y €1 v
A TV _El(y_Yy 139
(4) - w( =N (139)
d?z e v
2l (74 M) .
\ dt? ,LLB( +V >

Investigamos agora, segundo a abordagem usual, a massa “logitudinal” e a “trans-

21



versal” do elétron em movimento. Escrevemos as equagoes (A) na forma

APz

w?’ﬁ = eX=¢eX', (140)
d?y v
2729 _ _ /
ns—, e (Y VN) ey’ (141)
2
;ﬁ% = B (Z + %M) — 7 (142)

(143)

e reparamos primeiramente que €X', Y’ ¢Z’ sdo as componentes da forca ponde-
romotriz que age sobre o elétron, e observada num sistema em movimento que,
no instante considerado, possui justamente a mesma velocidade do elétron. (Esta
forga poderia ser medida nesse sistema, por exemplo, com uma balanca a mola.) Se
agora chamamos esta forca simplesmente “a forca agindo no elétron” e mantemos
a equacao

Valor da massa x valor da aceleracao = valor da forga , (144)

e se, além disso, estabelecemos que as aceleracoes devem ser medidas no sistema
de repouso K, obtemos das equagoes a cima:

Massa longitudinal = (145)

Massa transversal == ———— . (146)
- ()
Naturalmente obteria-se outros valores para as massas usando outra definicao da
forca e da aceleracao; disto se aprende que deve-se proceder com muito cuidado na
comparacao de diferentes teorias do movimento do elétron.

Ressaltamos que estes resultados sobre as massas sao validos também para os
pontos materiais ponderaveis; pois um ponto material ponderavel pode ser tornado,
através a introducao de uma carga elétrica arbitrariamente pequena, um elétron
(no nosso sentido).

Determinamos a energia cinética do elétron. Movimentando-se um elétron da
origem das coordenadas do sistema K ao longo do eixo X com a velocidade inicial 0
e constantemente sujeito ao efeito de uma forca eletroestatica X, é claro entao que
a energia subtraida ao campo eletroestdtico tem o valor [ eXdx. Como o elétron
deve ser lentamente acelerado, e por causa disso nao pode emitir nenhuma energia
sob forma de radiacao, entao a energia subtraida ao campo eletroestatico deve ser
igualada a energia de movimento W do elétron. Disto obtém-se, considerando que
durante todo o processo de movimento observado vale a primeira das equagoes (A):

W:/eXd:c:/ BPodv = pV?{ ————or—1, . (147)
0
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W se torna entao, para v = V, infinitamente grande. Velocidades superlumi-
nais nao possuem - como nos nossos resultados anteriores - uma possibilidade de
existéncia.

Também esta expressao para a energia cinética deve, segundo o argumento
fornecido a cima, valer também para massas ponderaveis.

Queremos agora enumerar as propriedades do movimento do elétron que resul-
tam do sistema de equagoes (A) e que sao acessiveis ao experimento:

1. Da segunda equagao do sistema (A) segue que uma forca elétrica Y e uma
forca magnética N possuem entao um efeito deflexionador igualmente forte para
um elétron em movimento com a velocidade v, se Y = N - v/V. Se deduz entao
que a determinacao da velocidade do elétron é possivel, conforme nossa teoria, a
partir da razao entre as deviagoes magnética A, e elétrica A., para velocidades
arbitrarias, através o uso da lei:

An _ v (148)
AV
Esta relacao pode ser provada experimentalmente, pois a velocidade do elétron
pode ser medida diretamente, por exemplo por meio de campos elétricos e campos
magnéticos rapidamente oscilantes.

2. Da derivacao para a energia cinética do elétron segue que deve valer a se-
guinte relacao entre a diferencga de potencial atravessada e a velocidade v alcancada
pelo elétron:

P:/Xda;:ﬁw 1. (149)
g

3. Calculamos o raio de curvatura da trajetéria, R, no caso seja dada uma forga
magnética N (como tnica forga defletora) agindo perpendicularmente & velocidade
do elétron. Da segunda das equagoes (A) obtemos:

>y v?  ew v\ 2
——=—=—=N-/1—-(= 1
ac> R uV (V) (150)
ou v

v 1
R—12H. v (151)
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Estas trés relacoes sao uma expressao completa para as leis segundo as quais o
elétron tem que se movimentar, de acordo com a teoria apresentada.

Para concluir, destaco que no trabalho dos problemas aqui tratados o meu
amigo e colega M. Besso esteve fielmente ao meu lado e que estou em divida com
ele por varias importantes sugestoes.

Berna, Junho 1905

(Recebido em 30 de junho de 1905)
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