3. Quantizacao como problema de valores
proprios;
por E. Schrodinger*

(primeira comunicagao.)

§ 1. Nesta comunicacao, gostaria primeiro de mostrar, no caso mais simples
do atomo de hidrogénio (nao relativistico e imperturbado), que a prescri¢ao usual
para quantizacao pode ser substituida por outro requisito em que nenhuma palavra
sobre “ntimeros inteiros” nao mais ocorre. Em vez disso, a integridade! emerge da
mesma maneira natural como, por exemplo, a integridade do numero de nés de
uma corda vibrante. A nova interpretacao é generalizavel e toca, como acredito,
muito profundamente a verdadeira esséncia da prescricao de quantizacao.

A forma usual dessa prescri¢ao esta ligada a equacao diferencial parcial hamil-
toniana:

1) H(a ) =E.

Busca-se uma solucao desta equagao que aparece como uma soma de fungoes, cada
uma de apenas uma das variaveis independentes q.

Introduzimos agora no lugar de S uma nova funcao desconhecida v de tal
maneira que @ apareca como um produto de oportunas funcoes das coordenadas
individuais. Ou seja, definimos:

(2) S =Klgi .

A constante K deve ser introduzida por razoes dimensionais e tem a dimensao de
uma a¢ao. Com isso obtém-se:

K oy
» n (052 o
¥ 9q
Nés nao procuramos agora uma solugao para a equacao (1), mas estipulamos o se-

guinte requisito. Negligenciando a variabilidade das massas, ou considerando-a pelo
menos até que o problema do elétron singulo estiver sob investigacao, a equacao

*Titulo original: Quantisierung als Figenwertproblem. Publicado em: Annalen der Physik 79
(1926): 361-376. Traduzido por Oliver F. Piattella. E-mail: oliver.piattella@cosmo-ufes.org

!Nota do tradutor: Eu traduzi aqui o alemdo Ganzzahligkeit como “integridade”, signifi-
cando “a propriedade de um niimero ser inteiro”.



(1') pode sempre ser trazida para: uma forma quadratica para 1, e suas derivadas
primeiras = 0. Procuramos tais fungoes 1 reais, univocas em todo o espago das
configuracoes, finitas e duas vezes continuamente diferencidveis, que extremizam a
integral, estendida por todo o espaco da configuragoes, da forma quadratica men-
cionada?). Com este problema de variacao substituimos as condi¢oes quanticas.

Em primeiro lugar, tomaremos para H a funcao hamiltoniana do movimento
Kepleriano e mostraremos que o requisito estabelecido é satisfatorio para todos os
valores de E positivos, mas apenas para um conjunto discreto de valores negativos
de E. Ou seja, o problema de variacao mencionado possui um espectro discreto e
um espectro continuo de autovalores. O espectro discreto corresponde aos termos
de Balmer, enquanto o continuo corresponde as energias das érbitas hiperbdlicas.
Para que haja concordancia numérica, K deve obter o valor h/2.

Como para a formulacao das equagoes de variacao a escolha das coordenadas
nao tem importancia, escolhemos as cartesianas retas. Entao, em nosso caso, a (1)
se torna (e, m sdo a carga e a massa do elétron):
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E nosso problema de variacao se escreve:
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2m e?

——— (E+—)¢*| =0

w (7))

com a integral estendido a todo o espago. A partir disso, da maneira usual:

(4) %&J: /df(szp— —///dwdydzéw {ijt ( >¢] ~0.

Deve entao ser, em primeiro lugar, que
2m e?
(5) AY+ — 702 E + =0,

e, em segundo lugar, a integral a ser estendida sobre a superficie fechada ao infinito
deve ser

(6) [ Y-

(Acontece que, devido ao ultimo requisito, temos que suprir o nosso problema de
variagao com mais um requisito ainda, sobre o comportamento de 91 no infinito, de
modo que também o espectro continuo mencionado acima realmente exista. Mas,
discutiremos mais tarde sobre isso.)

2Nao me escapa que esta formulacdo nio é completamente inequivoca.



A solugao da (5) pode ser trabalhada (por exemplo) em coordenadas espaciais
polares r, v, ¢, definindo ¥ como um produto de uma funcao de r, uma funcgao de
¥ e uma funcao de ¢. O método é amplamente conhecido. Para a dependéncia
dos angulos polares surge um harmonico esférico,> enquanto para a dependéncia
de r — queremos chamar de y a sua funcao — obtém-se facilmente a equacao
diferencial:

>y 2dy 2mE  2me*  n(n+1)
7 X, 2o - 0.
() a v (K2+K2r = )X

n=0,1,2....

A restricao de n a numeros inteiros é notoriamente necessdria para que a de-
pendéncia dos angulos polares se torne univoca. — Precisamos de solugoes da (7)
que permanecam finitas para todos os valores reais, nao negativos de r. Agora, a
equagao (7) possui’ no plano complexo de r duas singularidades, em r = 0 e em
r = 0o, das quais a segunda é um “ponto singular irregular”® (uma singularidade
essencial)® de todos as integrais,” enquanto que a primeira nao é (para nenhuma
integral). Ambas essas singularidades estao formando os pontos de fronteira do
nosso intervalo real. Agora, nesse caso, sabe-se que o requisito de finitude para a
funcao x nos pontos de fronteira equivale a uma condi¢ao de borda. A equacao nao
tem em geral nenhuma integral que em ambos os pontos de fronteira permanecam
finitos, mas tal integral existe apenas para certos valores especificos das constantes
que aparecem na equacao. E necessdrio determinar esses valores especificos.

O fato apontado é o ponto saliente em toda a investigacao.

Consideramos primeiro o ponto singular » = 0. A chamada equac¢do carac-
teristica,® que determina o comportamento da integral neste ponto, é:°

(8) olo—=1)+20—n(n+1)=0
com as raizes:

() o=n, o=—-(n+1).

3Nota do tradutor: em aleméo, Kugelfiichenfunktion. Literalmente, “funcdo de superficie
esférica”.

4Para um guia ao tratamento da equacio (7), agradego a Hermann Weyl. Para as afirmagoes
que nao serdo provadas a seguir, refiro-me a L. Schlesinger, Equagoes diferenciais (Cole¢ao Schu-
bert Nr. 13, Goschen, 1900, especialmente os capitulos 3 e 5).

®Nota do tradutor: em alemdo, Stelle der Unbestimmitheit. Literalmente “localizacio da
indefini¢cao”.

6Nota do tradutor: em alemdo, wesentlich singulire Stelle. Literalmente, “localizacdo
singular essencial”

"Nota do tradutor: “integral”, aqui e no que segue, significa “solucdo da equacdo diferen-
cial” (que, de fato, é uma integral).

8Nota do tradutor: também conhecida como “equacdo indicial”. Em aleméo, determinie-
rende Fundamentalgleichung, literalmente “equacao determinante fundamental”.

9Nota do tradutor: para encontrar a equacio (8) postula-se uma série de poténcias:

oo
x(r) =12 ek
k=0

com ¢y # 0, e a substitui-se na equacdo (7). O coeficiente da menor poténcia de r é a equagao
caracteristica. Isso é geralmente conhecido como o método de Frobenius.



As duas integrais canonicas neste ponto vao entao com os expoentes n e —(n+1).
Como n nao é negativo, apenas a primeira integral é util para nds. Como essa
val com o expoente maior, é representada por uma série de poténcias usual que
comega com r". (A outra integral, que nos nao interessa, pode conter um logaritmo,
devido a diferenga inteira entre os expoentes.) Como o préximo ponto singular esté
somente ao infinito, a série de poténcias mencionada converge continuamente!® e
representa uma funcao transcendental inteira.'' Estabelecemos assim:

A solugao que procuramos é (a parte um fator constante irrelevante) uma fungao
transcendental inteira monodroma, que em r = 0 vai com o expoente n.

Agora, a questao é investigar o comportamento desta funcao no infinito do eixo
real positivo. Para tanto, simplificamos a equagao (7) por meio da substitui¢ao

9) x =r°U,

onde « ¢ escolhido de forma que o termo com 1/r? seja cancelado. Para isso, « deve
adquirir um dos dois valores n, —(n + 1), como se verifica facilmente. A equagao
(7) assume entdo a forma

U 2(a+1)dU 2m e
7 —+—=(F+—|U=0.
() dr? * r dr + K? + r
As suas integrais vao a r = 0 com expoentes 0 e —2a — 1.2 Para o primeiro
valor de a, @ = n, é a primeira, para o segundo valor de o, « = —(n+ 1), é a

sequnda dessas integrais uma funcao transcendental inteira e leva, por meio da (9),
a solugao procurada, que é certamente mondédroma. Portanto, nao perdemos nada
se nos limitamos a um dos dois valores de a. Nos escolhemos

(10) a=n.

Nossa solugao U vai entao a r = 0 com o expoente 0. Os matematicos chamam a
equagao (7') de equagao de Laplace. O tipo geral é

d2U 61 dU €1
7 (6 + )& ( —)U:O.
(7") dr2+<0+r>dr+80+r
No nosso caso, as constantes tém os valores
2mE 2me?
(11) 50:0, 51:2(&+1), Eo = K2 g1 = e

Este tipo de equacgao ¢é relativamente facil de se tratar pela razao que a chamada
transformacao de Laplace, que em geral resulta novamente em uma equacao de
sequnda ordem, leva aqui a uma equagao de primeira ordem, que pode ser resolvida
por quadratura. Isso permite uma representagao da solugao da (7”) até por meio
de integrais no plano complexo. Cito aqui apenas o resultado final.'®) A integral'*

(12) U= / e (2 — )™ Mz — )™ Nz
L

'Nota do tradutor: em alemao, bestindig konvergieren.

INota do tradutor: a funcio é “inteira” porque ndo tem singularidades, exceto que no
infinito, e é “transcendental” porque nao é um polinémio.

2Nota do tradutor: Para ver isso, calcula-se novamente a equacio caracteristica.

13¢f. L. Schlesinger, loc. cit. Deve-se a teoria a H. Poincaré e J. Horn.

4Nota do tradutor: Coloquei no apéndice a derivagao da equacio (12).
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é uma solucao da (7”) para um caminho de integragdo L para o qual

(13) /L diz € (z — 1) (2 — )] dz=0.

As constantes ¢y, c2, a1, g tém os seguintes valores. c¢; e c¢o s@o as raizes da
equacao quadratica:

(14) 22+502—|—50 =0
e
) 0
(14') a1:€1+ 1C1 ’ oz2:€1+ 1C2 ‘
Cc1 — Co Cy — C1

No caso da equagao (7') tem-se entao, de acordo com (11) e (10)

—2mE —2mE
K2

——+n—|—1 a_——+n+1.
N K/ —amE T Kv—omE

+ +

(14)

A representagao integral (12) permite nao apenas de supervisionar o comporta-
mento assintético da solucao geral'® quando r vai ao infinito de uma certa maneira,
mas também de dar esse comportamento para uma solugao especifica, que é sempre
muito mais dificil.

Queremos agora, em primeiro lugar, excluir o caso em que o € (g S0 NUMEros
inteiros reais. Quando isso acontece, acontece sempre ao mesmo tempo para as
duas quantidades e, de fato, no caso, e apenas no caso, em que

(15) M _ ntmero real inteiro .
K/—-2mE
+

Portanto, supomos que a (15) nao seja satisfeita.

O comportamento da solucao geral para r indo para o infinito de uma certa
maneira — queremos sempre pensar em r indo para o infinito real positivo — é
entao'®) caracterizado pelo comportamento das duas solugdes linearmente inde-
pendentes que sao obtidas através das seguintes duas especificacoes do caminho
de integracao L e que queremos chamar de U; e U,. Seja, para ambos os casos, z
vindo do infinito e voltando para la pelo mesmo caminho, e de fato em uma direcao
tal que
(16) lime* =0,

Z=00

’Nota do tradutor: Eu empreguei a terminologia “solucdo geral” para a traducao do alemao
Gesamtheit von Lisungen, que se traduz literalmente como “totalidade das solugoes ”

16Quando a (15) é satisfeita, pelo menos um dos dois caminhos de integragao descritos no texto
torna-se inutilizavel, uma vez que fornece um resultado nulo.



ou seja, a parte real de zr deve se tornar infinita negativa. Assim, a condi¢ao (13)
¢ satisfeita. No meio dos caminhos, circule-se em um caso (para a solugao Uj) o
ponto ¢;, e no outro caso (para a solugao Us) o ponto ¢y, uma vez cada.

Essas duas solugoes s@o agora assintoticamente (no sentido de Poincaré) repre-
sentadas, para valores positivos reais muito grandes de r, por

Uy ~ emro1(=1)* (2™ — 1) T(ay) () — )21,
Uy ~ ec2mp=o2(—1)22 (™2 — 1) T(an)(cg — 1)1,

onde nos contentamos aqui com o primeiro termo da série assintotica, que continua
com poténcias inteiras negativas de r.

Temos agora que distinguir os dois casos E 2 0.

Seja primeiramente

1. E > 0. Notamos primeiro que, neste caso, a nao satisfacao da (15) é garan-
tida pelo fato dessa quantidade ser puramente imaginaria. Além disso, de acordo
com a (14”), também ¢; e ¢y tornam-se puramente imaginarios. As fungoes expo-
nenciais na (17) sao entao, sendo r real, fun¢oes periddicas finitas. Os valores de ay
e ap mostram, de acordo com a (14”), que ambas U, e U, vao para zero como r~ "1,
O mesmo deve ser verdadeiro também para a nossa solucdao transcendental inteira
U, cujo comportamento estamos procurando, pois essa pode sempre ser construida
como uma combinagao linear de Uy e Uy. Além disso, a (9) mostra, considerando a
(10), que a funcao y, ou seja, a solugdo transcendental inteira da equacao original
(7), ainda vai para zero como 1/r, ji que é obtida de U multiplicando por ™.
Podemos, portanto, estabelecer:

A equagao diferencial euleriana (5) do nosso problema de variagdo tem para
cada E positivo solugoes que em todo o espago sao monddromas, finitas e continuas
e vao a zero no infinito como 1/r e com oscilagoes constantes. — Terd que ser
discutido ainda sobre a condigao de superficie (6).

2. E < 0. Neste caso, a condic¢ao (15) nao é eo ipso excluida, mas por enquanto
mantemos sua exclusao, conforme arranjado. Entao, de acordo com a (14”) e a (17),
U, cresce sem limites para » = oo, enquanto Us vai para zero exponencialmente.
A nossa fungdo U inteira transcendental (e o mesmo vale para x) permanecera
finita se e somente se U for idéntica a U,, a parte um fator numérico. Porém, esse
nao é o caso. Compreende-se isso assim: escolhendo na (12), para o contorno de
integracao L, um circuito fechado em torno a ambos os pontos ¢; e co (devido a
integridade da soma a; + aw, tal contorno é entao realmente fechado na superficie
de Riemann do integrando), apés o cumprimento da prépria condi¢ao (13), pode-
se facilmente mostrar que a integral (12) representa entdao a nossa funcao inteira
transcendental U. Ou seja, ela pode ser desenvolvida numa série de poténcias
positivas de r, que sempre converge para valores suficientemente pequenos de r
e, portanto, satisfaz a equacao diferencial (7'), e, entao, a série de poténcias deve
coincidir com aquela para U. Consequentemente: U é representada pela (12)
quando L é um contorno fechado em torno aos pontos ¢; e cs. No entanto, esse
contorno fechado pode ser distorcido para que apareca como a combinag¢do dos
dois caminhos de integracao considerados anteriormente, aqueles relacionados a Uy

e Us,, e de fato sem coeficientes nulos, mas sim, digamos por exemplo, 1 e €271,
QED17

"Nota do tradutor: em aleméo, w.z.b.w.: Was zu beweisen war, ou seja, “que era para ser

(17)




Entao, a nossa funcao inteira transcendental U, que é a tnica solucao possivel
para o problema da variagao entre as solugoes da (7’), ndo permanece finita para
r grandes, sob as prescricoes feitas. — Sob reserva da investigacao da completeza,
isto é, da prova de que o nosso procedimento permite encontrar todas as solugoes
linearmente independentes, podemos entao afirmar:

Para aqueles valores negativos de E que ndao satisfazem a condi¢ao (15), o nosso
problema de variacao nao tem solucao.

Temos agora que investigar apenas aquele conjunto discreto de valores negativos
de E que satisfaz a condi¢ao (15). oy e as sdo ambos inteiros. Dos dois caminhos
de integracao que nos devolveram anteriormente o sistema fundamental U, Us, o
primeiro certamente deve ser modificado para produzir algo diferente de zero. Visto
que o — 1 é certamente positivo, o ponto ¢; nao é nem um ponto de ramificacao
nem um polo do integrando, mas um zero comum. O ponto ¢y também pode-se
tornar regular, se também as — 1 nao for negativo. Em qualquer caso, porém, dois
caminhos de integracao adequados podem ser facilmente fornecidos e a integracao
ao longo deles pode ser realizada de forma fechada, através de fungoes conhecidas,
de forma que o comportamento das solugoes seja totalmente controlado.

Seja entao

meZ

K\ —-2mFE

Entéo, de acordo com a (14”)

(15) =1 1=1,234....

(14" ar—1=1+n, oy —1=—l+n.

E preciso agora distinguir os dois casos [ < n e [ > n. Para comegar, seja

a) [ < n. Entdo ¢y e ¢; perdem qualquer cardcter singular, mas ganham a
habilidade a servir como pontos iniciais ou finais do caminho de integracao, a fim
de satisfazer a condicao (13). Um terceiro ponto adequado para isso é o infinito
real negativo. Qualquer caminho entre dois desses trés pontos fornece uma solucao
e dessas trés solugoes duas a duas sao linearmente independentes, como se verifica
facilmente calculando a integral na forma fechada. Em particular, a solucao trans-
cendental inteira é entregue através do caminho de integracao de ¢; a ¢o. Entao,
reconhece-se sem calcular que esta integral permanece regular para r = 0. Insisto
nisso porque o célculo explicito provavelmente esconderd esse fato. Por outro lado,
esse cdlculo mostra que a integral cresce além de qualquer limite para r infinita-
mente grandes positivos. Para r grande, uma das outras duas integrais permanece
finita, mas por sua vez torna-se infinita para r = 0.

Assim, para o caso [ < n nao obtemos nenhuma solucao para o problema.

b) | > n. Entao, de acordo com a (14”), ¢; é um zero e ¢ é um polo de pelo
menos primeira ordem do integrando. Duas integrais independentes sao entao ob-
tidas: uma pelo caminho que de z = —oc leva ao zero, tendo o cuidado de evitar
o polo; a outra pelo residuo do polo. Fssa ultima é a funcao inteira transcen-
dental. Queremos fornecer o seu valor calculado, mas ja multiplicado por ", de
modo que obtenhamos, de acordo com a (9) e a (10), a solu¢do da equagao ori-
ginalmente apresentada, a (7). (A constante multiplicativa irrelevante é ajustada

demonstrado”.



arbitrariamente.) Encontra-se:

@) , f(;c):x”e—xlfl (_2x)k< Vo )

(18) X:f(r K 2o U—n—1—-k

Reconhece-se que esta é realmente uma solugao utilizavel, pois permanece finita
para todos os r reais, ndo negativos. Além disso, a condigao de superficie (6) é
garantida pois essa solugao vai a zero exponencialmente. Resumimos os resultados
para F negativos:

Para E negativos, o nosso problema de variagao tem solucoes no caso, e so-
mente no caso, em que E satisfaz a condigao (15). Ao nimero inteiro n, que dd a
ordem do harmonico esférico que aparece na solucdao, podem ser atribuidos apenas
valores menores que | (dos quais hd pelo menos um sempre disponivel). A parte da
solugdo dependente de r € dada pela (18).*®

Contando as constantes nos harmonicos esféricos (2n + 1, como é bem conhe-
cido), descobre-se mais:

A solugdo encontrada contém, para uma combinag¢ao admissivel (n,l), exata-
mente 2n + 1 constantes arbitrdrias; para um determinado valor de | entdo 12
constantes.t”

Provamos assim, nas linhas principais, as afirmacoes estabelecidas no inicio,
sobre o espectro dos autovalores do nosso problema de variagao, embora ainda
existam lacunas.

Em primeiro lugar, a completeza de todo o sistema de autofuncoes estabelecido.
Nao quero tratar disso nesta nota. De acordo com outras experiéncias, pode-se
suspeitar que nenhum valor proprio nos escapou.

Em segundo lugar, deve-se lembrar que as autofuncoes estabelecidas para F
positivos nao resolvem prontamente o problema de variacao na forma em que foi
colocado no inicio, porque no infinito vao a zero apenas como 1/r, portanto 9y /0r
numa esfera grande vai para zero apenas como 1/72. Entao, a integral de superficie
(6) permanece no infinito apenas da ordem de J1. Se alguém realmente deseja
obter também o espectro continuo, deve-se entao adicionar uma condigao extra ao
problema: por exemplo que d1¢ desaparece no infinito, ou pelo menos que deveria
tender a um valor constante independente da direcao em que se vai para o infinito
espacial; no ultimo caso, os harmonicos esféricos fazem com que a integral de
superficie desapareca.

§ 2. A condigao (15) d&

me*

2K22
Portanto, os famosos niveis de energia de Bohr, que correspondem aos termos de

Balmer, surgem quando se atribui a constante K, que tivemos que introduzir na
(2) por razoes dimensionais, o valor

(19) —E,

_h
on

8 Nota do tradutor: observe-se que nos livros didéticos de hoje geralmente se vé n < [, ou
seja, [ é a ordem do harmonico esférico e n denota os niveis de energia.

YNota do tradutor: porque Zz;lo(2n +1) =12

(20)
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Entao, claramente temos que

2m2me?

(19’) —El - W .

O nosso [ é o numero quantico principal. n + 1 possui analogia com o nimero
quantico azimutal, e a divisao adicional deste nimero na definicao dos harmonicos
esféricos pode ser colocada em analogia com a divisao do quanto azimutal num
quanto “equatorial” e num quanto “polar”. Esses nimeros determinam aqui o
sistema de linhas nodais na esfera. Além disso, o “nimero quantico radial”, [ —
n — 1 determina exatamente o nimero de “esferas nodais”, uma vez que pode-se
facilmente se convencer de que a fungao f(x) na (18) tem exatamente [ —n — 1
raizes positivas reais. — Os valores positivos de E correspondem ao continuo das
trajetérias hiperbodlicas, as quais pode-se atribuir, num certo sentido, o nimero
quantico radial co. A isso corresponde, como vimos, que as solugoes relacionadas
vao ao infinito com oscilagoes constantes.

Também ¢é interessante que a regiao dentro da qual as fungoes (18) s@o consi-
deravelmente diferentes de zero e dentro da qual exibem a suas oscilagoes seja de
qualquer maneira da ordem geral de magnitude do grande eixo da elipse atribuida.
O fator, multiplicado com o qual o raio vetor aparece como argumento da funcao
f, livre de constante, ¢ — obviamente — o reciproco de um comprimento, e este
comprimento é

K K2 2
(21) _ [ h<l a

—omE me2  Ar?me2 1’

onde a; é o semi-eixo maior da [-ésima trajetéria eliptica. (As equagoes seguem da
2

(19) junto com a relagao conhecida E; = —2671)

A quantidade (21) d& a ordem de magnitude da regiao onde se encontram as
raizes, para pequenos [ e n; entdo, pode-se deduzir que as raizes de f(z) sdo da
ordem de magnitude um. Naturalmente, esse nao é o caso se os coeficientes do
polinomio forem numeros grandes. Nao gostaria de abordar agora a estimativa
mais precisa das raizes, mas acredito que por meio dela a afirmacao acima se
mostrara bastante correta.

g 3. E natural relacionar a funcao ¥ a um processo de vibracdo que ocorre
no atomo, o que é mais realista do que as trajetorias dos elétrons, hoje muitas
vezes questionadas. Originalmente, eu também tinha o objetivo de motivar a
nova interpretacao da prescricao quantica dessa forma mais expressiva, mas depois
preferi a forma matemadtica neutra acima porque permite trazer mais claramente
a luz o essencial. Como essencial, parece-me que nao sai mais a secreta “exigéncia
de integridade”, mas esta é, por assim dizer, retraga um passo atras: tem sua base
na finitude e na monodromia de um certa funcao do espaco.

Eu também gostaria agora de nao me aproximar mais a esta discussao das possi-
bilidades de interpretacoes desse processo de vibragao, antes que alguns casos de al-
guma forma mais complicados sejam resolvidos com sucesso na nova interpretacao.
Nao esta garantido que essa nova interpretacao nao serd, nos seus resultados, uma
mera reproducao da teoria quantica usual. Por exemplo, o problema relativistico
de Kepler, se passarmos pelo célculo exatamente de acordo com a prescrigao dada



no inicio, leva estranhamente a nimeros quanticos semi-inteiros (quantos radiais
e azimutais).

No entanto, permitam-se aqui mais algumas observagoes sobre a ideia da vi-
bragao. Em primeiro lugar, nao gostaria de deixar de mencionar que devo o
estimulo a essas reflexdes, em primeiro lugar, a brilhante tese do Sr. Louis de
Broglie?®) e ao pensamento sobre a distribuicao espacial daquelas “fases de onda”,
para as quais ele mostrou que sempre um niumero inteiro delas, medido ao longo da
trajetéria, sao atribuidos a cada periodo ou quase-periodo do elétron. A principal
diferenca é que de Broglie pensa em propagacao de ondas, ao passo que nés, se
colocarmos embaixo de nossas formulas a ideia de vibragao, somos levados a pen-
sar em oscilacoes estaciondrias préprias. Eu mostrei recentemente?! que pode-se
motivar a teoria de Einstein dos gases considerando tais oscilagoes estacionarias
proprias, para as quais se aplica a lei de dispersao de fase de onda de de Broglie.
As consideragoes feitas acima para o atomo poderiam ter sido enxergadas como
uma generalizagao dos pensamentos sobre o modelo dos gases.

Se interpretarmos as fungoes individuais na (18), multiplicadas por um harmonico
esférico de ordem n, como a descri¢ao de processos de oscilagoes proprias, entao a
quantidade E deve ter algo a ver com a frequéncia do processo em questao. Agora,
estamos acostumados ao fato de que em problemas oscilatérios o “parametro” (nor-
malmente chamado de \) é proporcional ao quadrado da frequéncia. Mas, primeiro,
tal abordagem levaria, no nosso caso para valores negativos de E, a frequéncias
imagindrias, e segundo, o seu instinto diz ao fisico tedrico quantico, que a energia
tem que ser proporcional a prépria frequéncia e nao ao seu quadrado.

A contradicao se resolve da seguinte maneira. Para o “parametro” E da equacao
de variacao (5) é claro que nenhum ponto de zero natural estd estabelecido, espe-
cialmente porque a funcao desconhecida i aparece multiplicada, a parte por F,
também por uma funcao de r que, mediante uma mudanca correspondente no
ponto de zero de E, pode ser alterada por uma constante. Consequentemente, a
“expectativa do tedrico das oscilagoes” deve ser corrigida na medida em que nao o
proprio E — nés o chamamos assim até agora e queremos chamaé-lo assim também
a seguir — mas F acrescido de uma certa constante espera-se ser proporcional ao
quadrado da frequéncia. Seja agora essa constante muito grande com respeito aos
modulos de todos os valores negativos de energia que ocorrem [que sdo, é claro, li-
mitados pela (15)]. Entao, primeiro, as frequéncias se tornam reais, e, em segundo
lugar, os nossos valores de energia tornam-se, uma vez que correspondem somente
a diferencas relativamente pequenas nas frequéncias, com muito boa aproximacao
proporcionais a estas diferencas na frequéncia. Por outro lado, isso é tudo que o
“instinto natural” do fisico tedrico quantico pode exigir, desde que o nivel zero da
energia nao seja estabelecido.

Por outro lado, a interpretacao de que a frequéncia do processo oscilatorio é
dada por algo do tipo

Cf/
22 =C'vVC+E=0CvVC+ E+. ..
(22) v e

onde C' é uma constante muito grande com respeito a todas as energias, tem

20L. de Broglie, Ann. de Physique (10) 3. S. 22. 1925 (Theses, Paris 1924)
2IPublicado recentemente no Physik. Zeitschr.
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outra superioridade muito estimavel. Fornece uma compreensao da condicao de
Bohr na frequéncia. De acordo com essa, as frequéncias de emissao sao de fato
proporcionais as diferencas de energia, entao de acordo com a (22) também as
diferencas das frequéncias proprias v desse hipotético processo de vibracao. E,
de fato, quando as frequéncias proéprias sao todas muito grandes em relacao as
frequéncias de emissao, elas se combinam intimamente. As frequéncias de emissao
aparecem, portanto, como profundos “tons de combinagao” das oscilagoes préprias,
que ocorrem com frequéncia muito mais alta. Que pela mudanca da energia de uma
para outra oscilacao normal algo — quero dizer a onda de luz — apareca, a qual
como frequéncia é atribuida a diferenca entre as frequéncias, é muito compreensivel;
basta imaginar que a onda de luz estd causalmente ligada aos batimentos que
necessariamente ocorrem durante a transicao em todos os pontos do espaco e a
frequéncia da luz é determinada pela frequéncia com que o maximo da intensidade
do processo de batimentos ocorre por segundo.

Podem surgir preocupacoes sobre o fato que essas conclusoes sao baseadas na
relagdo (22) em sua forma aprorimada (apds desenvolvimento da raiz quadrada)
pela qual a condicao de Bohr na frequéncia propria adquire aparentemente o carater
de uma férmula aproximada. No entanto, isso é apenas aparente e é completamente
evitado quando se desenvolve a teoria relativistica pela qual, em primeiro lugar,
um entendimento mais profundo é transmitido. A grande constante aditiva C' esta
obviamente mais intimamente conectada com a energia de repouso mc? do elétron.
Também a aparéncia aparentemente reiterada e independente da constante h (que
jé foi introduzida na (20)) na condicao de frequéncia é esclarecida pela teoria
relativistica, ou melhor, evitada. Mas, infelizmente, seu desenvolvimento completo
encontra no momento ainda certas dificuldades, acima tocadas.

Nem ¢é necessario enfatizar o quao melhor seria a ideia de que numa transigao
quantica a energia muda de uma forma de oscilagao para outra, do que a ideia de
elétrons saltando. A variacao da forma oscilatéria pode-se realizar constantemente
no espago e no tempo e, de acordo com a experiéncia (tentativas de raios de canal
de W. Wien), pode muito bem durar enquanto durar o processo de emissdo: no
entanto, as frequéncias proprias serao determinadas, e junto com elas, a0 mesmo
tempo, a frequéncia oscilatéria, se durante essa transicao o atomo estiver sujeito a
um campo eletromagnético por um tempo relativamente curto, e somente enquanto
o campo estiver agindo. Este fato estabelecido experimentalmente causa, como
¢ bem sabido, até agora os maiores obstdculos para a compreensao, veja-se por
exemplo a discussao na conhecida tentativa de solucao de Bohr-Kramers-Slater.

Além disso, nao pode-se certamente esquecer na alegria da proximidade humana
a todas essas coisas, que a ideia de que o atomo vibra, se nao irradiar, especifica-
mente na forma de uma oscilagao prépria, se essa ideia deve ser mantida, afasta-se
ainda muito fortemente da imagem natural de um sistema oscilante. De fato,
como ¢ bem sabido, um sistema macroscépico certamente nao se comporta dessa
maneira, mas em geral fornece um potpourri de suas frequéncias préprias. Nao se
pode, entretanto, formar uma opiniao precipitada sobre esse ponto. Além disso, um
potpourri de frequéncias préprias para um tnico atomo nao faria diferenca, desde
que ao mesmo tempo nenhuma outra frequéncia de batimento apareca como aque-
las para cuja emissao o atomo esta suscetivel, de acordo com a experiéncia. Além
disso, a emissao natural simultanea de muitas dessas linhas espectrais pelo mesmo
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atomo nao contradiz qualquer experiéncia. Pode-se bem pensar entao que o atomo
oscila apenas em condigdes normais (e aproximadamente em certas condigdes “me-
taestdveis” ) com uma frequéncia e, por isso mesmo, nao emite, porque, justamente,
nenhum batimento ocorre.

A estimulagdo consistiria em um estado simultaneo de excitagao de uma ou
mais frequéncias préprias através das quais surgem os batimentos, que exigem a
emissao de luz.

Em todas as circunstancias eu gostaria de acreditar que as autofuncgoes per-
tencentes a mesma frequéncia sao em geral todas excitadas simultaneamente. A
multiplicidade dos autovalores corresponde, na linguagem da teoria atual, a dege-
nerescéncia. A reducao da quantizacao de sistemas degenerados pode corresponder
a distribuigao arbitraria da energia sobre as autofungoes pertencentes a um singulo
autovalor.

Adigao apos revisao de 28. 1I. 1926.

Para o caso dos sistemas conservativos da mecanica classica, a tarefa de va-
riacao pode ser formulada de uma forma mais agradavel do que no inicio deste
artigo, sem relacao explicita com a equacao diferencial parcial hamiltoniana, como
segue. Seja T'(q,p) a energia cinética em fun¢ao das coordenadas e dos momentos,
V' a energia potencial, dT o elemento de volume do espaco de configuragao “raci-
onalizado”, isto é nao simplesmente o produto dqi,dqs ... dg,, mas este dividido
pela raiz quadrada do discriminante da forma quadrética T'(¢,p). (Veja-se Gibbs,
Mecanica Estatistica.) Entao ¢ deve tornar a “integral Hamiltoniana”

(23) /dT {KQT (q, %f) + Wv}

estaciondaria sob a condi¢ao adicional de normalizagao

(24) / Yidr=1.

Os autovalores deste problema de variacao sao, como é bem conhecido, os valores
estaciondrios da integral (23) e fornecem, de acordo com a nossa tese, 0s niveis
quanticos de energia.

Com relagao a (14”) ainda deve-se observar que na quantidade ay temos essen-
cialmente diante de nds a conhecida expressao de Sommerfeld —\% +/C (veja-se
“Atombau”, 4. Aufl., S. 775).

Zurique, Instituto de Fisica da Universidade
(submetido no 27 de janeiro de 1926)

Impresso por Metzger & Wittig em Leipzig
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Apéndice do tradutor

Aplicando a transformada de Laplace & equagao (7”)

Relembrando a equagao (7”):

d*U 01\ dU
(7") —+<50+—1)—+<80+%>U:0.

dr? r ) dr

Representemos U(r) como segue:

(25) U(r) = /Ldze”F(z) :

onde L é um caminho de integracao oportuno no plano da variavel complexa z.
Empregando esta representagao na equagao (7”) obtém-se:

(26) /Ldze”[P(z) + Q(2)r]F(z) =0,
com
(27) P(Z) :(512+€1 s Q(Z) :Z2+502+80 .
Sendo:
(28) r= dilze’"z ,
Re-escreva-se a equagao transformada (26) como:
(29)
d
[ d i QWPE) - [ dse [-PEIFE) + Q) + Q)R] =0,
L L

onde a linha representa a derivacao com relacao a z. A equacao acima é satisfeita
se:

(30) —P(2)F(2) + Q(2)F'(2) + Q'(2) F(2) = 0,

que é a equagao diferencial de primeira ordem mencionada por Schrodinger no
texto, e

d
() [ @ raere =0,
L dz
que acabara sendo a condigao (13). Vamos escrever ()(z) como:
(32) Q(2) =22 +60z+eo=(z—c1)(z —c3),

onde ¢; e ¢y sdo, conforme explicado no texto por Schrodinger, as raizes de Q(z)
e, portanto, estao relacionadas a dg e €y da seguinte forma:

(33) c1+c = —(50 s C1Ca = &g .
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A equacao (30) agora pode realmente ser resolvida por quadratura, uma vez que
pode ser convertida da seguinte forma:

F' P—Q  z2(6—2)+e+ca+o
34 P Q (z—c1)(z — ) ’

e apos a integracao, a parte uma constante de integracao sem importancia, obtemos:

(3) F=(zme)ie—a),

com oy e ay dados na equagao (14’). Com essa F' reproduzimos as equagoes (12)
e (13).
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