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Le sujet comporte vingt questions indépendantes , chacune notée sur deux points. La réponse a
chaque question doit étre bien rédigée. Tout résultat non justifié est considéré comme non
valable.

@ Etudier la limite en zéro des fonctions définie par :

(I —cosz)(1+2x) Witz -1 (=)t —1+4de—a®
flz) = (z) = A 1 k(r) = 5 ;

l(z) = Lo VeosT

xr2

)

xd — 2

@ Résoudre dans R I'inéquation définie par

(=32 4+ 42 + 7)(52* + 3z — 2) -
(22 —4)(—322 = Tz +10) —

322 +Tr + 8
Résoudre dans R 'iné ti i te: \/ >0
@ S inéquation suivante e P

@ Calculer les fonctions dérivées des fonctions suivantes:

flz) = 2 _3‘%;\/5_1, u(z) = (x;;i)Serj) ;o og(x) = (i_D ;

P ez




un+ +1
2 V2

2 9

E

@ On considere la suite (U,,) telle que u,, 11 = et wy=2/3.

S5

n
Calculer s,, = E u; en fonction de n.
i=0

Montrer que si une fonction f continue sur un segment [a, b] admet sur ce seg-
ment une fonction réciproque , f est monotone sur [a, b].

@ Etudier la dérivabilité de la fonction f définie sur R par
1
fx) = |x\"sin; si z#0 et f(0)=0

ol « est un rationnel strictement positif puis la continuité de la fonction dérivée.

2
b
Soit f la fonction définie sur R — {2} par f(z) = e ;_ZJF -

et (C) sa courbe représentative dans un plan muni d"un repere orthonor-
mal.

a) Déterminer a, b, c pour que (C) ait les propriétés suivantes :

— (C) passe par le point A(0; 5)

—la tangente a (C) au point A est parallele a 'axe des abscisses;

—la tangente a (C) au point B d’abscisse 1 a pour coefficient directeur —3.
b) Etudier les variations de la fonction f ainsi obtenue.Tracer (C).
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1
Calculer
@ ;n(n+1)(n+2)

Déterminez quatre termes consécutifs d"une suite arithmétique sachant que leur
somme est 12 et la somme de leurs carrés est 116.

@ Soit la fonction f définie par

mva?+3—2mx .
si |zl #1
fx) = 2 —1
20° +pr+1 si|z| =1

Déterminer m et p pour que f soit continue sur R.

@SOitP(x):a:4—x3—4x2—x+1



a) Montrer qu'un réel a # 0 est racine de P(z) si et seulement si a est solution

de L
B : o’-a—4-—+—=0
a «Q

1
b) En posant u = o + —, Résoudre l'equation (E) et en déduire les racines de
a
P(z).

@ On considere 1'expression P, (z) = 2% [(:c + Va2 —=1)"+ (v — Va? - 1)"] :

1
a) Vérifier que P,(z) — xP,_1(z) + ZPH_Q =0 (ne{3,4}).

b) Onposeu =z + Va2 -1, v=a—+a2—-1

Calculer (u"~! 4+ v" ') (u + v). En déduire que,

1
pour toutn >3ona: P,(z) — 2P,_1(x) + ZP,L_Q =0.

1 .

1 )
1

b+ ...

a) Montrer que z est solution de I'équation ba? — abx — a = 0.

Soit la fraction continue x défine par z = a + a>0, b>0.
b+

a+

b) En déduire une écriture sous forme de fraction continue de = dans les cas

suivants:
3++/21
(i) x=1++3 (i) x:%
1, 0000000002 0, 9999999996
Soit 1 bres A et B défini A= ot =
@ Ot 165 NOMBLEs A €t b detnis Par & = 1 5000000004 © 0, 9999999998
En utilisant les fonctions f(z) — ~ =% et g(z) = = déterminer le signe d
N utilisant les ronctions xTr) = 1+4xe g\xr) = 1—21” eterminer e51gne e
A— B.
1 1\° 1\?°
Résoudre dans R I'équation suivante: 1+ v + <x+ ) + (x+ ) = 0.
rx—1 r—1 r—1

On considére P et () deux polynomes de degrés respectifs n et ¢ tels que pour
toutz P(x)Q(z) =0.

a) Prouver que P admet au moins n + 1 racines ou que () admet au moins g + 1
racines.
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b) Soit f(z) = = + |z| et g(x) = x — |z|. f(z) et g(x) sont elles des fonctions
polynomes?

Montrer par recurrence que pour tout n € N :
2 1 2
a) ¥n > 1, 13+23+33+...+n3:%

b) 322 4 26nt1 est divisible par 11.

Peut-on choisir m de telle sorte que le polynéme f(z) = ma? + (3m — 1)z + 1
admette deux racines 2’ et 2” telles que 2’ < 5 < 2”?

x? —ax

Soit la fonction f definie sur son domaine par f(z) = B

les valeurs de a pour lesquelles la fonction :

Quelles sont

a) n’admet ni maximum, ni minimum?
b) admet un maximum M et un minimum m? ( Démontrer alors que M-m > 0.)

c¢) admet seulement un minimum?

FIN DU SUJET et BONNE CHANCE
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CORRIGE - TYPE
1. Limites:
o flo) ="
o) =

_ 2sin® (1 + 2x)
(2)? (422 — 4)

comme lim,_,o 322 = 1,0na:

x

lim f(x) = —%

z—0

14z-1

— - Posons y° = 1 4 . Ainsi,

e g(z) =

W
[l
:‘

et ==y
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° k(;(,’) _ (1—$)4g;;—4$—z3

1— ) — 144z — 2°
limk(x):lim( z) T

x—0 x—0 3;1,’2
. 3zt — T3 4 62
= lim
z—0 3,’1,’2
.1,
—ili)l(l)g(l‘ —T7x +6)
6
3
=2
ilil(l) k(x) =2
o [(x)= 1-yeosz e
1—+/cosz
la) = T
B 1 —coszx
— 22(1+ /cosx)
B 2sin* £
~ 22(1+ \/cosx)
sin £ 1
=2 2 d’ou
< z ) 4(1 + (/cos )
. 1
i U(w) = 7

) (—32% + 4z + 7)(52° + 3z — 2)
) R
2. Résoudre dans (2% — 4)(322 — 7z + 10)

dans R — {—2, -2 1,2}. Posons A(x) = =32 4+ 4z + 7, B(z) = 52” 4 3z — 2,

C(z) = 2* — 4, D(2)0 = —32* — 7z + 10. On alors le tableau de signes suivant:

> (). Cette fraction est définie

z |—c0o—2 -2 -1 £ 1 2 I+4o00
Alz) | — - -0+ |+ +]+0 —
B(z) | + + | +F0-0+ |+ +| +
Clz) | + +0—-]1-1-1-0+0 +
D(x) | — + |+ |+ +0- -] -
+ | - ]1+0+0-[+]-0 +
Ainsi, S =] — oo, %[u] —2, %]U]l, 2[U[g, +o0]



3. Résoudre dans R

I(x)_\/ 322 4 Tx + 8
OV a3 4 Ta2— 14x+8

L’ensemble solution est le domaine de définition de /(x) car une racine est tou-
jours positive. Le numérateur de la fraction dans la racine est toujours positif, car
le polynéme correspondant a un discriminant A = —37. 1 est racine du dénomi-
nateur et —2° + 72% — 142 + 8 = (z — 1)(—2? + 62 — 8). On a ainsi le tableau de
variations suivant:

x -1 2 4 +00
—22+6z—-8| — | -0+0 —

x—1 - 0+ | + +

I(z) + [ -1+ -

Ainsi, S =| — 00, 1{U]2, 4]

4. Calcul des fonctions dérivées:
° f(l') _ 223 —3x4/z—1

xT

(622 =3+ 5=)r —22° + 3v — /r + 1

Fl@) = =
_ 62% — 3z + ¥ — 2% + 3x — T+ 1
3_ VT
Ainsi, f'(z) = %
o u(z) = ($+21J);(xirj)2
() = 2(z + 1) (z +2)? +2(x + 2)(z + 1)?](2® + 3z — 4) - (22 + 3)(z + 1)%(z + 2)?
(22 + 3z — 4)? (22 + 3z — 4)2
= Eiff;fj;g (42 + 6)(2® + 3z — 4) — (2¢ + 3)(x + 1)(z + 2)]
_ (= +(;2(i ;2)_(19;;; 3) 927 1+ 62— 8 — 2% — 3z —
Dot ' (z) = (x+ 1)(x +2)(2z + 3) (2 + 3z — 10)

(22 + 37 — 4)2
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o g(z) = (=2)".
N r—1\zrz+2—-2+1
1 =2(353) “ray
_ —2a-1)
(2 42)3
Ainsi, ¢'(z) = _(i(i ;)?
o h(z) =/

, o —1 z—1
d'ou h'(z) = (x—l)ﬂ/x—i—l'

5. Soit la suite (U,,) définie par la relation de recurrence u,,; = % + % + % ol
up = 2. Calcul de la somme des n premiers termes:

U, N
V2Upi = —=+ = +1

Uy om
V2 2
1
V2 — (n+1) = 5(\/5@0” —n)
Ainsi, si on définit v, = v2u, — n avec v, = Qg)ﬁ, alors v,, serait une suite

géométrique de raison 1 et donc u, = % On a donc:

;ui = ﬁ(;me;Z)




6. Soit f une fonction continue sur un segment [a, b]. Puisque f est injective, f(a) #

f(b). Supposons que f(a) < f(b). Soit z €la,b]. Si f(z) < f(a), I'image de
l'intervalle [z, b] par la fonction continue f est un intervalle contenant [f(x), f(b)],
donc contenant [f(a), f(b)]. f(a) a donc un antécédant o dans [z, b] et on a alors
a # aet f(a) = f(a), ce qui est contraire au fait que f soit injective. Ainsi, onn’a
pas f(z) < f(a) et donc forcément f(z) > f(a). Un méme raisonnement permet
de voir qu'onn’a pas f(z) > f(b).
Soient maintenant x et y deux éléments de [a,b] tels que ¢« < z < y < b. En
appliquant le méme principe que précédemment aux segments [a,z] a y (resp.
ly,b] & x), on obtient f(x) < f(y) < f(b). f est donc monotone. On utilise un
méme principe lorsque f(a) > f(b).

7. Dérivabilité de la fonction par

f(z) = \x|asin% siz#0et f(0)=0

ol « est un rationnel strictement positif.

On remarque que f est impaire. Il suffit donc de I'étudier sur R

1
Vo >0,|f(x)] < |z|*car |sin—| < 1Vz > 0.
T

lim f(z) =0et f est continue en 0.
x—07F

Etudions la dérivabilité en 0. Posons ¢(z)
n’a donc pas de limite en 0 quand 0 < «
Etudions la dérivée:

= [B-JO " Ainsi, ¢(z) = 2> 'sin L. ¢
< letquesia > 1,lim, ,,¢(x) = 0.

1
f'(x) = ax® *sin — 72 cos -
1 1
= 2% ?[ax — sin — — cos —].
T T

On en déduit que si @ > 2, f' n’a pas de limite en 0. En conclusion:
e 0 < a < 1: fest dérivable sur chaque segment de R*
e 1 < a < 2:festdérivable sur R et f’ est continue sur R.
e a > 2: festdérivable de dérivée continue sur R*

8. Soit f définie sur R — 2 par
_azbr+c

fx) =

r— 2
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a. La courbe (C) passe par A(0,5)i.e f(o) = 5donc § = 5 et donc c = —10.

b. La tangente au point A est parallele a 1’axe des abscisses; donc

(2azo + b)(zo — 2) — az? + bxy — ¢

=0avecxy =10

(z —2)?
—26—c=0
C
b=-3
b=5

c. tangente au point B d’abscisse 1 a pour coefficient directeur 3:

f(1)=3
(2a+0)(1+2)—a—b—c
(1-2)
—2a—b—a—b—c=-3
—3a—2b—c= -3
—3a = —3

a=1

- -3

En conclusion, f(z) = % et la droite d’équation y = = +7 est une asymptote
de f. Représentation graphique de f:

1
n(n+1)(n+2)

9. Calculons Z +00 Pour cela, posons:
1=1

1 A B C

n(n+1)(n+2) B n+n+1+n+2

En procédant par identification, ona: A = C' = %, et B = —1. Ainsi,

100 100 100

ZlOO (n+1 )(n +2) Z__Zz—i—l _Zz+2

= ....(Une erreur se trouve dans les calculs je retraite).

10. Soit (U,,) une suite arithmétique de raison a: u,, = ugy + na.

un+un+1+un+2+un+3 = 12
ul4ul g +ul, +udy = 116
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En introduisant le terme général de la suite on a:

4dug + 4na + 6a = 12
du2 +8na+ 372 = 116
Ce systeme admet deux solutions pour a: a = 4 et a = —4.

e Sia =4, les quatre termes de la suite sont —3, 1, 5, 9.

e Sia = —4, les termes consécutifs de la suite sont 9, 5, 1, —3.

11. Soit f la fonction définie par:

mvz?:+3—2mx .
flz) = o1 s lel#1
223 + pr + 1 si |x]=1

Les points d’étude de la fonction sont 1 et -1. Pour |z| # 1,

mva? + 3 — 2mzx
x?—1
m(z? + 3 — (22)?)
(22 — 1)(vV22 + 3 + 27)
m(—3z* + 3)
(22— 1)(vV2? + 3 + 21)
—3m
22+ 3+ 2x

fz) =

On en déduit que lim,_,; f(z) = =™, Si f est continue en 1, alors =™ = 3 + p,
soit 3m + 4p = —12. De méme de (il me semble aussi qu’il y a une erreur. Je vais
relever.)

12. Soit P(z) = 2* — 2* — 42® 4+ 1. 0 n’est pas racine de P car P(0) = 1. Soit a # 0

a.

P(a):0<:>a4—a3—4oz2—a+120

1 1
202 _ .
— o’ (« —a—4—a+§)—0etpulsqueoa7é0
, 11
—ad'-—a—-4-—+—=5=0
a o«
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b. Posons u = o+ L. Puisque (o + 1)? = a? + 2+ —, on en déduit que o 4+ 25 =
u? — 2. Des lors, I’équation (E) devient:

w—u—6=0
Cette équation admet —2 et 3 comme solution. On a alors les deux équations

suivantes, permettant de déterminer o: o + é = 2eta+ é = 3. En conlusion,
I’ensemble solution S de (E) est

3—v5 345

etry, = 5

S = {1,1’1,1’2} ou I =

13. Py(z) = 5= [(x + Va2 = 1)" + (z + Va2 — 1)"]
a. La vérification de 'équation donnée est immédiate.

b. On pose v = = + vV22 -1, v = 2 — V22 — 1. On remarque que : u.v = 1 et

u—+v=2x.

(W 0" (o) = e o+ 0" a0 e 0"

— un + Un + un—2 + Un—2

On remarque que P, (z) = 5 (u" + v"). Ainsi,

1 1
P,(x) — xP,_1(z) + ZPn_Q = ﬁ[u” + 0" — 2zt — 220" w2 4™
1
— 2_n [(unfl + Unfl)(u T U) _ Qx(unfl + Unfl)}
1
=5 ("' + 0" ) (u+ v —22)]
= 0.
14. Soit la fraction continue définie par x = a + ﬁ sa>0,0>0.
at
a.
N 1
r=a
b+ 1
n x axb+a+x
= Q =
xb+1 1+ b

On en déduit que z est solution de I'équation suivante:

ba? —abr —a=0
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b. Apres résolution de 1'équation précédente (a > 0 et b > 0), on obtient deux
solutions dont la solution positive est la suivante:

ab++/ (ab)2+4ab . ab)?+-4ab
o O @

2a 2a

e Pour 2 = 1+ /3, par identification, ona 2 = 1, = 2eta = 1,z =

1
14 2+1+%
e Pourz = %, par identification, b =1leta =3. v =3 + ﬁ
3+ 74—
15. Soit
1+ 22)(1 —2x) — (1 —4z)(1 + 4z
ﬂ@—g@%:( )( ) —( ) )

(1 —2z)(1 + 4x)
1 —4z% + 1+ 1622
(1 —2z)(1 + 4x)
1222
(1 —2x)(1 + 42)

f(x) — g(x) est donc du signe de (1 — 2z)(1 + 42) résumé dans le tableau suivant:

T —oco—5 0 2 +00
1 -2z + | +]+0 -
1+ 4z — 0+ ]+ +
f@)—g@) [ = [-0+] +

f—g>0sur]—1 L[ Etpuisque, A = f(10°) et B = g(10~ etque 10~ €] — 1, 1],
on conclut que A — B > 0.

x—1 r—1 r—1 ol
L'équation a résoudre devient 1 +Y + Y? + Y? = 0. Le membre de gauche de
I"équation est la somme des 4 premiers termes d"une suite géométrique de raison
Y. Ainsi, I’équation devient:

1 1\? 1\*
16. Résolution de I'équation +x i + <x + ) + (x * ) — 0. Posons Y = z*1.

1-v*
v =0, avecY # 1.
Comme 1 n’est pas solution de 'équationen Y, ona: Y* = 1,Y = —1. En rem-

placant Y par sa valeur, on obient z = 0. 0 est donc la seule solution de I'équation.
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17. a. Soient P et () deux polyndmes de degrés n et g tels que PQ) = 0. Soient
{z1,...,2,}lesracinesde P et {x,1,...,%,4} lesracines de Q. Puisque PQ =
0, si Z4+4+1 est un réel différent des racines de Pet Q,ona P(x,1411)Q(Tniq+1) =
0, s0it P(2p+q+1) = 0 ou Q(Zy44+1) = 0. P admet donc au moins (n+ 1) racines
ou ) admet au moins ¢ + 1 racines. Tout polyndme admettant un nombre
de racine supérieur a son degré est forcément nul. On peut donc en dire que
P=0ou@ =0.
b. f(z) =z + |z] et g(z) = z — |z|. On remarque que f.g = 2 — |z|?, soit fg = 0.
D’apreés a. si P et () sont deux polyndmes tels que PQ) = 0, alors P = 0 ou
() = 0. Comme f et g sont tous non nuls, f et g ne sont pas des fonctions
polyndmes.

18. Prouvons les propriétés par récurrence.
aVn>1,134+2+3+...4n= WSoitPnlapropriétéVn >1, 13+ 23 +
33+...+n3zw.

n?(14n)® _
=1

hypothese : supposons P, vraie; Prouvons P,

hérédité :

vérification : Pourn = 1,

13+23+33+---+n3+(n+1)3:M—F(n—kl)g’
n*(n+1)> +4(n+1)>3
2
(n+1)%(n? +4n +4)
4
_ (n+1)2(n+2)°
4

b. 322 4 26n+1 et divisible par 11. Soit @, la propriété correspondante
vérification pour n =0, 3> + 2 = 11 qui est divisible par 11.
hypotheses supposons (),, vraie, prouvons ;,+1
hérédité Soit A = 32(n+1)+2 4 26(n++1

A =312 % 37 42071 % 28 Puisque 32"+ 4 207+ est divisible par 11,
A= (11k — 207132 4 26n+1 ¢ 26

=9 x 11k — 26"+1(26 — 3%)

=11 x 9k — 5 x 11 x 2o+

= 11(9k — 5 x 2°"*1)
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19. Existe-il m de telle sorte que le polynomes f(z) = ma?* + (3m — 1)z 4+ 1 admette

20.

deux racines z’ et 2" telles que 2’ < 5 < 2”"? Pour cela, il faut que:
e m#0
e le discriminant du polynome correspondant A doit étre positif
e les deux racines z; et 2 du polyndme (z; < x3) vérifient x; < 5 < x.
On a ainsi:
A= (3m—1)*—4m

=9m* —6m+1—4m
=9m® — 10m + 1
A >0sim €] — oo, ] U[l,+o0ol. Les solutions de f(z) = 0 sont dans ce cas

9

3m+1-—VA 3m+1+VA
Ty = etzy, =

2m 2m

Deux cas sont donc a distinguer:

e Pour m €]0, §] € [1,400|, on résoud le systeme d’inéquations suivant:

—3m+1—vVIm2—10m+1 < 10m
—3m+14+v/Im2—-10m+1 > 10m

e Pour m €] — 00, 0] on résoud le systeme suivant:

—3m+1—+v9m2—10m+1 > 10m
—3m+1++vVIm2—10m+1 < 10m

L’ensemble solution du second systeme est vide et I'ensemble solution du pre-
mier systéme correspond a son domaine de validité. Ainsi pour m €]0,1] €
[1,+o0], f admet deux racines z’ et 2" qui vérifient 2/ < 5 < 2”

2

Soit f(z) = -£-a

2 —4x4+3"

a. On suppose que f n"admet ni maximum, ni minimum. Alors la dérivée de f
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ne s’annule jamais.

(22 — a)(2? — 4z + 3) — (22 — 4)(2* — ax)

f'(x) =

(22 — 4a + 3)?
8% + 62 — ax? + dax — 3a — 22° + 2ax? + 42* — dax
B (22 — 4x + 3)2
_ —4a® +az® + 6z — 3a
B (22 — 4z + 3)?
_ 2*(a—4) 462 —3a
(22— 4z +3)2

Si f' # 0, alors le discriminant du numérateur de f’ est négatif. On a:

A = 12a® — 48a + 48
A=12(a* —4a+3)A <0 =a’—4a+3<0
< a €1, 3]

En conlusion, pour « €]1, 3], f n"admet ni maximum, ni minimum.

b. f admet un maximum M et un minimum m. Pour cela, il faut que le nu-
merateur de f’ s’annule en deux points, et d’apres les calculs précédents,
a €] — oo, 1[U]3, +o0l.

c. fn’admet qu'un minimum. Il faut que le discriminant du numérateur s’annule
et que la dérivée seconde de f soit strictement positive. On a ainsi a = 3.



