Matematica | Ensino Médio | Paridade de Fungdes

MATEMATICA — ENSINO MEDIO

FUNCOES: PARIDADE

Funcées Pares e impares

Objetivos da Aula

Conhecimentos Habilidades
* Definir fungbes pares e impares * Classificar fungdes quanto a
* Identificar simetrias nos graficos paridade
+ Conhecer exemplos classicos * Usar simetria para esbogar graficos

¢ Resolver exercicios de vestibular

1. Introducao e Motivacao

Ao estudar fungdes, frequentemente observamos que o grafico de algumas delas
apresenta uma simetria especial. Essa simetria ndo é coincidéncia: ela reflete uma
propriedade algébrica fundamental chamada paridade. Entender a paridade de uma
funcado permite antecipar o comportamento do seu grafico, simplificar calculos e
resolver problemas com maior elegancia.

Pergunta motivadora

Por que o grafico de f(x) = x* & perfeitamente simétrico em relagdo ao eixo y?
E por que f(x) = x® apresenta uma simetria diferente, em relagdo a origem?
Essas perguntas séo respondidas pelo conceito de paridade de fungdes.

2. Fungao Par

2.1 Definigao Formal

Uma funcdo f : A — R é dita par quando, para todo x pertencente ao dominio A,
temos:

f(—x) = £(x), para todo x pertencente ao dominio
A

(o dominio A deve ser simétrico em relagao a origem)
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2.2 Interpretagdo Geométrica

Geometricamente, a condic¢ao f(—x) = f(x) significa que o grafico da fungéo € simétrico
em relagao ao eixo y. Isso quer dizer: se o ponto (a, b) pertence ao grafico, entdo o
ponto (-a, b) também pertence.

Em outras palavras, o lado esquerdo do grafico é o reflexo espelhado do lado direito.

2.3 Exemplos de Fungdes Pares

Verificagao: f(—x) = ? Conclusao

£(x) = x2 £(-x) = (-x)? = x* = E par
f(x) V

£(x) = x* f(-x) = (-x)* = x* = E par
f(x)

£(x) = |x| £(-x) = |-x| = |x| = E par
f(x)

£(x) = cos(x) f(-x) = cos(-x) = E par
cos(x) = f(x) V

£(x) = x2 + 3 f(-x) = (-x)2 + 3 = x? E par
+ 3 =f(x) V

3. Funcao impar

3.1 Definigao Formal

Uma fungao f: A — R é dita impar quando, para todo x pertencente ao dominio A,
temos:

f(-x) = -£f(x), para todo x pertencente ao dominio
A

(o dominio A deve ser simétrico em relagdo a origem e f(0) = 0 quando 0 pertence a A)
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3.2 Interpretagdo Geométrica

Para fungbes impares, o grafico possui simetria em relacao a origem (0, 0). Isso
significa: se o ponto (a, b) esta no grafico, entdo o ponto (-a, —b) também esta.

Visualmente, ao rotacionar o grafico 180° em torno da origem, ele coincide com ele
mesmo.

3.3 Propriedade Importante: f(0) = 0

Atencao: Condicao necessaria para fungoes impares

Se f € uma funcéo impar e 0 pertence ao seu dominio, entdo obrigatoriamente
f(0) = 0.

Demonstracao: Aplicando a definicdo em x = 0O:
f(-0)=-f(0) = f(0)=-f(0) = 2f(0)=0 = f(0)=0

Consequéncia: Se f(0) for diferente de 0, entéo f NAO pode ser impar!

3.4 Exemplos de Funcdes impares

Verificagao: f(-x) = ? Conclusao

f(x) = x f(-x) = -x = ~f(x) V E impar

f(x) = x3 f(-x) = (-x)3® = -x3® = Eimpar
-f(x) V

£(x) = x° £(-x) = (-x)5 = -x° = E impar
—f(x)

f(x) = sen(x) f(-x) = sen(-x) = Eimpar
—-sen(x) = -f(x) V

£(x) = x° - x £(-x) = -x°+x = - (x3-x) E impar
= —f(x) V

4. Fungoes Sem Paridade

Nem toda fungao é par ou impar. Uma fung¢ao pode ser nenhuma das duas quando
nao satisfaz nenhuma das condi¢des anteriores. Também existe um caso especial: a
funcao identicamente nula f(x) = 0, que é simultaneamente par e impar.
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4.1 Como identificar fungées sem paridade

Para verificar que f € nem par nem impar, € suficiente encontrar um unico valor de x
para o qual f(-x) seja diferente de f(x) e diferente de —f(x).

Exemplo: f(x) = x? + x

Calculamos f(-x) = (—x)? + (-X) = x* = X

Comparamos com f(x) = x* + x:
f(-x)=x2-x # x*+x=f(x) — NAO é par

Comparamos com —f(x)

-(x2+x)=-x*-x:

f(-x) =x2-x # —x2-x=-f(x) — NAO é impar

Concluséo: f(x) = x2 + x € uma fungdo sem paridade.

5. Quadro Comparativo

O quadro a seguir resume as principais diferencas entre fungdes pares e impares:

Caracteristica

Definigcao

Simetria do grafico

Dominio necessario

Condicaoem x =0

Exemplos

Contraexemplos

Funcgao Par
f(=x) = f(x)

Em relagéo ao eixo y (eixo
das ordenadas)

Simétrico em relacao a
origem

f(0) pode ser qualquer valor

f(x) = x3, f(x) = cos(x), f(x) =
[

f(x) = x* + x (nem par nem
impar)

Funcio impar
f(=x) = —f(x)

Em relagéo a origem (0, 0)

Simétrico em relacéo a
origem

f(0) = 0, se 0 € Dominio.

f(x) = x3, f(x) = sen(x), f(x) =
X

f(x) = x + 1 (nem par nem
impar)
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6. Método Pratico: Passo a Passo

Para classificar qualquer fungdo quanto a paridade, siga o roteiro abaixo:

Verifiqgue o dominio: ele deve ser simétrico em relacdo a origem para que a
funcao possa ser par ou impar. Caso contrario, a fungéo nao tem paridade.

Calcule f(-x): substitua x por —x na expressao da funcao e simplifique
completamente.

Compare com f(x): se f(—x) = f(x), a funcao é PAR.

Compare com —f(x): se f(-x) = =f(x), a fungdo é IMPAR.

Se nenhuma das condicdes anteriores for satisfeita, a funcdo nao é par nem
impar.

7. Exemplo Resolvido Completo

Determine a paridade da fungdo f(x) = x* — 2x* + 1, com dominio nos reais.

Solugao detalhada:
1) Dominio: D = R, que é simétrico em relagdo a origem. v
2) Calculamos f(—x):
f(-x) = (-x)* - 2(-x)2 + 1
f(-x) = x* - 2x2 + 1
3) Comparamos com f(x):
f(-x) = x* - 2%x2 +1=f£f(x) V
Conclusao: f é uma fungao PAR. Seu grafico é simétrico em relagao ao
eixoy.
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8. Exercicios de Fixacao

8.1 Classificar quanto a paridade

Classifique cada fungcédo abaixo como par, impar ou sem paridade, apresentando a
justificativa:

f(x) = x® — 4x?

g(x) = x® + 2x

h(x) = x*+ 3x + 1
p(x) = 2x° = x® + X
q(x) = x* — x2 + cos(x)
r(x) = sen(x) + cos(x)

2

8.2 Questoes de Vestibular

(FUVEST) A fungéo f : R — R é definida por f(x) = [x?| — x2. Determine a paridade de
f.

(UNICAMP) Se f € uma fungao impar tal que f(2) = 5, quanto vale f(-2) + f(0)?

(ENEM) Determine os valores reais de k para que a fungao f(x) = kx® + (k—1)x® + X
seja impar.

8.3 Desafio

Problema desafio

Seja f uma fungao par e g uma fungao impar, ambas com mesmo dominio
simétrico.
Prove as seguintes afirmacoes:

a) f + g € uma funcado sem paridade (em geral).

b) f - g € uma funcao impar.

c) f composta com g (f - g) € uma funcéao par.

d) g composta com f (g o f) € uma fungao par.
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9. Gabarito

9.1 Exercicio 8.1

Funcao Paridade | Justificativa

£ (x) PAR £(-x) = (-x)%-4(-x)2 = x°-4x2 = f(x)

g (x) iMPAR g(-x) = (-x)3+2(-x) = -x*-2x = -g(x)

h(x) SEM PAR. h(-x) = x2-3x+1, que ndo é h(x) nem -h (x)

P (x) iMPAR p(-x) = —2x%x3-x = —(2x%x3+x) = -p(x)

q(x) PAR q(-x) = x*-x%+cos(x) = g(x) (cos & par)

r(x) SEM PAR. r(-x) = —-sen(x)+cos(x), diferente de r(x) e -r(x)

9.2 Gabarito das Questoes de Vestibular
FUVEST: f(-x) = |[(=x)3| = (=x)? = |-x3| = x2 = |x®| — x2 = f(x). Portanto, f € PAR.

UNICAMP: Como f é impar, f(-2) = -f(2) = -5, e f(0) = 0. Logo f(-2) + f(0) = -5+ 0 =
-5.

ENEM: Para f ser impar, o termo par deve ser nulo: (k-1)x? = 0 para todo x, logo k =
1.

RESUMO DA AULA

Funcao PAR: f(—x) = £(x) — simetria em relacdo ao
eixo y

Funcdo IMPAR: f(-x) = -f(x) - simetria em relacdo a
origem

O dominio deve ser simétrico em relagdo a origem nos dois casos.
Se f é impar e 0 pertence ao dominio, entéo f(0) = 0.
Uma funcédo pode também néo ter paridade (nem par, nem impar).

N

MATEMATICA

SE APRENDE
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