COMPOSICAO DE FUNCOES

Aula Completa com Teoria, Exemplos e Exercicios
Matematica | Ensino Médio e Pré-Vestibular

1. Introducao

A composicdo de fungdes € uma das operagdes mais importantes e elegantes da
matematica. Ela permite construir novas fungdes a partir de funcbes existentes,
aplicando-as em sequéncia. Esse conceito € amplamente utilizado em calculo, algebra,
programacao e diversas areas da ciéncia e engenharia.

Nesta aula, vocé vai aprender o que € a composi¢cao de fungdes, como calcular e
interpretar resultados, quais sao suas propriedades fundamentais, além de resolver uma
ampla variedade de problemas que vao do nivel basico ao avancado.

2. Conceito de Composicao de Funcoes

2.1. Definicao Formal

Dadas duas funcgdes f e g, a composi¢ao de g com f, denotada por (g ° f) ou g(f(x)), € a
fungdo que associa a cada elemento x do dominio de f o elemento g(f(x)), desde que f(x)
pertenca ao dominio de g.

(g o £) (x) = g(£(x))

Em outras palavras: primeiro aplica-se f a x, obtendo f(x); em seguida, aplica-se g ao
resultado f(x), obtendo g(f(x)).

2.2. Representacao Esquematica

O processo pode ser visualizado como um encadeamento de maquinas:

x (entrada) — Funcao f: f(x) — Funcao g: g(f(x))




2.3. Notacao

Existem duas notagdes equivalentes muito utilizadas:
* (g-°f(x)=g(f(x)) [notacdo com o simbolo de composic¢ao]
* g(f(x)) [notagao funcional direta]
 (feg)(x)=f(g(x)) [composi¢ao de fcom g]

3. Condicao de Existéncia

Para que a composigao (g ° f)(x) exista, € necessario que a imagem de f esteja contida
no dominio de g. Caso contrario, a composicdo nado esta definida para todos os
elementos.

Im(f) €S Dom(g) = (g © £f) estd bem definida

Portanto, antes de calcular uma composigao, é importante verificar se essa condicao é
satisfeita. Na pratica, muitos exercicios trabalham com fungbdes cujos dominios sao
subconjuntos dos reais, e a condigéo é verificada automaticamente.

4. Propriedades da Composicao de Funcgoes

4.1. Associatividade

A composicao de fungdes é associativa:

(h o (g £))(x) = ((h o g) ° £f)(x) = h(g(f(x)))

Isso significa que, ao compor trés ou mais fungdes, a ordem em que agrupamos nao
importa, desde que mantenhamos a sequéncia de aplicacao.

4.2. NAO Comutatividade

A composicao de fungdes, em geral, NAO é comutativa. Isto &, a ordem das fungdes na
composicao faz diferenca:

(g o £)(x) # (£ ° g) (x) em geral




Exemplo — Nao Comutatividade:
Sejaf(x)=x+2 e g(x)=x?

(- fx) =g(f(x)) =g(x +2) = (x +2)* =x* + 4x + 4
(f=g)(x) = f(g(x)) = f(x*) = x* + 2

Claramente: x*+4x+4 # x>+ 2 (em geral)

4.3. Elemento Neutro

A funcao identidade I(x) = x atua como elemento neutro na composigao:

(£ o I)(x) = £(I(x)) = £(x) e (I o £f)(x) =
I(£(x)) = £(x)

4.4. Fungao Inversa

Se f é uma fungdo bijetora, existe a funcdo inversa f™' tal que a composi¢do com a
inversa resulta na funcio identidade:

(£ o £1)(x) = x e (£ o £)(x) = x




5. Exemplos Resolvidos

Exemplo 1 — Composicao Simples

Dados f(x) =2x +1 e g(x) = x* - 3, calcule (g ° f)(x) e (f > g)(x).
Calculo de (g ° f)(x) = g(f(x)):
Substitui-se f(x) = 2x + 1 dentro de g:
gf(x)) =g(2x + 1) = (2x + 1) -3
=4x2+4x+1-3
=4x*+4x - 2

Célculo de (f ° g)(x) = f(g(x)):
Substitui-se g(x) = x?2 - 3 dentro de f:
f(g(x)) = f(x* - 3) = 2(x* - 3) + 1
=2x2-6+1
=2x*-5

Concluséo: (gef)(x)=4x*+4x -2 e (feg)(x)=2x*-5

Exemplo 2 — Composi¢gdao em um Ponto

Com f(x) = V(x + 1) e g(x) = x2 + 3, calcule (g - f)(3) e (f° g)(3).
Célculo de (g ° f)(3):

Passo 1: f(3) = V(3 + 1) =4 =2

Passo 2: g(f(3)) =g(2)=22+3=4+3=7

Resultado: (g ° f)(3) =

Calculo de (f - g)(3):
Passo 1:9g(3)=32+3=9+3=12
Passo 2: f(g(3)) = f(12) = V(12 + 1) =13
Resultado: (f - g)(3) = V13




Exemplo 3 — Determinagao de uma Func¢ao pela Composicao

Sabendo que (g - f)(x) = 4x" - 4x + 2 e f(x) =2x - 1, determine g(x).
Se(g°f)(x)=g(f(x)) =g(2x - 1) =4x2 - 4x + 2

Fazemos a substituicdo: sejau=2x -1, logox = (u+ 1)/2

gu)y=4-((u+1)22-4-(u+1)2)+2
4-(u+1)?4-2u+1)+2
(u+t1)P-2u-2+2
=u*+2u+1-2u

=u?+1

Portanto: g(x) =x%+1

Verificacdo: g(f(x)) = g@x = 1) = (2x =12+ 1=4x —4x + 1+ 1=4x2 = 4x +2

Exemplo 4 — Composicgao Tripla

Com f(x) = x + 1, g(x) = 2x e h(x) = x?, calcule (h - g ° f)(x).
Calculamos de dentro para fora:

Passo 1: f(x) = x + 1

Passo 2: g(f(x)) =g(x +1)=2(x+ 1) =2x + 2

Passo 3: h(g(f(x))) =h(2x + 2) = (2x + 2)>=4x*+ 8x + 4

Resultado: (h ° g o f)(x) = 4x2 + 8x + 4

Exemplo 5 — Composi¢dao com Fun¢ao Modular

Com f(x) =[x -2| e g(x) =x + 3, determine (g ° f)(x) e (f > g)(x).
(@°hHx)=9g(f(x)) =g(x-2[) = |x-2| + 3

(fog)(x) =f(g(x)) = f(x + 3) = |(x + 3) = 2| = [x + 1|

Observe como a composi¢ado com modulo gera resultados bem diferentes
dependendo da ordem.




Exemplo 6 — Encontrar f tal que a composicao seja dada

Se g(x) = 3x = 2, encontre f(x) tal que (g ° f)(x) = 6x + 1.
Temos: g(f(x)) =3 - f(x) -2 =6x + 1

Resolvendo para f(x):

3-f(x)=6x+1+2=6x+3

f(x)=2x + 1

Verificagdo: g(f(x)) = g(2x+ 1) =3(2x+1)-2=6x+3-2=6x+1 V

6. Dominio da Composicao

O dominio da composicéo (g ° f) € o conjunto de todos os x no dominio de f tais que f(x)
pertenca ao dominio de g. Em termos praticos:

Dom(g o f) = { x € Dom(f) | £(x) € Dom(g) }

Exemplo — Dominio da Composicao

Determine o dominio de (g ° f)(x), com f(x) = Vx e g(x) = 1/(x - 2).
Dominio de f: f(x) = Vx exige x = 0, logo Dom(f) = [0, +«)

Dominio de g: g(y) = 1/(y — 2) exige y # 2, logo Dom(g) = R - {2}

Para a composigéao, precisamos que f(x) seja diferente de 2:
fx)=Vx=2 = x=4

Portanto, devemos excluir x =4 do dominio:

Dom(g  f) = [0, +=) = {4} = [0, 4) U (4, +)




7. Aplicacoes Praticas

7.1. Decomposicao de Fungoes Complexas

Em calculo, é muito util decompor uma fungédo complexa como composi¢ao de funcdes
simples. Isso facilita, por exemplo, a aplicagao da regra da cadeia na derivacgao.

Decomposic¢ao: h(x) = (3x + 5)*

Podemos escrever h = g - f, onde:
f(x) =3x + 5 (fungéo interna)
g(x) =x*  (fungéo externa)

Verificagao: g(f(x)) =g(3x + 5) = (3x +5)*=h(x) v

Essa decomposigao é essencial para derivar usando a Regra da Cadeia.

7.2. Modelagem de Situagoes Reais

Problema aplicado: Uma loja aplica 10% de desconto sobre o precgo p.
Sobre o valor com desconto, cobra ainda uma taxa de R$ 15,00 de frete.
Expresse o valor final como composigao de fungoes.

Seja f(p) = 0,9p (aplica 10% de desconto)

Seja g(v) = v + 15 (adiciona frete de R$ 15,00)

O valor final é: (g - f)(p) = g(f(p)) = g(0,9p) = 0,9p + 15

Para p = R$ 200,00:
(g * f)(200) = 0,9 x 200 + 15 = 180 + 15 = R$ 195,00




LISTA DE EXERCICIOS

Composigéo de Fungbées — Do Basico ao Avangado

Problemas — Nivel Basico

Problema 1

Sejam f(x) = x + 3 e g(x) = 2x. Calcule:

a) (g~ f)(x)
b) (f > g)(x)
c) (g °N(2)
d) (f-9)(2)

Problema 2

Sejam f(x) = x® e g(x) =x— 1. Calcule:

a) (g~ f)(x)
b) (f - g)(x)
c)(9°f)(-2)
d) (f- g)(4)

Problema 3
Sejam f(x) =3x + 2 e g(x) = (x — 2)/3. Calcule (g ° f)(x) e (f - g)(x). O que vocé

observa?

Problema 4

Dada f(x) = x2 + 1, calcule:
a) (f- f)(x)
b) (f- )(2)
c) (f-)(0)




Problema 5

Sejam f(x) = |x| e g(x) =x — 4. Calcule:

a) (g ° )(x)
b) (f = 9)(x)
¢) (9 > f)(-3)
d) (feg)(-1)

Problemas — Nivel Intermediario

Problema 6

Sabendo que (g ° f)(x) =2x2+ 8x + 9 e f(x) = x + 2, determine g(x).

Problema 7

Sabendo que (f° g)(x) =4x -5 e g(x) =2x — 1, determine f(x).

Problema 8

Sejam f(x) = V(x + 2) e g(x) = x2 - 2. Determine:
a) (g ° f)(x) e seu dominio
b) (f - g)(x) e seu dominio

c) (g )(7)

Problema 9

Sejam f(x) = 1/x e g(x) = x + 1. Determine (g ° f)(x) e (f - g)(x). Existe algum
valor onde essas composicdes ndo estao definidas?

Problema 10
Dada f(x) = (x + 1)/(x = 1), calcule (f - f)(x) simplificando o resultado ao maximo.




Problema 11

Sejam f(x) = 2x e g(x) = log,(x). Calcule (g ° f)(x) e (f - g)(x). O que vocé
conclui?

Problema 12

Se f(x) = x2- 4 e g(x) = Vx, determine o dominio maximo da composigao (g °

)(x).

Problemas — Nivel Avancgado

Problema 13

Sejam f(x) =ax + b e g(x) = cx + d fungbes afins. Para que (g ° f)(x) = (f - g)(x)
para todo x real, quais condi¢gdes devem ser satisfeitas pelos coeficientes a, b, ¢
ed?

Problema 14

Uma funcgéo f é chamada de INVOLUCAO se (f - f)(x) = x para todo x. Verifique
se cada uma das fung¢des abaixo é uma involugao:

a) f(x) = —x

b) f(x) = 1/x (x #0)
c)f(x)=2-x

d) f(x) = x?

Problema 15

Decomponha h(x) como composicao g ° f (ou h ° g © f) de funcbes simples (ndo
use f(x) = x):

a) h(x) = (x2 + 3)°

b) h(x) = V(2x - 1)

c)h(x)=1/(3x +7)?

d) h(x) =eMx%+ 1)




Problema 16

Se f(x) = 2x + 1, calcule a expressao de (f - f - f)(x), ou seja, a composicao de f
com ela mesma trés vezes. Em seguida, determine a expressao de f composta n
vezes.

Problema 17

Sejam f(x) = x + k e g(x) = x2. Determine os valores de k para que (g ° f)(1) = (f

9)(1).

Problema 18

Um fabricante tem um custo de producao dado por C(q) = 500 + 40q (em reais,
para q unidades). O preco de venda de cada unidade segue a funcao p(q) = 200
- 2q. Areceita é R(q) = q - p(q). Expresse o lucro L como fungdo de q e
determine a quantidade q que maximiza o lucro.




GABARITO COMPLETO

Resolugbes Detalhadas

Gabarito — Nivel Basico

Gabarito — Problema 1

a)(g°fHx)=9g(f(x)) =g(x +3)=2(x +3)=2x +6
b) (f > g)(x) = f(g(x)) = f(2x) = 2x + 3
c)(@°f2)=2-2+6=10
d)(feg)2)=2-2+3=7

Gabarito — Problema 2

a) (g © H(x) = g(f(x)) = g(x*) = x* - 1
b) (fo g)(x) =f(g(x)) = flx = 1) = (x - 1) =x* - 2x + 1
c)(g-f)(-2)=(-2)-1=4-1=3
d) (f-g)(4) =f(g(4)) =f(3)=3=9

Gabarito — Problema 3

g(3x+2)=((3x+2)-2)/3=3x/3=x
f(x—-2)/3)=3-(x-2)/3+2=(x-2)+2=x

(9 ° f)(x) = g(f(x)) =
(fe9)(x) =f(g(x)) =
Observacéo: f e g sédo fungdes inversas uma da outra!l

A composigao de uma fungdo com sua inversa resulta sempre na identidade.

Gabarito — Problema 4

a) (Fo f)(x) = f(f(x) = FOE + 1) = (X2 + 1)2 + 1 = x* + 2x2 + 2
b) (fof)(2)=2¢+2-22+2=16+8 +2 =26
c) (fefO0)=0+0+2=2




Gabarito — Problema 5

) (g * (X) = g(f(x) = g(1x)) = x| - 4
b) (= 9)(x) = f(g(x)) = f(x = 4) = |x - 4|
0) (g f(-3)=|-3| ~4=3-4=-1
d) (f- g)(~1) =|-1-4]=|-5| =5

)
)
8
1

Gabarito — Nivel Intermediario

Gabarito — Problema 6

Temos: g(f(x)) =g(x +2) =2x*+ 8x + 9

Fazendou=x+2,entdox=u - 2:

gu)=2u-2*+8u-2)+9
=2(u*-4u+4)+8u-16+9
=2u*-8u+8+8u-16+9
=2u*+1

Portanto: g(x) = 2x* + 1
Verificagdo: g(x +2) =2(x + 2>+ 1=2x>+8x+9 V

Gabarito — Problema 7

Temos: f(g(x)) =f(2x - 1)=4x-5
Fazendo u =2x - 1, entdo x = (u + 1)/2:
fluy=4-(u+1)2-5=2(u+1)-5=2u+2-5=2u-3

Portanto: f(x) = 2x — 3
Verificagédo: f(2x - 1) =2(2x-1)-3=4x-2-3=4x-5

Gabarito — Problema 8

a) (g () =g(V(x +2)) = (V(x +2)2 -2 = (x +2) - 2 = x
Dominio: precisa-se x + 2 =2 0, logo Dom = [-2, +«

b) (o g)(x) = f(x2 = 2) = V((x* = 2) + 2) = V(x?) = |x|
Dominio: precisa-se x* - 2 2 -2, ou seja, x*20

Dom = R (pois qualquer numero real ao quadrado é maior ou igual a zero).

c) (g - f)(7) =7 (diretamente pela formula do item a)




Gabarito — Problema 9

(ge°f)(x)=g(1/x) = (1/x) + 1 = (1 + x)/x
Nao esta definida em x = 0.

(feg)x)=fx+1)=1/(x+1)
Nao esta definida em x = -1.

Conclusao: cada composigao tem um ponto de exclusao diferente.

Gabarito — Problema 10

f(x) = (x + 1)/(x = 1)
(f = )(x) = f(f(x)) = f((x + 1)/(x = 1))

Numerador: (x + 1)/(x = 1) +1=(x+1+x-1)/(x - 1)=2x/(x - 1)
Denominador: (x + 1)/(x = 1) - 1=(x+1-x+1)/(x-1)=2/(x - 1)

(fef)(x) =[2x/(x = 1)] = [2/(x = 1)] = x

Conclusao: f € uma involugao, ou seja, f € a propria inversa de si mesmal!

Gabarito — Problema 11

(g = )(x) = g(2¥) = log,(2x) = x
(f - g)(x) = f(log(x)) = 2"(logz(x)) = x

Concluséo: as fungdes exponencial 2x e logaritmica log,(x) sdo inversas
uma da outra. A composi¢gao em qualquer ordem resulta na fungao identidade.

Gabarito — Problema 12

(9 ° (x) = g(x* - 4) = V(x* - 4)

Para que \/(x2 - 4) exista, precisamos x> -4 =0
X*24 > [x|22 = x<-2 ou x22

Dominio: (=%, =2] U [2, +)




Gabarito — Nivel Avancgado

Gabarito — Problema 13

(gef)(x)=g(ax+b)=c(ax+b)+d=acx+bc +d
(feg)x)=flcx+d)=a(cx+d)+b=acx+ad+b

Para que sejam iguais para todo x, os termos constantes devem coincidir:
bc+d=ad+b = b(c-1)=d(a-1)

Condigao: b(c-1)=d(@a-1)

Caso particular: se a = ¢, a condigéo se tornab =d (paraa # 1).
Se a =c =1, qualquer b e d satisfazem (fungdes do tipo x + b sdo comutativas).

Gabarito — Problema 14

a) f(x) = -x: f(f(x)) = f(-x) = =(-x) = x. SIM, & involugao.

b) f(x) = 1/x: f(f(x)) = f(1/x) = 1/(1/x) = x. SIM, & involug&o.
c)f(x)=2 - x: f(f(x)) =f(2 - x) =2~ (2-x) =x. SIM, & involugo.

d) f(x) = X% f(f(x)) = f(x?) = (?)2 = x* # x em geral. NAO & involuggo.

Gabarito — Problema 15

a)h(x)=(x*+3)> f(x)=x*+3, gx)=x®> = h=g-f
b) h(x) =V(2x - 1): f(x)=2x-1, g(X)=Vx = h=g-f

c)h(x)=1/(3x +7)% f(x)=3x+7, g(x)=x3 @(x)=1/x
h= @°oge f

d)h(x)=erx*+1): f(x)=x2+1, gx)=ex = h=g-of




Gabarito — Problema 16

f(x)=2x + 1

(Fof)x)=f@x+1)=2(2x + 1) + 1 =4x + 3
(Fofof)(x) = f(dx +3) = 2(4x + 3) + 1=8x + 7

Padrao observado:
Coeficiente de x: 2,4, 8, ... =2n

Termo constante: 1,3, 7, ... =2n -1

Férmula geral para n composicoes:
f composta n vezes (x) =2" - x + (20 - 1)

Verificagdoparan=1: 2'-x+(2'-1)=2x+1=f(x) v

Gabarito — Problema 17

f(x) =x+k, g(x)=x2

(9= H(1)=g(f(1)) =g(1 + k) = (1 + k)*
(feg)(1)=f(g(1))=f(1)=1+k

Igualando: (1 +k)*?=1+k
Sejau=1+ki u?!=u = u*-u=0 = uu-1)=0

u=0 ou u="1

Se1+k=0 = k=-1
Se1+k=1 = k=0

Resposta: k=-1 ou k=0




Gabarito — Problema 18

C(q) =500 +40q (custo)
p(q) =200 - 29 (prego unitario)
R(q) =q - p(q) =200q - 2g* (receita)

Lucro: L(q) = R(q) - C(q)
L(q) = (2009 - 2g°) - (500 + 40q)
L(q) = —29% + 160q - 500

Para maximizar, usamos o vértice da parabola (a < 0, concavidade para baixo):
g_max = —-b/(2a) = -160/(2 x (-2)) = -160/(—-4) = 40 unidades

Lucro maximo: L(40) = —2(40)? + 160(40) — 500
=-3.200 + 6.400 - 500 = R$ 2.700,00

Resposta: produzir 40 unidades maximiza o lucro em R$ 2.700,00.
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