1. Introdugao contextualizada: por que estudar
cosseno?

O cosseno aparece sempre que ha repetigao regular, oscilagédo, rotagdo ou movimento
circular. Ele ajuda a descrever fenbmenos como marés, ciclos de iluminagéo solar,
corrente alternada, altura de uma roda-gigante, vibragdo de uma mola, som, temperatura
ao longo do ano e movimento de pistdes em motores.

Na vida real, muitas grandezas n&o crescem para sempre nem diminuem para sempre.
Elas sobem e descem em ciclos. A funcdo cosseno € uma das ferramentas matematicas
mais importantes para representar esse comportamento.

Esta aula comega pela ideia geométrica no ciclo trigopnométrico, avanga para a definigdo
de funcgéo e chega as transformagdes que permitem adaptar o grafico a situagdes
concretas.

Ideia central
A fungao cosseno associa um angulo ou numero real x a um valor entre -1 e 1. Seu
grafico € uma onda periddica que se repete a cada 2m unidades.

2. Conceitos prévios indispensaveis

2.1 Angulos, graus e radianos

Em trigonometria de fungbes, a unidade mais natural € o radiano. Uma volta completa
mede 360° ou 21 radianos. Meia volta mede 180° ou 1 radianos. Um quarto de volta mede
90° ou 11/2 radianos.

Angulo em graus Angulo em radianos Posicao no ciclo

0° 0 ponto inicial a direita
90° /2 ponto superior

180° m ponto a esquerda
270° 3m/2 ponto inferior

360° 21 volta completa



2.2 Ciclo trigonomeétrico

O ciclo trigonomeétrico é a circunferéncia de raio 1 centrada na origem do plano cartesiano.
Cada angulo determina um ponto P sobre a circunferéncia. Esse ponto possui
coordenadas:

P = (cos x, sen x)

Assim, o cosseno de x é a abscissa, isto €, a coordenada horizontal do ponto associado ao
angulo x.

Cosseno no ciclo trigonométrico

17 P(cos 8, sen §)
P,
0 cos 5
-1

Atencao
No ciclo trigonométrico, o cosseno ndao é uma medida de comprimento qualquer: ele € uma
coordenada horizontal. Por isso pode ser positivo, nulo ou negativo.

3. Definigcao da fungado cosseno

A fungao cosseno é a fungao f: R -> R definida por:
f(x) = cos x
Para cada namero real X, interpretado como medida de arco em radianos, a funcao
associa o valor cos x. Como qualquer numero real pode ser usado como entrada, o
dominio é todo o conjunto dos numeros reais.
3.1 Dominio
D(f)=R

O dominio é R porque é possivel calcular cos x para qualquer nimero real x: positivo,
negativo, inteiro, decimal, racional ou irracional.



3.2 Imagem
Im(f) = [-1, 1]

A imagem é o intervalo de -1 a 1 porque, no ciclo trigonométrico de raio 1, a coordenada
horizontal nunca fica menor que -1 nem maior que 1.

Leitura importante
A fungdo cosseno nunca assume valores como 2, 5 ou -3, no campo dos reais. Equagbées como
COs X = 2 ndo possuem solugao real.

4. Valores notaveis do cosseno

X 0 2 L 3m/2 21
Cos X 1 0 -1 0 1

Esses valores séo a base para construir o grafico da fungdo cosseno. Observe que a
fungdo comega em 1 quando x = 0, desce até 0 em 11/2, chega ao minimo -1 em T, volta a
0 em 311/2 e retorna a 1 em 211.

5. Grafico da fungao f(x)=cos x

Grafico da funcao cosseno: f(x)=cos(x)
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O grafico tem formato ondulatério. Ele € chamado de cossenoide. Suas principais
caracteristicas sao:

e Comeca no ponto (0, 1).

e Possui maximo igual a 1 e minimo igual a -1.

e Corta 0 eixo x nos pontos x = 11/2 + k1T, com Kk inteiro.

o Repete exatamente o mesmo comportamento a cada 21T unidades.

e E simétrico em relacdo ao eixo y, pois cos(-x) = cos x (logo, a fungéo cosseno é uma
fungao par).



6. Periodo da funcao cosseno

Uma fungédo é periddica quando seus valores se repetem em intervalos regulares. A
fungao cosseno satisfaz:

cos (x + 21T) = cos x
Portanto, seu periodo fundamental é:
T=2m

Isso significa que basta conhecer o grafico em um intervalo de comprimento 21 para
conhecer o grafico inteiro.

Erro comum
Nao confunda periodo com amplitude vertical. O periodo indica repeti¢do horizontal. A amplitude
indica afastamento vertical em relacao a linha média.

7. Zeros, maximos, minimos e sinal
7.1 Zeros

Os zeros da fungao sao os valores de x para os quais cos x = 0:

x=1m/2+ km,comkeZ

7.2 Maximos
Os maximos ocorrem quando cos x = 1:

x=2km,comkeZ

7.3 Minimos

Os minimos ocorrem quando cos x = -1:

X=1w+2km,comkeZ

7.4 Sinal

No intervalo [0, 217], 0 cosseno é positivo no 1° e no 4° quadrantes, negativo no 2° e no 3°
quadrantes, e nulo em 11/2 e 311/2.



8. Transformacdes da funcao cosseno

A forma geral mais usada para estudar transformacoes é:
f(x) =acos (bx+c)+d
Cada parametro altera o grafico de uma maneira especifica.
Parametro Efeito no grafico Interpretacéo
. Amplit = |al. <0, ha
Altera a amplitude e pode mplitude = al. Se a <0, ha

a . g reflexdo em relagado a linha
refletir o grafico.

média.

b Altera o periodo. Periodo = 211/|b|.

Desloca horizontalmente o Também chamado de fase.
c "

grafico. Escrever bx+c = b(x + c/b).

Desloca verticalmente o Linha média: y = d. Imagem:
d e

grafico. [d-]al, d+|a]].

Transformacdes da funcao cosseno

3
— 0s(x)
2 2cos(x)
—— 0s(2x)

— Cos(x - m/3)+1
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8.1 Amplitude

Na fungao f(x)=a cos x, a amplitude ¢ |a|. Ela indica a distancia vertical entre a linha média
€ 0 maximo ou minimo.

Exemplo: f(x)=3cos x tem amplitude 3, imagem [-3,3] e periodo 21T.

8.2 Periodo em f(x)=cos(bx)

Quando x é multiplicado por b, o grafico comprime ou dilata horizontalmente:
T=2m/|b|

Exempilo: f(x)=cos(2x) tem periodo 1, pois T=211/2=Tr.

8.3 Deslocamento vertical

Na fungao f(x)=cos x + d, todo o grafico sobe ou desce. A linha média passa a ser y=d.

Exempilo: f(x)=cos x + 2 tem imagem [1,3].



8.4 Deslocamento horizontal

Na fungao f(x)=cos (x - a), o grafico de cos x é deslocado a unidades para a direita. Na
fungao f(x)=cos (x + a), & deslocado a unidades para a esquerda.

Dica de leitura
Para identificar o deslocamento horizontal, procure escrever a expressao no formato cos[b(x-h)].
O ndmero h indica o deslocamento para a direita quando é positivo.

9. Modelagem com fung¢ao cosseno

Muitos problemas usam a forma:
f(t) = A cos (Bt-C) + D

Nessa expressao: A é a amplitude, B determina o periodo, C desloca o ciclo no tempo e D
€ a linha média. Em problemas de mundo real, a imagem costuma representar limites
fisicos, como altura minima e maxima ou temperatura minima e maxima.

Exemplo resolvido 1: altura em uma roda-gigante

Uma cabine de roda-gigante tem altura, em metros, dada por h(t)=12cos(1t/10) + 15, em
que t € medido em segundos. Determine a altura maxima, a minima e o periodo.

Solugéo: a amplitude € 12 e a linha média é 15. Logo, a altura maxima é 15+12=27 me a
minima é 15-12=3 m. Como B=11/10, o periodo é T=21/(11/10) = 20 segundos.

Exemplo resolvido 2: temperatura anual

Considere T(m)=5cos(TTm/6) + 22, em que m € o més medido a partir de janeiro. A
temperatura média oscila entre 17°C e 27°C, pois a linha média é 22 e a amplitude € 5. O
periodo é T=21/(11/6) = 12 meses.

10. Estratégia para resolver problemas

¢ |dentifique se a situacao se repete. Se houver ciclo, procure o periodo.

e Determine o valor maximo e o valor minimo. A linha média é a média aritmética entre
eles.

e Calcule a amplitude como metade da diferenga entre maximo e minimo.

e Escolha seno ou cosseno conforme o valor inicial. Se o fendmeno comega no maximo,
0 cosseno costuma ser mais natural.

¢ Monte a fungéo e confira se dominio, imagem e periodo fazem sentido no contexto.

Sintese essencial
Para f(x)=a cos(bx+c) + d: dominio R; imagem [d-|a|, d+|al|]; amplitude |a|; periodo 211/|b|; linha
meédia y=d.
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