Probabilidade

Reconhecimento de fendmenos deterministi-
cos e aleatérios. Interpretacdes de probabili-
dade: classica, frequentista e subjetiva. Con-
ceitos basicos. Definicio matematica depro-
babilidade. Propriedades da probabilidade.
Probabilidade condicional. Independéncia.

Porque grande parte das decisGes cientificas
de nossa era se d4 em ambiente de incer-
teza e a Teoria das Probabilidades é a area
da matematica que fornece estruturas para
a quantificacdo da aleatoriedade associada a
determinados fend6menos de interesse, para
uma tomada de decisao adequada sob incer-
teza.
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Probabilidade

Previsao de de alunas necessarias: 8 a 10 tempos de aula

Objetivo Geral

Apresentar a nocao de probabilidade sob os pontos de vista classico, frequentista e
subjetivo. (A nocdo frequentista de probabilidade esta prevista para o Ensino Funda-
mental pela BNCC.) Apresentar regras basicas (axiomas) da probabilidade indepen-
dentes da interpretacao adotada, introduzindo uma teoria matematica da probabili-
dade e, como consequéncia, trabalhar propriedades decorrentes das regras basicas,
definir probabilidade condicional e independéncia entre dois eventos. Finalmente,
trabalhar com o cdlculo de probabilidades de eventos em experimentos sucessivos,
usando a regra da multiplicacao, obtida a partir da definicao de probabilidade condici-
onal.

Ao longo do capitulo serdo propostas atividades nas quais o aluno devera propor
como especificar probabilidades para determinados eventos em situacdes nas quais
nao se aplica a definicao classica de probabilidade.

Habilidades da BNCC

EM13MAT3M

Identificar e descrever o espaco amostral de eventos aleatérios, realizando conta-
gem das possibilidades, para resolver e elaborar problemas que envolvem o cal-
culo da probabilidade.

EM13MAT312

Resolver e elaborar problemas que envolvem o calculo de probabilidade de even-
tos em experimentos aleatdrios sucessivos.

EM13MAT511

Reconhecer a existéncia de diferentes tipos de espacos amostrais, discretos ou
nao, e de eventos, equiprovaveis ou nao, e investigar implicacdes no calculo de
probabilidades.

Por que estudar o assunto?

‘A Probabilidade fornece uma maneira lnica de se envolver, pensar e interagir com
uma gama diversa de situacoes do mundo real, no qual aleatoriedade e incerteza es-
tdo onipresentes.” (Pfannkuch et al., 2016)

Desfios do capitulo

Apresentar o conteldo de Probabilidade antes do contelido de Anélise Combinatoéria,
relacionando-o mais a Estatistica do que a nocdo classica de probabilidade.

Conteddos abordados
a) Interpretacdes classica, frequentista e subjetiva da probabilidade.

b) Lei dos Grandes NUmeros.

c) Definicdo axiomatica da probabilidade. (Regras basicas da Probabilidade)
d) Propriedades da probabilidade.
e) Probabilidade condicional, Regra da Multiplicacdo, Eventos Independentes.

f) Aplicacoes da Lei dos Grandes Nimeros, usando simulacdes no GeoGebra.(Para sa-
ber mais)

Pré-requisitos

EFO9MA19

Reconhecer, em experimentos aleatdrios, eventos independentes e dependentes,
e calcular a probabilidade de sua ocorréncia nos dois casos.

EFOBMA19

Calcular a probabilidade de eventos com base na construcao do espaco amostral,
utilizando o principio multiplicativo, e reconhecer que a soma das probabilidades
de todos os elementos do espaco amostral é iguala 1.

EFO7MA28

Planejar e realizar experimentos aleatérios ou simulacdes que envolvem calculo
de probabilidades ou estimativas por meio de frequéncia de ocorréncias.

Observacao: Como a BNCC ainda ndo entrou em vigor, 0s pré-requisitos acima, nao
necessariamente foram contemplados no Ensino Fundamental. Por essa razao, eles
serdo abordados neste capitulo.

Desdobramentos imediatos

EM13CNT205

Utilizar noc6es de probabilidade e incerteza para interpretar previsées sobre ati-
vidades experimentais, fen6menos naturais e processos tecnolégicos, reconhe-
cendo os limites explicativos das ciéncias.

EM13MAT106

|dentificar situacdes da vida cotidiana nas quais seja necessario fazer escolhas
levando-se em conta os riscos probabilisticos (usar este ou aquele método con-
traceptivo, optar por um tratamento médico em detrimento de outro etc.)

EM13MAT203

Aplicar conceitos matematicos no planejamento, na execucao e na analise de
acoes envolvendo a utilizacdo de aplicativos e a criacao de planilhas (para o con-
trole de orcamento familiar, simuladores de calculos de juros simples e compos-
tos, entre outros), para tomar decisées.




Abordagem do capitulo

Neste capitulo serdo apresentadas varias atividades iniciais, solicitando ao aluno de-
terminar a probabilidade de ocorrer um certo evento, para posterior discussao e intro-
ducao a diferentes tipos de interpretacao de Probabilidade. Na discussao sobre a “de-
finicao" de probabilidade pretende-se deixar claro que a expressdo P(A) = % em
que A é um evento, S é o espaco amostral, #(A) é o nimero de elementos do evento
Ae#(S)éonlumerode elementos do espaco amostral S, é restrita a um contexto par-
ticular e que as nocdes frequentista e subjetiva levam a designacdes da probabilidade
de um evento A ocorrer que nao fazem uso desta expressao.

A partir desta discussdo, as regras basicas (axiomas) da probabilidade sé&o apresen-
tadas para introduzir uma teoria matematica da probabilidade que independe da in-
terpretacao adotada nas designacdes de probabilidade.

Na BNCC do Ensino Fundamental, a nocao frequentista de probabilidade esta prevista.

Na sequéncia serdo propostas atividades que demandardo o uso das propriedades da
probabilidade tais como a probabilidade de um evento complementar, a verificacdo de
que a probabilidade € uma funcao ndo-decrescente no sentido de que se A C B, entao
P(A) < P(B) e a probabilidade da unido de dois eventos quaisquer.

Para trabalhar a probabilidade de eventos em experimentos sucessivos
(EM13MAT312), primeiro serd proposta uma atividade para calcular probabilidades
condicionais e explorar a nocao de independéncia entre eventos. Em seguida, a defini-
cao de probabilidade condicional sera apresentada, levando a regra da multiplicacao,
a ser explorada em atividades da secao praticando subsequente.

Diferencial do capitulo

Dar menos énfase a nocao classica de Probabilidade, apresentando situaces nas
quais esta nocao nao se aplica.

Dificuldades tipicas dos estudantes (distratores)
a) Dificuldade de interpretar “probabilidade”.

b) Existe forte inclinacdo dos estudantes a assumir que os resultados em um espaco
amostral sao equiprovaveis mesmo quando nao é apropriado fazer esta suposicao
(Albert, 2003)

c) Confusdo entre os conceitos de eventos independentes e eventos disjuntos (Rodri-
gues, 1984).

Estratégia pedagégica

Pretende-se ao longo do capitulo propor atividades em variados contextos que esti-
mulem

a) a compreensdo do pensamento probabilistico;

b) a interpretacdo de resultados de pesquisas estatisticas baseadas em amostras
aleatérias;

c) a necessidade de propor um modelo para explicar um fenédmeno aleatério.

Estrutura

Como nos demais capitulos do livro, todas as seccdes sao compostas pelas subsecées
explorando (atividades), organizando as ideias (apresentacdo do contelido tratado
nas atividades) e praticando (atividades de exploracao dos contelidos trabalhados
na secao).

Secdo 1: Conceitos basicos
Nesta secdo incluem-se

a) breve histérico do desenvolvimento da teoria das probabilidades,

b) os conceitos de fendmenos deterministicos e ndo deterministicos (aleatérios),

c) ainterpretacao de uma medida de incerteza,

d) conceitos basicos como espaco amostral e evento;

e) revisdo de operacdes entre conjuntos (unido, intersecéo e complementariedade),

f) interpretacdes classica, frequentista e subjetiva da probabilidade.
Objetivos especificos da secdo 1:

OE1- Aleatoriedade - Reconhecer fendmenos aleatérios, distinguindo-os de fenédme-
nos deterministicos.

OE 2 - Probabilidade - Reconhecer os conceitos de espaco amostral e evento.

OE 3 - Medida deincerteza - Reconhecer que toda probabilidade se traduz como uma
taxa de ocorréncia de um evento.

OE 4 - Interpretactes da probabilidade - Reconhecer diferentes interpretacdes da
probabilidade (classica, frequentista e subjetiva).

OE 5 - Algebra de conjuntos - Aplicar as operacdes de uniao, intersecao e complemen-
tariedade da teoria de conjuntos para descrever eventos compostos.
Secao 2: Regras basicas e propriedades da probabilidade

Nesta secdo incluem-se

a) os axiomas da probabilidade, chamados no livro de regras basicas da probabili-
dade,

b) uma discussé&o sobre a validade das regras basicas sob cada interpretacdo,
c) propriedades da probabilidade decorrentes das regras basicas,

d) a definicao de probabilidade geométrica.
Objetivos especificos da secdo 2:

OE 6 - Definicdo axiomatica - Aplicar as regras basicas da probabilidade nas diferen-
tes interpretacdes de probabilidade.

OE 7 - Ddefinicao axiomatica - Aplicar as regras basicas da probabilidade para obter
as regras da probabilidade do evento complementar e a probabilidade da uniao de
dois eventos (propriedades da probabilidade).

OE 8 - Modelagem probabilistica - Avaliar, ainda que de forma incipiente, modelos
para fendmenos aleatoérios.



OE 9 - Aplicacao - Aplicar as regras basicas da probabilidade em espacos amostrais
continuos (probabilidade geométrica).

Secao 3: Probabilidade condicional e independéncia
Nesta secdo incluem-se

a) a definicdo de probabilidade condicional;

b) a regra da multiplicacdo para a probabilidade da ocorr encia simulténea de dois
eventos;

c) aextensao daregra da multiplicacdo para a ocorréncia simultanea de mais de dois
eventos;

d) adefinicdo de independéncia entre dois eventos e sua extensdo para mais de dois
eventos.

Objetivos especificos da secéo 3:

OE10 - Probabilidade condicional - Reconhecer que a probabilidade de um evento
pode ser alterar dada a ocorréncia prévia de outro evento

OE 11 - Independéncia de eventos - Aplicar a definicdo de probabilidade condicional
para reconhecer eventos independentes e eventos dependentes.

OE12 - Independéncia de eventos - Aplicar a definicao de probabilidade condicional
no calculo da probabilidade da intersecao de dois eventos quaisquer.

0E 13 - Eventossequenciais - Entender que a probabilidade da ocorréncia simultanea
de um nUimero finito de eventos pode ser calculada como o produto de probabilidades
adequadas.

Para saber mais

Simulacoes de experimentos simples usando o GeoGebra. Ilustracées da Lei dos Gran-
des Numeros.

Exercicios

Serao propostos exercicios do ENEM, Vestibulares entre outros abordando os conteu-
dos deste capitulo. Nos exercicios serdo tratados os distratores.






Conceitos Basicos

Como na nossa vida quase tudo é incerto, o conhecimento sobre a quantidade de incer-
teza associada a certos eventos (probabilidade) é fundamental para tomar decisées
adequadas.

A abordagem tradicional restringe o ensino de probabilidade a interpretacao classica
de probabilidade, definindo-a como a razao de nimero de casos favoraveis sobre nd-
mero de casos possiveis, pois nesta interpretacdo eventos elementares (subconjun-
tos unitarios) do espaco amostral (conjunto de todos os resultados possiveis em um
experimento aleatdrio). Um experimento aleatdrio é um processo cujo resultado final
s6 é conhecido apds a sua realizacao) sdo considerados equiprovaveis. No entanto, a
maior parte dos problemas que envolvem modelagem de fendémenos aleatérios nao
se encaixa na interpretacao classica. Por exemplo,

problemas nos quais o espaco amostral é finito, mas os eventos elementares ndo sao
equiprovaveis, por exemplo, uma moeda é viciada de tal modo que a probabilidade de
resultar em “cara” € 0,7 e de resultar em “coroa” € 0,3. Se essa moeda for lancada e es-
tamos interessados na face da moeda voltada para cima, o espaco amostral tera dois
elementos, a saber, “cara” e “coroa”. No entanto, nesse caso, nao é adequado atribuir
probabilidades iguais para os dois tipos de face.

problemas nos quais o espaco amostral nao é finito. Considere o experimento que
consiste em observar o tempo de vida de uma l@mpada. Nesse caso 0 espaco amos-
tral esta contido na semirreta ndo-negativa, [0, ).

Apesar de a Analise Combinatéria ser muito relacionada a Probabilidade, de fato, ela é
meramente uma ferramenta Gtil no célculo de probabilidades em contextos nos quais
ainterpretacao classica de probabilidade se encaixa. Por essa razao optamos por nao
inclui-la como pré-requisito na abordagem de probabilidade dessa unidade tematica.
E claro que, quando for se trabalhar com a Analise Combinatéria, é importante reforca-
la em problemas que envolvam cdlculo de probabilidades. Acreditamos que a estraté-
gia adotada nesta unidade para abordar a Probabilidade sera util para desmistifica-la
como um tépico da Matematica muito dificil.

Na unidade tematica de probabilidade pretende-se reforcar a importéncia da proba-
bilidade a estatistica. Na estatistica, em geral, adotam-se as interpretacées frequen-
tista e subjetiva de probabilidade. Por isso o objetivo principal desta secao inicial da
unidade é a compreensao das interpretacdes de probabilidade mais utilizadas, a sa-
ber, classica, frequentista e subjetiva.

Outro objetivo nesta secao é a interpretacao de uma medida de incerteza (probabi-
lidade) como uma taxa de ocorréncia de um evento, ou seja, como uma média de
ocorréncias desse evento, quando repetimos o experimento um grande ndmero de
vezes. Por exemplo, uma probabilidade 0,95 para a ocorréncia de um evento, nao im-
plica necessariamente que esse evento ocorrerd. Essa probabilidade é interpretada
da seguinte forma: se 0 experimento for repetido 100 vezes sob as mesmas condicdes,
espera-se que em 95 delas o evento ocorra.

Nesta secao serao apresentados os conceitos basicos de espaco amostral e evento,
adequados para esse nivel do ensino, ou seja, o espaco amostral como a colecao
contendo todos os resultados possiveis e 0 evento como um subconjunto do espaco
amostral. Asecdo é encerrada apresentando-se uma breve revisao de operacdes com
conjuntos (unido, intersecdo e complementariedade), pois como a probabilidade é

uma funcado na qual seu dominio é um conjunto cujos elementos sé&o conjuntos (even-
tos), conhecer as operacées basicas de unido, intersecdo e complementariedade en-
tre conjuntos (eventos) serdo necessarias. (Entendemos que a definicao formal de
medida de probabilidade ndao é necesséria para esse nivel do ensino de modo que
consideracdes sobre sigmas-algebras, necessarias para essa definicao formal, ndo
serao consideradas. Sugerimos o texto de Marcos N. Magalhdes, Probabilidade e Va-
ridveis Aleatérias, da EDUSP e o texto do Barry James, Probabilidade: um curso em
nivel intermediério, Projeto Euclides, IMPA, para maiores detalhes.)

Sdo objetivos especificos da secao 1

OE1- Aleatoriedade - Reconhecer fenémenos aleatérios, distinguindo-os de fenéme-
nos deterministicos.

OE 2 - Probabilidade - Reconhecer os conceitos de espaco amostral e evento.

OE 3 - Medida de incerteza - Reconhecer que toda probabilidade se traduz como uma
taxa de ocorréncia de um evento.

OE 4 - Interpretacoes da probabilidade] - Reconhecer diferentes interpretaces da
probabilidade (classica, frequentista e subjetiva).

0E 5 - Algebra de conjuntos - Aplicar as operacées de unido, intersecdo e complemen-
tariedade da teoria de conjuntos para descrever eventos compostos.

Observacao: Embora esta secdo seja mais conceitual, a atividade que envolve a intro-
ducao de diferentes interpretaces de probabilidade demanda calcular probabilida-
des. No entanto, trata-se de uma atividade cujas respostas, algumas delas abertas,
nao sao o mais importante. Pretende-se nesta atividade apresentar situacdes que
levam as diferentes interpretacdes de probabilidade. Lembramos que a nocao de pro-
babilidade é intuitiva e ja é trabalhada no Ensino Fundamental Il. Com a implantacao
da BNCC do Ensino Fundamental, probabilidade sera trabalhada desde os anos iniciais
do Ensino Fundamental.






=z Hn==Nssll CONCEITOS BASICOS

Neste capitulo iremos explorar a nocao de probabilidade para, em seguida, apresentar uma
teoria matematica Util para calcular probabilidades de eventos associados a experimentos ale-
atorios ou fendmenos aleatdrios, isto é, experimentos cujos resultados finais sdo conhecidos
somente apods a realizacao dos mesmos. Por exemplo,

a) o ndmero de likes que vocé ird receber no periodo de 24h apds a sua postagem em uma
rede social;

b) aquantidade de metros clbicos de gas consumida na sua residéncia no primeiro semestre
do préximo ano;

c) o tempo, contado a partir de hoje, que a ldmpada do seu quarto levara para queimar;

d) o ndmero de quilowatts consumidos na sua residéncia no préximo més.

Em contraposicao aos fenémenos aleatdérios existem os fendmenos deterministicos, quando é
possivel determinar seu resultado mesmo antes de realiza-lo, conhecendo-se determinadas
condicBes. Na natureza existem muitos exemplos de experimentos deterministicos. Por exem-
plo, na Fisica ha varios modelos deterministicos, como

e) a primeira lei de Newton que estabelece a forca, conhecendo-se massa e aceleracao;

f) a lei do movimento retilineo uniforme em que é possivel calcular a disténcia percorrida
pelo mével, conhecendo-se a velocidade e tempo transcorrido;

g) alei do movimento uniformemente variado em que é possivel calcular a disténcia percor-
rida pelo mével, conhecendo-se a aceleracao, a velocidade e o tempo transcorrido.

h) a lei da gravitacao universal em que é possivel calcular o tempo de queda de um objeto
que é lancado em queda livre, conhecendo-se a altura, a aceleracao da gravidade, des-
prezando a resisténcia do ar.

Tais modelos da Fisica séao chamados modelos matematicos deterministicos, uma vez que é
possivel determinar quantidades de interesse, conhecendo-se certas condicoes, mesmo sem
a realizacao do experimento.

Para explicar fendmenos aleatérios como exemplificados nos itens a) a d), usamos modelos
matematicos nao deterministicos chamados modelos probabilisticos. Neste caso, mesmo co-
nhecendo algumas condic@es, nao é possivel determinar qual sera o resultado antes da reali-
zacao do experimento.
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CAPITULD

PROBABILIDADE

Um pouco de histéria da Probabilidade

Antes de comecar o estudo um pouco mais formal de probabilidade, apresentaremos um breve
resumo sobre a histdria da probabilidade.

A nocao de acaso e ocorréncias de fendbmenos aleatérios foram percebidas sensorialmente
pela humanidade bem antes de sermos capazes de utilizar a Matematica como forma de des-
cricdo do mundo. No entanto, a percepcao antiga é de que havia uma razao mitica para o apare-
cimento de tais fenémenos. Ha varios registros histéricos de 2700 A.C. do uso de dados antigos
(como os ossos astragalos e dados egipcios, ilustrados nas figuras 1.1 e 1.2), usados para uma
tomada de decisao regida pelos Deuses do Acaso, quando o homem queria se eximir de sua
responsabilidade na escolha e tomada de decisao.

Figura 1.1: Astragalos Figura 1.2: Dados egipcios

A prépria Biblia nos informa que “ndo cai uma folha de uma arvore sem que o Pai nao deseje”.
Essa crenca de que deuses (no mundo panteista) ou Deus (no mundo monoteista) eram os
regentes desses fendmenos, acarretou um atraso histérico na matematizacao do acaso e na
criacao da Teoria das Probabilidades, uma area considerada cognitivamente desafiadora até
hoje na Ciéncia. Como bem colocou Piaget em seu famoso livro A Origem da Ideia do Acaso na
Crianca: “Em contraste com as operacées logicas e aritméticas, a probabilidade é descoberta
gradualmente.”

Por isso, foi preciso esperar os séculos XVI e XVII para que matemadticos como Cardano, Tar-
taglia, Pascal e Fermat (figura 1.3), para citar alguns, conseguissem dar uma explicacdo mais
consistente do conceito de acaso/aleatoriedade no seio da Matematica, a partir, primordial-
mente, do estudo de jogos de azar e de sua conexdo estreita com a Andlise Combinatéria.



Gir?!‘ag;?_fsa?rg)ano Tartaglia (pseudénimo de
Niccolo Fontana

(1500-1557)

Blaise Pascal

(1623-1662) Pierre de Fermat
(1601-1665)

Figura 1.3: Alguns matematicos que originaram a discussao do conceito de acaso

No entanto, poderiamos dizer que a ideia fundamental por tras da matematizacao do acaso
reside essencialmente na Estatistica, qguando esta reconhece, pela sua prépria natureza, que
fendmenos aleatdérios, embora sem explicacao deterministica, tendem a demonstrar uma certa
taxa regular de ocorréncia conforme sao realizados varios experimentos similares ao longo do
tempo. A busca de um modelo que explique tais regularidades de ocorréncia do fenémeno em
estudo éaideia central da Teoria das Probabilidades e sua utilidade hoje em varios campos cien-
tificos, como Economia, Medicina, Robdtica, Engenharia, Computacao, Biologia, etc, demonstra
como a teoria esta mais perto da Estatistica do que da abordagem feita por meio do didlogo
com a Analise Combinatdria durante os Séculos das Luzes.

E somente na primeira metade do século XX que a teoria das probabilidades vai adquirir uma
base axiomatica rigorosa por meio da construcao tedrica estabelecida pelo matematico russo
Kolmogorov (figura 1.4). Desde entdo a teoria das probabilidades tem sido vista como uma das
areas mais promissoras da Matematica e a ferramenta por exceléncia para modelar e explicar
0s mais variados fendémenos aleatdrios presentes no mundo contemporaneo.
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CAPITULD

PROBABILIDADE

Figura 1.4: Andrei Kolmogorov (x1903 — 11987)

Veja na figura 1.5 uma linha do tempo destacando acontecimentos importantes no desenvolvi-
mento da teoria das probabilidades.

Registros de objetos Bernoulli Kol
de ossos similares Cardano (distribuicdo (F ?jmogogovd
a dados (nimero binomial) un am'e.n os de
Probabilidade)

’/ combinatério) ~—e ;‘\ P~

Fermat e Pascal
(Principios do
calculo de
probabilidades)

Probabilidade
condicional e
teorema de Bayes)

T [ I I I [
3000A.C. 0 500 1000 1500 2000

Figura 1.5: Linha do tempo

Nos capitulos A Natureza da Estatistica e Medidas de Posicdo e Dispersdo, vimos como resumir
a informacao de dados aleatérios amostrais com o objetivo de entender estruturas Uteis para
uma tomada de decisdo sob incerteza. Neste capitulo, analisaremos as caracteristicas extrai-
das dos dados aleatdrios amostrais a fim de revelar como a Estatistica nos auxilia a descrever
as regularidades de ocorréncias de determinados eventos aleatérios.



N3o deterministico (aleatério) ou deterministico? Atividade 1

.

Classifique cada experimento a seguir em aleatdrio ou deterministico.

Deseja-se observar:

a) 0 valor constante de cada prestacdo quando se financia um eletrodoméstico,
estabelecendo-se a taxa de juros efetiva ao més, a quantidade de meses do financi-
amento e o pagamento da primeira prestacao no ato da compra.

b) A quantidade de metros clbicos de dgua consumida em sua residéncia no primeiro
semestre do préximo ano.

c) A distancia percorrida por um objeto em movimento, conhecendo-se a velocidade e o
tempo transcorrido.

d) O valor a ser pago na conta de luz da sua residéncia no préximo més.

e) A sua média final em Matemaética desse ano.

Interpretando medida de incerteza Atividade 2
e

Responda aos itens a seguir.

a) A probabilidade de ocorrer cara quando lancamos uma moeda honesta é 0,5. Isso signi-
fica que toda vez que lancarmos essa moeda 100 vezes, ocorrerao 50 caras? Por qué?

b) Foi publicada a previsao do tempo, indicando que a probabilidade de chover amanha na
regido onde vocé mora e estuda é de 30%. Que decisdo vocé tomaria com base nessa
previsdo: levar ou ndo um guarda-chuva para a escola? Por qué? Como vocé interpreta
essa previsao?

c) Um estudo na area de Salide indicou que a probabilidade de uma pessoa vir a ter o Dia-
betes é 10%. Isso significa que ao acompanhar um grupo de 500 pessoas, 50 delas terdo
Diabetes? Por qué?

Objetivos Especificos

N&o deterministico (aleatdrio) ou deterministico?

Reconhecer fenbmenos aleatoérios, distinguindo-os de fenémenos de-
terministicos.

Solucédo: Nao deterministico (aleatério) ou deterministico?
a) determinisitco

b) Dleatdrio

c) Determinisitico

d) Aleatério

e) Aleatédrio

Objetivos Especificos

Reconhecer que toda probabilidade se traduz como uma taxa de ocor-
réncia de um evento.

Interpretando medida de incerteza

Sugestoes e discussoes

Algumas afirmac6es envolvendo uma probabilidade serao apresenta-
das para depois explorar a interpretacao dessa informacao.

Interpretando medida de incerteza

Nota 1
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Objetivos Especificos

Avaliando probabilidades

Reconhecer diferentes interpretaces da probabilidade (classica, fre-
quentista e subjetiva).

Sugestoes e discussoes

Avaliando probabilidades A
Nesta atividade serdo apresentados trés blocos de trés itens cada. Em
cada item serd solicitada a probabilidade de um determinado evento.
No bloco | sera adequado adotar a interpretacao classica da probabili-
dade, de modo que as respostas deverao surgir de forma natural e sem
problemas. € importante discutir com os alunos como foram obtidas
asrespostas doblocol. Nobloco ll, ainterpretacao adequada de proba-
bilidade serd a frequentista. Neste bloco, ndo existe a resposta certa.
O objetivo neste caso é fazer o aluno pensar, pois tratam-se de situ-
acdes aleatdrias para as quais faz sentido atribuir uma probabilidade
(chance). No bloco Ill, a interpretacao adequada de probabilidade é a
subjetiva e, portanto, também nao havera a resposta certa. O objetivo
principal é levar o aluno a pensar em como atribuir probabilidades para
eventos aleatorios. Esta atividade serve como estimulo a discussao do
conceito de probabilidade. No item b, do bloco Il, discuta com seus alu-
nos sobre como investigar a proporcao de nascimentos de meninos e
meninas.

J

Solucao: Avaliando probabilidades

No primeiro bloco de itens pode-se pensar que cada resultado possivel
tenha a mesma chance de ocorrer. Assim temos,

a) ;11 = 0,4 — 40%, pois sao 10 cartbes e quatro deles apresentam "trian-

gulos” que representam meninas.
b) Novamente,

i) 1% = 0,2 = 20%, pois sao 10 casas e duas delas tém exatamente
4 moradores.
i) 1% = 0,4 = 40%, pois sao 10 casas e quatro delas tém mais de 4

moreadores

c) ;11 = 0,25 = 40%, pois a area da regido pintada corresponde a um
quarto da area do circulo, isto é, a um setor circular de angulo reto.

Avaliando probabilidades

.

Bloco | - Probabilidade classica

Atividade 3

a) De um grupo de 10 estudantes, um serd sorteado para ser o representante de turma.
Como sao 4 meninas e seis meninos, decidiu-se, para fazer o sorteio, representar as
meninas por cartdes ilustrados com triangulos e os meninos por cartdes ilustrados com
circulos. Os cartdes foram colocados numa caixa e um serd sorteado (figura 1.6).

@ A OO A

A ® 0 A0

Figura 1.6: Cartdes ilustrados

Qual é a probabilidade (chance) de ser escolhida uma menina como representante de
turma? Por qué?

b) Numa rua ha 10 casas. O niimero de moradores por casa estd representado na figura 1.7.
Suponha que vocé ird escolher ao acaso uma casa desta rua.

AtAAd
AthAAd

Figura 1.7: llustracdo dos nimeros de moradores por casa

i) Qual é a probabilidade de que a casa escolhida tenha exatamente 4 moradores? Por
qué?

ii) Qual é a probabilidade de que a casa escolhida tenha mais de 4 moradores? Por
qué?



c) Suponha que vocé va girar a roleta ilustrada na figura 1.8.

Figura 1.8: Roleta

Qual é a probabilidade de que a seta pare na regido pintada de azul? Por qué?

Bloco Il - Probabilidade frequentista

a) Suponha que vocé tenha lancado uma moeda 20 vezes e que tenha observado a face
“cara” 19 vezes e a face “coroa” uma vez. Se vocé lancar esta moeda mais uma vez, qual
é a probabilidade (chance) de a face voltada para cima resultar em “cara"? Por qué?

b) Suponha que um bebé tenha nascido na maternidade mais préxima de sua casa na ma-
nha de hoje. Qual é a probabilidade de que este bebé seja um menino? Por qué?

c) Apesquisa TIC Educacdo 2016, do Centro de Estudos sobre as Tecnologias da Informacao
e da Comunicacao (Cetic), coletou dados de cerca de 11 mil estudantes do segundo seg-
mento do Ensino Fundamental e do Ensino Médio. Entre varias informacades, verificou-se
que cerca de 8.500 estudantes usam smartphones como seu principal meio de acesso a
internet. A pesquisa aconteceu entre agosto e dezembro de 2016." (Leia a reportagem

publicada no Gl.com.br).

Qual é a probabilidade de que um estudante de Ensino Fundamental Il ou Médio, escohido ao
acaso, use como seu principal meio de acesso a internet um smartphone, usando os dados

dessa pesquisa? Por qué?

Bloco lll - Probabilidade subjetiva

a) Qual é a probabilidade de que o Brasil se classifique na fase de grupos na préxima Copa

do Mundo que ird competir?

b) Qual é a probabilidade de que daqui a 8 anos vocé tenha concluido um curso de nivel

superior?

c) Qual é a probabilidade de que vocé esteja casado(a) aos 25 anos?

Solucao: Avaliando probabilidades

No segundo bloco de itens o objetivo é determinar probabilidades,
usando o enfoque frequentista de probabilidade, atribuindo como res-
posta a frequéncia relativa de ocorréncia do evento.

a) % = 0,95 que corresponde a frequéncia relativa de caras obtidas nos
20 lancamentos. Outras respostas podem ser consideradas neste
item, por exemplo, 0, 50, supondo-se, apesar das evidéncias em con-
trario, que a moeda é honesta; ou 0,725, calculando-se uma média
entre a frequéncia de caras observadas e a frequéncia esperada, su-
pondo que a moeda é honesta (%).

b) Uma resposta possivel é % = 0,5, pois da experiéncia é possivel veri-
ficar que meninas e meninos nascem na mesma proporcao.

c) % ~ 0,77, pois 8500 estudantes de 11 mil responderam que esse

€ o0 seu principal meio de acesso a internet na pesquisa realizada e
supondo que a pesquisa represente bem o comportamento na popu-
lacao de todos os estudantes de Ensino Fundamental Il e Médio.

No terceiro bloco de itens o objetivo é determinar probabilidades,
usando o enfoque subjetivo da probabilidade. Certos eventos sdo Unicos
e ndo podem ser reproduzidos, mas por serem aleatérios, faz sentido
atribuir a eles probabilidades. As respostas aqui dependerao da experi-
éncia e objetivos de cada um. As perguntas neste bloco tém o objetivo
de estimular a discussao sobre o conceito de probabilidade.

a) Uma resposta possivel é maior do que 0,5 (50%), pois o Brasil, além
de ser o Unico pais a ter participado de todas as Copas do Mundo
até a Copa de 2018, classificou-se na fase de grupos nas ultimas 9
edices desse campeonato.

b) A resposta dependerd de cada aluno. Por exemplo, se for um um
bom aluno do Ensino Médio que pretende cursar Engenharia, curso
que dura cinco anos, uma resposta possivel seria uma probabilidade
maior do que 0,5 (50%). Por outro lado, se for um aluno que tem ou-
tros planos e ndo pretende cursar o nivel superior, uma resposta pos-
sivel seria uma probabilidade menor do que 0,5 (50%).

Observacao: A razéo pela qual usamos 0,5 (50%) como valor de compa-
racdo para avaliar probabilidades se da pelo fato de ser exatamente o
centro da escala da probabilidade que varia de 0 a 1 (0 a 100%). Assim,
se temos a percepcdo de que é mais provavel que certo evento ocorra
do que ele ndo ocorra, atribuimos a ele uma probabilidade maior do que
0,5 (50%). Por outro lado, se temos a percepcao de que é menos pro-
vavel que certo evento ocorra do que ele ndo ocorra, atribuimos a ele
uma probabilidade inferior a 0,5 (50%). Se temos a percepcéo de que
ndo existe favorecimento entre a ocorréncia ou nao de certo evento, ou
mesmo se ndo sabemos nada sobre ele, atribuimos a ele uma probabili-
dade 0,5 (50%).
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Como voceé fez para determinar as probabilidades no bloco | da atividade Avaliando probabili-
dades? E nobloco II? E no bloco I1I7 Vocé deve ter percebido que, dependendo da situacao, nem
sempre é possivel atribuir probabilidades a um evento, usando o mesmo tipo de raciocinio.

Por exemplo, considere o experimento “"observar se um corpo celeste caira sobre a casa onde
vocé mora dentro de uma hora".

Figura 1.9: Corpo celeste

H& dois resultados possiveis: cair ou nao cair. Vocé acha que é razoavel atribuir probabilidades
iguais a estes dois resultados?

Certamente ndo, pois sabemos que a situacao “cair” é um evento rarissimo. Em toda a sua vida,
vocé ja observou um evento deste tipo?

Neste caso, nao faz sentido atribuir probabilidades iguais para os dois resultados possiveis.
Uma probabilidade razoavel para o resultado “cair” seria bem pequena, préxima de zero e nao
igual a probabilidade do resultado “nao cair”

Antes de apresentarmos diferentes interpretacoes de probabilidade, vamos comecar definindo
0s termos espaco amostral e evento.

Espaco amostral

Conjunto que compreende todos os resultados possiveis de um experimento aleatdrio.

Usaremos a letra maiuscula S para denotar espaco amostral.

Por exemplo, no item b), do bloco | da atividade Avaliando probabilidades, um espaco amos-
tral pode ser representado por S = {1,2,3,4,5, 6,8}, pois este conjunto compreende todos os
nimeros possiveis de serem obtidos, quando sorteamos uma casa do bairro. Observe nova-
mente que, neste caso, também nao é razoavel atribuir probabilidades iguais aos elementos
deste espaco amostral, pois na rua ha duas casas com exatamente 1 morador, duas casas com
exatamente 4 moradores e duas casas com exatamente 8 moradores, enquanto que ha ape-
nas uma casa com exatamente 2 moradores, uma casa com exatamente 3 moradores, uma
casa com exatamente 5 moradores e uma casa com exatamente 6 moradores.



Evento
E qualquer subconjunto A do espaco amostral S para o qual faz sentido atribuir uma pro-
babilidade.

Veja, na figura 1.10, uma representacao de um evento (conjunto) A em um espaco amostral S
(conjunto universo), usando diagrama de Venn.

S

4 N
A

- J

Figura 1.10: Representacao de conjuntos no diagrama de Venn

Ao realizar um experimento aleatdrio, dizemos que um evento A ocorreu, se o resultado tiver
sido um elemento de A. Por exemplo, se ao lancarmos um dado com as faces numeradas de
1 a6, tiver ocorrido face 2 e A é o evento “a face voltada para cima corresponde a um nimero
par', isto 6, A = {2,4,6}, dizemos que o evento A ocorreu.

Figura 1.11: Dados comuns de seis faces numeradasde1a 6

Evento elementar

Subconjunto unitario do espaco amostral S; ou, equivalentemente, subconjunto do espaco
amostral S no qual ha apenas um resultado possivel.

Por exemplo, no lancamento de um dado, podemos representar o espaco amostral por § =
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{1,2,3,4,5,6}. Nesse caso, os eventos elementares sao os conjuntos unitarios:
{1}.{2}, {3}, {4}, {5} e {6}.

Operacodes de unido, intersecao e complementariedade

Faremos agora uma répida revisao sobre operacdes entre conjuntos (unido, intersecdo e com-
plementariedade), pois eventos sdo conjuntos e nds estamos interessados em calcular proba-
bilidades de eventos.

Uniao
0 conjunto A U B (lé-se A unido B) corresponde a reuniao de todos os elementos de A e

de B. Veja na figura 1.12, uma representacao de A U B, usando diagrama de VVenn, em que
o conjunto A U B corresponde a regido pintada.

Figura112: AUB

Dizemos que o evento A U B ocorreu se pelo menos um dos dois eventos, A ou B, tiver
ocorrido.

Intersecao

0 conjunto A N B (lé-se A intersecdo B) corresponde a colecao de todos os elementos
que pertencem simultaneamente ao conjunto A e ao conjunto B. Veja na figura 1.13 uma
representacao de AN B, usando diagrama de VVenn, em que o conjunto AN B corresponde
aregido pintada.



Figurall3: An B

Dizemos que o evento A N B ocorreu, se os eventos A e B tiverem ocorrido simultanea-
mente.

Complementariedade

0 conjunto A (1é-se A complementar) corresponde a colecdo de todos os elementos do
conjunto universo (espaco amostral S) que ndo pertencem ao conjunto A. Veja na figura
114 umarepresentacdo de A, usando diagrama de Venn, em que o conjunto A corresponde
aregido pintada.

Figura 1.14: Evento complementarde A4 : A

Dizemos que o evento A ocorreu, se 0 evento A nao tiver ocorrido.

Pela definicdo das operacfes de uniao, intersecao e complementareidade dizemos que

B oevento AUB ocorreu se, e somente se, pelo menos um dos dois eventos A ou B tiverem
ocorrido;

B oevento AN B ocorreu se, e somente se, 0os dois eventos A e B tiverem ocorrido simulta-
nemante.

B o evento A ocorreu se, e somente se, o evento A ndo tiver ocorrido.
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Dois eventos A e B sao ditos eventos disjuntos se AN B = (), ou seja, se A e B nao tiverem
elementos em comum.

Dado qualquer espaco amostral S, os conjuntos S e () (conjunto vazio) séo considerados even-
tos especiais e chamados de evento certo e evento impossivel, respectivamente.

Para o evento certo (S) atribui-se probabilidade 1 e, para o evento impossivel (), atribui-se
probabilidade zero. Para qualquer outro evento, a probabilidade devera ser um nimero real no
intervalo [0, 1].

Para concluir essa breve revisao de operaces com conjuntos, vamos apresentar a propriedade
distributiva da operacao de intersecao com a uniao de dois eventos, a saber,

(AUB)NC = (ANC)U(BNC)

Para visualizar melhor essa propriedade, considere A, B e C' eventos em um espaco amostral
S, representados nos diagramas de Venn da figura 1.15, lembrando que as intersecdes nesses
diagramas podem ser conjuntos vazios.

4 N 4 N

B c B C

- J - J
Figura 1.15: Diagramas de Venn com trés conjuntos: A, Be C

No primeiro diagrama, pinte de uma cor A U B e com outra cor, pinte o conjunto C, destacando
a regiao que foi pintada pelas duas cores. No segundo diagrama, pinte o conjunto A N C e,
com a mesma cor, o conjunto BN C'. Aregiao pintadada corresponde ao conjunto dado no lado
direito daigualdade. Finalmente, verifique que as regides destacadas correspondem ao mesmao
conjunto.

A seguir, serdo apresentadas trés interpretacées da probabilidade.



Interpretacao classica de probabilidade

Na interpretacao classica de probabilidade todos os eventos elementares sdo considerados
igualmente provaveis (equiprovaveis).

Esta interpretacao costuma ser usada em problemas envolvendo lancamento de dados, sor-
teios de cartas de um baralho e outros jogos. De fato, os primeiros trabalhos tedricos publi-
cados envolvendo probabilidades no século XVII, fazem uso desta interpretacdo e envolvem
calculos de probabilidades de eventos em jogos de azar.

No entanto, nem sempre a interpretacao classica sera adequada: lembre-se do exemplo da
queda de um corpo celeste.

Um outro problema com esta interpretacao é a circularidade do conceito de probabilidade para
definir a prépria probabilidade, pois considera em sua definicao “resultados igualmente prova-
veis" que depende do conceito de probabilidade.

Interpretacao frequentista de probabilidade

Na interpretacao frequentista de probabilidade, a probabilidade de um evento é definida como
afrequéncia relativa de ocorréncia deste evento, se o0 experimento for repetido, sob as mesmas
condicbes, um grande nlimero de vezes.

Problemas com esta definicao envolvem falta de clareza: o que siginificam

B “sob as mesmas condicdes"? e

B "um grande numero de vezes"?

Além disso, existem fenémenos Unicos para os quais ndo é possivel realizar repeticdes, por
exemplo, o experimento que envolve verificar se daqui a 8 anos seu nivel de instrucao sera
superior completo ou nao.

No entanto, esta interpretacao é muito Util e amplamente usada em modelagens probabilis-
ticas. De fato, a interpretacao frequentista de probabilidade tem suas origens com a Lei dos
Grandes Nameros, importante resultado da teoria das probabilidades estabelecido pelo mate-
matico suico Jakob Bernoulli (1654 — 11705). Bernoulli levou mais de vinte anos para provar a
férmula matematica, que foi publicada em seu livro “A Arte da Conjectura” (Ars Conjectandi) por
seu sobrinho Nicolau Bernoulliem 1713. Bernoulli afirmou que quanto maior o nimero de tenta-
tivas (repeticdes do experimento), mais a proporcao de tentativas bem-sucedidas (frequéncia
relativa de ocorréncia do evento de interesse) se aproxima de p (probabilidade do evento de
interesse ocorrer).
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Figura 1.16: Jakob Bernoulli (1654-1705)

Veja na figura 1.17 uma ilustracao da Lei dos Grandes NUmeros na qual mostra-se uma simula-
cao do lancamento de uma moeda honesta (probabilidades iguais de cara e coroa) 1000 vezes.
Os gréficos ilustram a frequéncia relativa de caras, ou seja, nimero de caras obtidas sobre o
numero de lancamentos da moeda (eixo vertical) em funcdo do niimero de lancamentos da
moeda (eixo horizontal). A linha horizontal indica o valor % = 0,5, a probabilidade tedrica de
ocorrer cara para uma moeda honesta. Observe como rapidamente a frequéncia relativa se
aproxima do valor 3.

1000 langamentos

Frequéncia relativa de caras

T T T T
400 600 800 1000

Namero de lancamentos da moeda

Figura 1.17: Simulacao do lancamento de uma moeda honesta 1000 vezes com destaqgue para
0s 100 primeiros lancamentos da moeda.



100 langamentos

Frequéncia relativa de caras
1
1
1
1
1
1
o |
.3
|
|
1
1
1
L

T T T T
40 60 80 100

Namero de lan¢camentos da moeda

Figura 1.18: 100 primeiros lancamentos da moeda com destaque para os 10 primeiros lanca-
mentos

10 langamentos

08

06
I

Frequéncia relativa de caras
T
1
1
1

02
|

Namero de lan¢camentos da moeda

Figura 1.19: 10 primeiros lancamentos da moeda

Observe que nesta simulacao ocorreu cara no primeiro lancamento da moeda de tal modo que a
frequénciarelativade carasinicial é 1. Além disso, nota-se que nas repeticdes iniciais a frequén-
ciarelativa de caras oscila muito mais, no entanto, rapidamente ela se aproxima de 0,5 com uma
oscilacao desprezivel.

Observando a figura 1.19, o que vocé diria que ocorreu (cara ou coroa), no terceiro lancamento
da moeda? Por qué?
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Interpretacao subjetiva de probabilidade

Na interpretacao subjetiva de probabilidade, probabilidades de eventos sao designadas de
acordo com a experiéncia que o pesquisador tem sobre o fendmeno em investigacao. No pri-
meiro exemplo desta secdo (queda de um corpo celeste) pode-se dizer que adotou-se a in-
terpretacao subjetiva quando atribui-se uma probabilidade pequena, préxima de zero, para o
evento “nao cair”.

Uma critica a esta interpretacdo é a de que pessoas diferentes podem atribuir probabilidades
diferentes para um mesmo evento. No entanto, observe que as outras duas interpretacdes
também sdo subjetivas.

O importante, quando adota-se a interpretacao subjetiva, é ter coeréncia. Por exemplo se sa-
bemos que um evento A ocorre com frequéncia quatro vezes maior do que um evento B, entao
P(A)=4-P(B).

Se temos a percepcao de que é mais provavel que certo evento ocorra do que ele nao ocorra,
atribuimos a ele uma probabilidade maior do que 0,5. Por outro lado, se temos a percepcao
de que é menos provavel que certo evento ocorra do que ele ndo ocorra, atribuimos a ele uma
probabilidade inferior a 0,5. Se temos a percepcao de que nao existe favorecimento entre a
ocorréncia ou nao de certo evento, ou mesmo se ndo sabemos nada sobre ele, atribuimos a ele
uma probabilidade de 0,5. Arazdo pela qual usamos o valor 0,5 como referéncia se dé pelo fato
de que 0,5 é exatamente o centro da escala da probabilidade que variade 0 a1(0 a100%) como
sera formalizado na secdo Organizando: Probabilidade - regras basicas e propriedades.



=== \ssll CONCEITOS BRASICOS

Espaco amostral nao é tnico!

(

Considere as familias com trés filhos no bairro onde vocé mora. Suponha que deseja-se calcu-
lar probabilidades do tipo: “qual a probabilidade de que uma dessas familias com trés filhos
tenha dois meninos e uma menina?".

a) Construaum espaco amostral adequado para calcular esta probabilidade, considerando
as possiveis sequéncias de nascimentos dos trés filhos na familia.

b) Construa um outro espaco amostral, considerando a quantidade de meninas em cada
casal de trés filhos.

Avaliando probabilidades a partir de um histograma

(

No capitulo Medidas de posicao e dispersao foram trabalhados os dados sobre 0s 100 melho-
res tempos atingidos na Maratona de Nova lorque (2017) para as categorias homens e mulhe-
res. Na figura 1.21, apresenta-se um histograma construido para os 100 melhores tempos na
maratona de Nova lorque (2017) para a categoria homens, apds a conversao destes tempos
para minutos.

Histograma dos 100 melhores tempos na categoria
Maratona de Nova lorque - 2017
o (24)

2

20

éncia absoluta
15

10

frequ
5 g

130 136 142 148 153 160
tempos em minutos

Figura 1.21: Histograma dos 100 melhores tempos para homens na Maratona de Nova lorque
(2017), destacando a frequéncia absoluta de cada intervalo de classe.

Na tabela 1.1 sdo apresentados os intervalos de classe e suas respectivas frequéncias, usa-

Objetivos Especificos

Espaco amostral nao é tnico!

Reconhecer a nao unicidade do espaco amostral.

Sugestoes e discussoes

~
Espaco amostral nao é tnico!

Nesta atividade pretende-se discutir com o aluno a nao unicidade do
espaco amostral. Esta discussao é importante, pois dependendo da
forma como o espaco amostral é especificado, pode-se ter eventos
elementares que sao equiprovaveis ou nao. Além disso, algumas re-
presentacdes do espaco amostral de um experimento poderdao respon-
der a mais perguntas do que outras. Por exemplo, no primeiro item,
a discriminacao de todas as sequéncias possiveis de ordem de nasci-
mentos permite responder perguntas sobre o sexo do filho mais velho,
etc. J& no segundo item, perguntas deste tipo nem sempre podem ser
respondidas.

J

Nota 2

Objetivos Especificos

Avaliando probabilidades a partir de um histograma

Avaliar probabilidades de eventos usando dados quantitativos coleta-
dos, representados em um histograma e em uma tabela de frequén-
cias.

Sugestoes e discussoes

Avaliando probabilidades a partir de um histograma

~

A partir de dados coletados e representados por meio de um histo-
grama, os alunos deverdo responder perguntas referentes a probabili-
dades de certos eventos e para isso deverao usar a nocao frequentista
de probabilidade.

J
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CAPITULD

PROBABILIDADE

Solucao: Avaliando probabilidades a partir de um histograma

Para responder as questdes desta atividade seré usada a interpretacao
frequentista de probabilidade.

a) Pela tabela de frequéncias observa-se que 19 tempos de chegada
dos 100 melhores estao no intervalo dado, portanto, a probabilidade
serd - = 0,19.

b) Pela tabela de frequéncias observa-se que ha 1002419 = 57 tempos
de chegada entre os 100 melhores que sao inferiores a 154,0 minutos.
Portanto a probabilidade serd % = 0,57. A resposta poderia ser
obtida também, somando-se as frequéncias dos intervalos de classe
doinicioaté ointervalo [151,0; 154,0[: 7+4+1+2+4+4414+421 = 57,
obtendo-se 0,57 como probabilidade.

c) Pela tabela, vemos que 152,5 minutos ndo é extremo de intervalo na
construcao apresentada, desse modo podemos concluir que a pro-
babilidade solicitada serd um ndmero no intervalo ]0,43;0,64[. Ob-
serve que 152,5 estd no intervalo [151,0;154,0[ de comprimento 3,
cuja frequéncia absoluta é 21. Observe também que o subintervalo
[152,5;154,0[ de [151,0; 154,0] tem comprimento 1,5. Usando a supo-
sicao de proporcionalidade da frequéncia em cada intervalo por uni-
dade de comprimento do intervalo, podemos a aproximar a frequén-

cia do subintervalo por 21 x 1—35 = 10,5. Logo, a probabilidade sera
obtida por 2242419 — 335 — 535 que de fato é um nimero no

intervalo inicialmente obtido.

d) Pela tabela, nem 152,5 nem 158,0 sdo extremos de intervalo, po-
rém podemos obter um limite superior para a probabilidade solici-
tada, que neste caso sera um ndmero menor do que 0, 64 (%).

Para um valor pontual, serao necessarias duas aproximacoes de

frequéncias. A primeira no intervalo [152,5;154,0[ j& realizada no

item anterior que foi aproximada para 10,5. A frequéncia do inter-
valo [154,0;157,0[ & 24. Para o intervalo [157,0; 158,0[ calcularemos
uma frequéncia aproximada, usando o argumento da proporciona-
lidade. O intervalo [157,0;160,0[ tem comprimento 3 com frequén-
cia 10, entdo, uma aproximacao para o subintervalo [157,0; 158,0] de
[157,0;160,0] de comprimento 1 é dada por 19 x % ~ 6,3. Assim, a

" . 10,542446,3 _ 40,8 _
probabilidade sera =45~ = 157 = 0,408.

Objetivos Especificos

Leis de De Morgan

Reconhecer propriedades importantes de operacdes com conjuntos,
envolvendo unido, intersecao e complementacao.

Nota 3

dos na construcao do histograma da figura 1.21. Os intervalos considerados sao fechados a
esquerda e abertos a direita.

Frequéncia

Intervalo de classe Frequéncia Relativa

Absoluta
[130,0;133,0[ 7 0,07
[133,0;136,0[ 4 0,04
[136,0;139,0[ 1 0,01
[139,0;142,0[ 2 0,02
[142,0; 145,0[ 4 0,04
[145,0; 148, 0[ 4 0,04
[148,0;151,0( 14 0,14
[151,0;154,0( 21 0,21
[154,0;157,0( 24 0,24
[157,0; 160, 0[ 19 0,19

Tabela 1.1: Distribuicdo de frequéncias dos 100 melhores tempos na categoria homens da ma-
ratona de Nova lorque (2017)

Suponha que o comportamento dos 100 melhores tempos para homens na Maratona de Nova
lorque (2017) represente bem os 100 melhores tempos para homens em qualquer Maratona
de Nova lorque.

Com base nessa suposicao, estime a probabilidade de que na préxima maratona de Nova lor-

que o tempo de conclusao da corrida, entre os 100 melhores na categoria homens,

a) ocorra entre 157,0 e 160,0 minutos;
b) sejainferior a 154,0 minutos;
c) seja superior a 152,5 minutos;

d) caia entre 152,5 e 158 minutos.

Observacdo: Para responder os dois Ultimos itens, suponha, em cada intervalo, que as
frequéncias obervadas sdo proporcionais aos comprimentos dos intervalos, para poder
avaliar frequéncias em subintervalos.

Leis de De Morgan
r

Verifique, usando diagrama de Venn, as seguintes igualdades, conhecidas como as Leis de De
Morgan. Sejam A e B dois conjuntos, entao

AN
|
&l

NB=AU

)
)

|
o/

b

N

UB=AnN




Distributividade
.

Verifique, usando os diagramas de Venn na figura 1.22, a propriedade distributiva da operacao
de unido com a intersecao de dois conjuntos.

(ANB)UC = (AUC)N(BUC)

B C B C

N J N J
Figura 1.22: Diagramas de Venn com trés conjuntos: A, Be C

Objetivos Especificos

Distributividade

Verificar a propriedade distribuitiva da operacao de intersecao de con-
juntos com a operacao de uniao de conjuntos.

Sugestodes e discussoes

Distributividade

Dois diagramas de venn sao apresentados. A ideia é realizar a verifica-
cao pintando os diagramas conforme a operacao a esquerda e a direita
da igualdade, para concluir que se referem ao mesmo conjunto.

Solucao: Distributividade

Figura 1.20: Diagramas de Venn: (AN B)UC = (AUuC)Nn(BUCQC)

No diagrama da esquerda tem-se em amarelo a regiao indicada pela ex-
pressao a esquerda naigualdade a ser verificada. No diagrama da direita
tem-se A U C em listras vermelhas, B U C em listras azuis. A regido
da intersecao dos dois é a que contém listras azuis e vermelhas e esta
destacada na cor cinza. Observe que é a mesma regido em amarelo do
diagrama da esquerda.
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Regras Basicas e Propriedades

Esta secao da unidade tematica de Probabilidade tem como objetivo principal apre-
sentar uma definicao matematica de probabilidade, independente das interpretacdes
apresentadas na secdo 1, conhecida como definicao axiomatica da probabilidade. Os
axiomas dessa definicao serao, no livro, chamados de regras basicas da probabilidade,
a saber,

a) a probabilidade de um evento é um ndmero ndo-negativo,

b) a probabilidade do evento certo (espaco amostral) é 1 (Dizemos que um evento
ocorreu, se o resultado observado for um dos elementos do evento. Observe que
sempre ocorrera um elemento do espaco amostral que contém todos os resultados
possiveis, por essa razao, ele costuma ser chamado de evento certo. Lembre-se que
todo conjunto é subconjunto de si proprio e, portanto, o espaco amostral pode ser
considerado como um evento, assim como o conjunto vazio.),

c) dados dois eventos disjuntos Ae B (AN B = ), a probabilidade da unido dos dois
é dada pela soma das probabilidades P(A) + P(B). De fato, na definicdo formal de
medida de probabilidade, este terceiro axioma deve incluir uma colecao enumeravel
de eventos dois a dois disjuntos tal que a probabilidade da unido enumeravel desses
eventos é dada pela soma enumeravel das probabilidades de cada um deles. Este
axioma é chamado axioma da sigma-aditividade da probabilidade. No entanto, enten-
demos que nesse nivel de ensino, ndo sera necessario apresentar a definicdo axioma-
tica completa. Este Ultimo axioma, sera estendido para unides disjuntas (uniées de
eventos disjuntos) de um nimero finito de eventos disjuntos dois a dois.

Alintroducao da definicao axiomatica da probabilidade, a mesma sera considerada sob
cada uma das interpretacOes trabalhadas na secao inicial da unidade, de modo que na
interpretacao classica, obteremos a probabilidade de um evento como a razao do nd-
mero de elementos do evento sobre nimero de elementos do espaco amostral; na
interpretacao frequentista, obteremos a probabilidade de um evento como a frequén-
cia relativa de ocorréncia desse evento quando repetimos o experimento um grande
ndmero de vezes sob as mesmas condicdes e na interpretacao subjetiva destacare-
mos a importancia de sermos coerentes com os axiomas, no sentido de nao atribuir
probabilidades maiores que 1 ou negativas, lembrando também do axioma 3. 0 mais
importante nessa discussdo é perceber que em gualquer uma delas valerdo os trés
axiomas.

Em seguida trabalharemos com propriedades derivadas dos axiomas, a saber,

a) a probabilidade do evento vazio (P(f) = 0),
b) a probabilidade do evento complementar (P(A) = 1 — P(A)),
c) se AC B,entdo P(A) < P(B)e

d) a probabilidade da unido de dois eventos quaisquer (P(AU B) = P(A) + P(B) —
P(ANB)).

Nesta secao, serd introduzida, embora de forma superficial, a questdo da modelagem
probabilistica de um fenémeno, a partir de levantamento de dados. O intuito € mostrar
como podemos usar dados de pesquisas para avaliar probabilidades. Basicamente,
uma distribuicao de frequéncias sera usada para calcular probabilidades. Reforca-se
a importancia de, em tais situacdes, sempre destacar a suposicao de que os dados

observados refletem bem o comportamento da populacao cujas probabilidades ou
estimativas serao calculadas a partir dos dados observados.

A secao é encerrada trabalhando-se com a nocao de probabilidade geométrica para
espacos amostrais continuos. Nesse caso especifico é importante frisar que es-
tamos considerando como espacos amostrais continuos conjuntos infinitos nao-
enumeraveis para 0s quais estao definidas medidas de comprimento ou area ou vo-
lume. Além disso, também estamos considerando que o modelo uniforme de proba-
bilidade (funcdo de densidade de probabilidade constante) é adequado para esses
espacos. E claro que para o aluno, bastard mencionar que um ponto desse espaco
serd escolhido ao acaso de modo que subconjuntos de igual comprimento ou area
ou volume do espaco amostral sao equiprovaveis. Nesses casos, dependendo da di-
mensao do espaco amostral (1, 2 ou 3), probabilidades serdo calculadas como razao
de comprimentos ou dreas ou volumes, respectivamente, observando-se a validade
das regras basicas da probabilidade apresentadas no inicio da secao. E importante
explorar nesse contexto as situacdes de eventos com infinitos elementos, mas cuja
probabilidade é zero. Por exemplo, se 0 espaco amostral é um circulo de raio R, a pro-
babilidade de sortearmos um ponto de um diametro fixado serd zero, pois a medida
da area definida pelo diametro é nula.

Sao objetivos especificos da secao 2:

OE 6 - Definicao axiomatica - Aplicar as regras basicas da probabilidade nas diferen-
tes interpretac®es de probabilidade.

OE 7 - Definicao axiomatica - Aplicar as regras basicas da probabilidade para obter as
regras da probabilidade do evento complementar e a probabilidade da uniao de dois
eventos (propriedades da probabilidade).

OE 8 - Modelagem probabilistica - Avaliar, ainda que de forma incipiente, modelos
para fendmenos aleatérios.

OE 9 - Aplicacao - Aplicar as regras basicas da probabilidade em espacos amostrais
continuos (probabilidade geométrica).
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S EuSE\nEl REGRAS BASICAS E PROPRIEDADES

No inicio do século XX, o matematico russo Kolmogorov, como ja comentado na secao Explo-
rando: Probabilidade - conceitos basicos, estabeleceu regras basicas para a probabilidade que
independem da interpretacao adotada, possibilitando assim, a construcao de uma teoria mate-
matica de probabilidade.

De maneira simplificada, essas regras basicas serdo apresentadas a seguir.

Seja S um espaco amostral. Uma probabilidade é uma funcao P que associa a cada subconjunto
de S (evento) um nimero real, tal que

B ela é sempre um nimero nao negativo,
B aprobabilidade do evento certo éigualal e,

B dados dois eventos disjuntos, a probabilidade da unido dos dois é dada pela soma das
probabilidades individuais.

Em simbolos, essas regras podem ser apresentadas da seguinte forma:

B P(A) > 0qualquer que seja A C S, ou seja, a probabilidade de qualquer evento A é um
nlmero ndo-negativo.

B P(S)=1,ouseja, aprobabilidade do evento certo é igual a 1.

B Se A, B C Scom A e B eventos disjuntos (AN B = (), entdo P(AU B) = P(A) + P(B).

Censo Educacao Fisica Atividade B8

Em uma escola de Ensino Médio ha dois turnos: manha e tarde. No turno da manha ha 450
alunos e, no turno da tarde, 350 alunos. Os professores de Educacao Fisica realizaram um
censo para saber se os alunos da escola praticavam algum tipo de atividade fisica regular
fora do periodo escolar. A pergunta principal do questionario da pesquisa foi:

.

Qual é a sua atividade fisica principal fora do periodo escolar? Marque apenas uma opcdo.

() Nao pratica () Futebol () Outra

Na tabela 1.2 estao os resultados obtidos.

Objetivos Especificos

Censo Educacao Fisica

Aplicar as regras basicas da probabilidade, usando a interpretacao fre-
quentista de probabilidade.

Sugestoes e discussoes

Censo Educacao Fisica

Aplicar as regras basicas da probabilidade para obter as regras da pro-
babilidade do evento complementar e da probabilidade da unido de
dois eventos quaisquer.
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CAPITULD

PROBARBILIDARDE

Solucédo: Censo Educacao Fisica

270 240 150
a) P(4) = g5 = 03375, P(B) = o = 03, P(C) = oo = 01875 e
14
P(D) = 7808 = 0,175.

b) De fato, S = AUBUC UD, com A, B,C e D dois a dois disjuntos.
1= P(S)=P(AUBUCUD) = P(A)+P(B)+P(C)+P(D) = 0,3375,
0 que era de se esperar em funcao das regras basicas da probabili-
dade.

c) Observe que podemos usar a interpretacao cldssica de probabili-
dade, considerando cada aluno da escola igualmente provavel de
ser escolhido. Como queremos a probabilidade de que o aluno pra-
tique algum tipo de atividade fisica regular fora do periodo escolar,
devemos contar quantos sao estes alunos. Uma maneira mais sim-
ples de contar estes alunos é calcular a diferenca entre o total de
alunos (800) e o nimero de alunos que nao praticam atividade fi-
sica (270), obtendo-se 530. Logo, a probabilidade solicitada é dada
por % = 0,6625. € claro que também poderfamos somar os niime-
ros de alunos que praticam cada um dos tipos de atividade fisica:
240 + 150 + 140 = 530. Mas, observe que a contagem obtida pelo
calculo da diferenca entre o total e o nimero de alunos que nao pra-
ticam atividade fisica foi mais simples: 800270 = 530.

d) Sejam os eventos B: “jogar futebol” e M: “ser do turno da manha".
Observe que BN M C B tal que o nimero de elementos da interse-
cdo € menor ou igual ao nimero de elementos de B de modo que o
evento B parece ser mais provavel do que o evento BN M. Olhando
os dados, temos que a probabilidade de que o aluno jogue futebol é
dadapor P(B) = %g = 0,3 eaprobabilidade de jogar futebole ser do
turnoda manhaé P(BNM) = % = 0,2. Logo, é mais provavel esco-
lher um aluno que jogue futebol do que escolher um aluno do turna
da manha que jogue futebol. Essa é uma propriedade importante da

probabilidade: se A C B, entdo P(A) < P(B).

e) Chamando de E o evento “praticar outra atividade diferente de fute-
bol" e T o evento "ser do turno da tarde’, queremos calcular P(EUT).
Da tabela de dados temos que o total de alunos que praticam outra
atividade diferente de futebol é 150 + 140 = 290 e o total dos alu-
nos do turno da tarde é 350. No entanto, a soma 290 + 350 = 640
é superior ao nimero de alunos que tem pelo menos uma dessas
duas caracteristicas. Isso ocorre pois nos dois totais considerados,
estamos contando os alunos que tém simultaneamente as duas ca-
racteristicas. Logo, devemos subtrair de 640 o valor 70 + 70 = 140
que representa o total de alunos que pratica outra atividade e € ao
mesmo tempo do turno da tarde. Portanto, podemos escrever que

290 350 140 500

— = 0,625

P(EUT) = P(E)+P(T)~P(ENT) = Zostoos— o0 = oo

Atividade Fisica Manha Tarde Total |

N&o pratica 140 130 270
Futebol 160 80 240
Natacao 80 70 150
Outra atividade 70 70 140
Total 450 350 800

Tabela 1.2: Distribuicao de frequéncias por atividade, segundo o turno.

Um aluno desta escola sera escolhido ao acaso.

a) Considere os eventos A:"o aluno escolhido ndo pratica atividade fisica", B:" o aluno es-
colhido pratica Futebol como atividade fisica principal’, C: "o aluno escolhido pratica
natacao” e D ::"o aluno pratica outro tipo de atividade fisica principal”. Determine a pro-
babilidade de cada um desses eventos.

b)

)

d) O que é mais provavel: que o aluno escolhido seja do turno da manha e jogue futebol ou
que o aluno jogue futebol?

e) Qual é a probabilidade de que o aluno escolhido seja do turno da tarde ou pratique ati-
vidade fisica diferente de futebol, isto é, que o aluno escolhido tenha pelos menos uma
dessas duas caracteristicas?

Observe que o espaco amostral nesse experimento corresponde a uniao dos eventos
considerados no item anterior. Calcule a soma das probabilidades determinadas noitem
anterior. O resultado obtido é compativel com a segunda regra basica, a saber, P(S) = 1?7
Por qué?

Qual é a probabilidade de que este aluno pratique algum tipo de atividade fisica regular
fora do periodo escolar?




m s \r4E\nlsl REGRAS BASICAS E PROPRIEDADES

A Ultima regra basica é chamada propriedade aditiva da probabilidade para eventos disjuntos
e, de fato, é um caso particular da propriedade de aditividade da probabilidade.

Suponha trés eventos A, B e C disjuntos2a2,ouseja, ANB=ANC=BNC = (. Aregrada
aditividade para a unido destes trés eventos resultard em P(AUBUC) = P(A)+ P(B)+ P(C).

S
N

\B )

Figura 1.23: Trés eventos A, B e C disjuntos dois a dois ilustrados no diagrama de Venn

A propriedade de aditividade da probabilidade para eventos disjuntos vale para qualquer cole-
cao de eventos disjuntos 2 a 2.

Interpretacoes da probabilidade e as regras basicas

Como determinar probabilidades sob cada uma das interpretacdes apresentadas na secao Or-
ganizando as ideias: Probabilidade - conceitos basicos, considerando as regras basicas?

Interpretacao classica

EXEMPLO 1 \

Considere o lancamento de um dado honesto (todas as faces ocorrem com probabilidades
iguais). Neste caso o espaco amostral é dado por

S ={1,2,3,4,5,6} e, os eventos elementares, sdo dados por
Ay = {1}, Ay = {2}, Ay = {3}, Ay = {4}, A; = {5} e Ag = {6}

Faca P(4;) =k,i=1,2,3,4,5,6.

Observeque S = A; U Ay U A3 U Ay U A5 U Ag e que 0s eventos Ay, Ag, Az, Ay, As e Ag sao
disjuntos.

Usando as regras basicas, tem-se

1
Logo, k = —.
0go 5
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CAPITULD

PROBARBILIDARDE

De modo mais geral, sob a interpretacdo classica na qual o espaco amostral S é finito e todos
0s eventos elementares sdo equiprovaveis, se o nimero de elementos do conjunto S én,n € N,

1
entao a probabilidade de um evento elementar é dada por —.
n

#(A)

, em que a notacdo #(A) representa o nimero de

Nesse caso, se A C S tem-se P(A) =
elementos do conjunto A.

Observacao Usando a interpretacao classica, na qual o espaco amostral S € um conjunto

finito e todos os eventos elementares sdo equiprovaveis, tem-se P(A) = %.

Observe que as regras basicas sao satisfeitas, pois

a) P(A) = m > 0, qualguer que seja A C S;
_#S) _
b) P(S) = £05) le,

c) se ANB =), tem-se que #(AUB) = #(A)+#(B) talque P(AUB) = P(A)+ P(B).

Atencao: Antes de sair usando essa interpretacao, é necessario verificar se a suposicao
de eventos elementares equiprovaveis é adequada. Por exemplo, vimos no item b) da
atividade Espaco amostral ndo é Unico, que S = {0,1,2,3} com quatro elementos. No
entanto, esses elementos ndo sao igualmente provaveis, pois 0s eventos elementares
{1} e {2} s&o trés vezes mais provaveis de ocorrer comparados aos eventos elementares

{0} e {3}.

Interpretacao frequentista

Na interpretacao frequentista atribuem-se probabilidades, usando-se as frequéncias relativas
de ocorréncia do evento depois de observar o mesmo experimento um grande nimero de ve-
zes. Também podemos perceber com esta interpretacao, que as regras da probabilidade valem,
pois uma frequéncia relativa é sempre um nimero ndo-negativo. Se considerarmos o evento
certo, é claro que sua frequéncia relativa de ocorréncia sera sempre 1, independente até da
qguantidade de vezes na qual o experimento é repetido. Finalmente, dados dois eventos disjun-
tos, a frequéncia relativa de ocorréncia da uniao dos dois seré dada pela soma das frequéncias
relativas dos dois.



Interpretacao subijetiva

A validade das regras basicas na interpretacao subjetiva de probabilidade depende de coerén-
cia com as regras basicas, quando se atribuem probabilidades. Por exemplo, para um espaco
amostral S finito, as probabilidades atribuidas aos eventos elementares ndo devem ser valores
foradointervalo [0, 1]. Além disso, a soma das probabilidades dos eventos elementares devera
seriguala l.

Propriedades da probabilidade

A seguir, serao enumeradas algumas propriedades Uteis no calculo de probabilidades. Estas
propriedades sao consequéncias das regras basicas da probabilidade.

Propriedade 1 A probabilidade do evento vazio (0) é zero.

Esta propriedade é obtida das regras basicas P(S) = 1 e aditividade da probabilidade para
eventos disjuntos, lembrando que SU0 = Se SNO = 0.

Observe que de fato é natural que a probabilidade do evento vazio seja zero, pois um evento
vazio nunca ira ocorrer.

Propriedade 2 A probabilidade de um evento A pode ser calculada por P(A4) =1 — P(A).

Muitas vezes pode ser complicado calcular diretamente a probabilidade de um evento. Uma
possivel simplificacao sera calcular a probabilidade do evento complementar. Um exemplo co-
mum, é o problema dos aniversarios que sera apresentado na secao Praticando: Probabilidade
- regras basicas e propriedades. Uma aplicacdo desta propriedade esta ilustrada no item c) da
atividade Censo Educacao Fisica.

Propriedade 3 Dados A e B eventos em um espaco amostral S tais que A C B (A esta contido
em B), entéo P(A) < P(B).

Essa propriedade, ilustrada no item d) da atividade Censo Educacéo Fisica, pode ser obtida a
partir das regras basicas: como A C B, podemos escrever o evento B como a unido de dois
eventos disjuntos, a saber, B = AU (BN A). Veja uma ilustracdo na figura 1.24.

S
e N

(S J

Figura1.24: B = AU (AN B) como a unido de dois eventos disjuntos
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PROBABILIDADE

Assim, usando a regra de que toda probabilidade é um niimero nao-negativo e a regra basica

de aditividade da probabilidade, tem-se
P(B)=P(AU(ANB)) = P(A) + P(ANB) > P(A)

—_————
>0

Propriedade 4

P(AuB) = P(A)+ P(B)— P(ANB), quaisquer que sejam os eventos A e B de um espaco
amostral S.

Essa propriedade, utilizada no item e) da atividade Censo Educacédo Fisica, pode ser obtida,
escrevendo-se o evento A U B como a uniao de dois eventos disjuntos, a saber, AU B =
AU (AN B).

Veja uma ilustracao na figura 1.25.

AUB

Figura 1.25: A U B como uma unido de dois eventos disjuntos: AU (AN B)

Assim, P(AU B) = P(A) + P(AN B), pois Ae AN B s&o disjuntos.

Mas, como B = (AN B)U (AN B) e os eventos AN B e AN B sdo disjuntos, segue que P(B) =
P(AN B) + P(AN B) (Veja a figura 1.26).

- /

Figura 1.26: B como a uniao de dois eventos disjuntos.

Logo, podemos escrever P(AN B) = P(B) — P(AN B) tal que
P(AuB)=P(A)+ P(B)— P(ANnB)
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0 problema dos bodes
.

Em um programa de televisao semanal, um jogo oferece como prémio um automével a um es-
pectador escolhido da plateia. O candidato a ganhar o automével é convidado pelo apresen-
tador do programa a escolher uma entre trés portas idénticas, atras das quais ha um carro
em uma delas e, nas outras duas, hd um bode em cada uma.

Figura 1.27: Problema dos bodes

Depois de o candidato escolher a porta, o apresentador, que sabe o que tem atrds de cadauma
delas, abre uma das portas nao escolhidas, mostrando que atras dela tem um bode. Entao, o
apresentador oferece ao candidato decidir entre manter sua escolha inicial ou trocar de porta.

Qual deve ser a melhor estratégia para o candidato (trocar ou ndo trocar de porta) de modo
que a sua probabilidade de ganhar o automoével seja a maior possivel?

Jogo de dardos
%

No jogo de dardos o vencedor é quem zera os seus pontos mais rapidamente. VVocé comeca,
por exemplo, com um total de 200 pontos. A cada lancamento do dardo, dependendo do lo-
cal atingido, vocé ganha uma certa pontuacao que é descontada do seu total. Se vocé for o
primeiro a zerar, serd o vencedor do jogo.

Quanto mais préximo do centro do tabuleiro de dardos (um tabuleiro circular conforme a fi-
gura 1.28), mais pontos vocé ganha.

Suponha que voceé seja suficentemente experiente de modo que todos os seus lancamentos
atingem o tabuleiro de dardos.

Objetivos Especificos

Calcular a probabilidade de um evento considerando duas estratégias
distintas.
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O problema dos bodes
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Sugestoes e discussoes

Nesta atividades as interpretacfes classica e frequentista podem ser
usadas. De fato, a nocdo frequentista de probabilidade é usada mui-
tas vezes para validar a suposicao de equiprobabilidade de eventos
elementares. Este problema gerou muita polémica nos anos 1990 do
século XX e é conhecido como problema de Monty Hall (incluir refe-
réncia). Neste link é possivel visualizar uma simulacao do problema.
(incluir link)

O problema dos bodes

Uma sugestdo para lidar com esta atividade é realizar a simulacdo do
programa de televisao em sala de aula. Peca a turma para se dividir
em dois grupos: um que adotara a estratégia de nunca trocar a esco-
lhainicial e, o outro, de sempre trocar. A cada simulacado do jogo devera
ser registrado, em dada grupo, se houve vitéria ou derrota. Esta simu-
lacao pode ser feita com trés cartas de versos idénticos, por exemplo.
Sugere-se repetir a simulacao pelo menos 30 vezes em cada grupo. No
final compare com os alunos a frequéncia de vitérias em cada grupo e
depois discuta sobre a melhor estratégia.

Caso esteja disponivel internet e projetor, neste link sera possivel si-
mular varias partidas do jogo e ir registrando os resultados em cada
equipe.

.
Solucao: O problema dos bodes

A melhor estratégia serd trocar de porta. Observe que inicialmente, o
candidato tem probabilidade 1/3 de escolher a porta com o carro e 2/3
de escolher uma porta com umbode. Assim, se a estratégia do candidato
for manter a escolha inicial, sua chance de ganhar o carro sera 1/3.

Por outro lado, se a estratégia do candidato for trocar de porta, sua
chance de ganhar o carro serd %: se ele escolher a porta que tem o carro
(com probabilidade %) e trocar de porta ele nao ganhara. No entanto se
ele escolher uma porta com bode (cuja probabilidade é %) e trocar de
porta, ele ganhard. Logo, sob a estratégia “trocar de porta", a probabili-
dade de ganhar o carro é %

Veja neste link uma simulacao deste problema



https://www.geogebra.org/m/Ec9xubPJ
https://www.geogebra.org/m/Ec9xubPJ

CAPITULD

PROBABILIDADE

Objetivos Especificos

Jogo de dardos

Calcular probabilidades de eventos em situacfes cujo espaco amostral
é uma regiao do plano, estendendo a nocao classica de probabilidade
para um espaco amostral ndo discreto.

Sugestoes e discussoes

Jogo de dardos

O objetivo desta atividade é estender a nocao de probabilidade para
uma situacao envolvendo um espaco amostral nao discreto e induzir a
nocao de probabilidade geométrica como razao de areas em que uma
regido de area bem definida e finita do plano é fixada como o espaco
amostral e, 0s eventos sao tomados como sub-regides de drea bem de-
finida do espaco amostral. A situacao a ser tratada aqui é bem restrita,
pois usara a nocao classica de probabilidade, adotando a suposicao de
sub-regides do espaco amostral de areas iguais tém probabilidades
iguais.

Note que a frase “Suponha que vocé seja suficientemente experiente
de modo que sempre atinja o tabuleiro de darodos” especifica que o
espaco amostral resume-se ao tabuleiro de dardos.

J

Figura 1.28: Tabuleiro de jogo de dardos

Suponha que a medida do raio do tabuleiro de dardos seja 20cm e que a medida do menor raio
(circulo em verde no centro do tabuleiro) seja 5cm, e que 0s acréscimos de comprimento do
raio nas faixas branca, verde e branca do tabuleiro sejam iguais a 5cm. A moldura em preto
nao faz parte do alvo. Suponha também que atingindo o

circulo de raio 5cm (em verde), vocé ganha 100 pontos;
o anel cicular mais préximo ao centro (em branco), vocé ganha 50 pontos;

o anel circular em verde subsequente, vocé ganha 20 pontos e

a anel circular mais externo (em branco), vocé ganha 10 pontos.

Observe que, neste caso, nao é possivel usar a interpretacao classica de probabilidade, pois
existem infinitos eventos elementares. No entanto, é razoavel supor uniformidade de pro-
babilidades se, de fato, o jogador acerte em qualquer ponto do tabuleiro de dardos ao acaso.
Neste espaco amostral, o circulo de raio 20cm, se os pontos sao obtidos ao acaso, ao conside-
rar regides de mesma area, contidas no circulo, as probabilidades de se obter pontos nestas
regides devem ser iguais.

Assim, calcula-se a probabilidade do dardo cair numa regido dentro do circulo como o quoci-
ente entre a medida da area da regido sobre a medida da &rea do circulo (espaco amostral),
isto é, se

B Area de A

A C S,entdo P(A) = =
Areade S



Figura 1.29: Exemplo de um evento A no tabuleiro de dardos

Observacoes:

B Nesta situacao, a probabilidade do dardo atingir um ponto fixado no circulo seré sempre
zero, pois a medida de drea correspondente a um ponto é nula.

B Estaforma de calcular probabilidades costuma ser denominada como probabilidade ge-
ométrica e pode ser considerada como uma extensao da interpretacao classica de pro-
babilidade para espacos amostrais representados por uma regidao do plano com area de-
finida. Esta mesma nocao podera ser usada para espacos amostrais representados por
intervalos da reta limitados de comprimento definido, neste caso, calculando-se proba-
bilidades como uma razao de comprimentos de intervalos.

Calcule a probabilidade de que em um lancamento vocé ganhe

a) exatamente 100 pontos;
b) exatamente 20 pontos;
c) no maximo 50 pontos.

d) Suponha também que pode ser combinado, antes do inicio do jogo, conceder um bdnus
adicional de 10% da pontuacao, se o dardo atingir o semicirculo, destacado na figura 1.28.
Calcule a probabilidade de que em um lancamento vocé atinja

i) o semicirculo destacado ou uma faixa de exatamente 50 pontos;

ii) o semicirculo destacado e uma faixa de pelo menos 20 pontos.

Solucao: Jogo de dardos

a) Para ganhar 100 pontos o dardo deve cair no circulo menor de raio
5cm (em verde). Logo,

- 52 1
T~ 0,0625

P(A) = - 202~ 16

b) Para ganhar 20 pontos o dardo deve cair no anel circular verde mais
externo. Logo, usando a definicao

P(B) - dreade B (152 —10%) 125
~dreadeS  w-202 400

= 0,3125

c) Para ganhar no méximo 50 pontos, o dardo deve cair em qualquer
ponto exceto no circulo menor em verde onde se ganha 100 pontos.
Logo, usando a propriedade que explicita a probabilidade do evento
complementar,

P(C) = P(A) =1— P(A) = 1 — 0,0625 ~ 0,9375

d) Considerando o semicirculo destacado na figura 1.28:

i) A regido que determina o evento de interesse é a reuniao de
duas regides, a saber, o semicirculo (A) e o anel circular corres-
pondente a faixa de 50 pontos (B). Logo, usando a propriedade
da probabilidade da uniao de dois eventos tem-se

P(AuB)=P(A)+P(B)—-P(ANB)

LT (10> =5%)  (n/2)-(10* = 5°)
- 202 - 202
5 ﬁ =~ 0,59.

400 800

N =N =

i) Aregido que determina o evento de interesse (D) corresponde

. , 1 7-15%2 9
a um semicirculo de raio 15cm. P(D) = 3 T 507 — 39 ~ 0,28.
7"' .
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Objetivos Especificos

0 problema dos aniversarios

Calcularaprobabilidade de um evento usando a propriedade do evento
complementar.

Sugestoes e discussoes

O problema dos aniversarios

Para resolver esse problema sera necessario fazer algumas suposi-
coes:

B considerar apenas anos nao bissextos;

B supor que os 365 dias do ano sdo igualmente provaveis como datas
de aniversario. Com essas suposicoes, sera adotada a interpretacao
classica de probabilidade para resolver o problema.

Faca uma enquete perguntando quem sao os nascidos em janeiro, fe-
vereiro, etc., até obter uma coincidéncia (ou ndo) de aniversarios. Se
a sua turma tem 35 ou mais alunos, é muito mais provavel que exista
uma coincidéncia de aniversarios do que ndo exista. A explicacao para
isso envolve o fato de que com 35 pessoas pode-se formar 595 pares
de datas de aniversério de duas pessoas diferentes, ao passo que no
ano ha 365 dias como possiveis datas de aniversario. Para calcular a
probabilidade também sera necessaria pelo menos uma calculadora
cientifica basica.

E importante destacar que a escolha do niimero 35 alunos deveu-se
a restricdo numérica nas calculadoras cientificas basicas. Para nime-
ros maiores do que 35, as calculadoras apontam “Erro matematico” por
conta da magnitude de valores manipulados no calculo da probabili-
dade, que superam a capacidade de uma calculadora simples. No en-
tanto, usando programacao tais probabilidades podem ser facilmente
obtidas para nimeros maiores do que 4. No link ha uma ilustracdo so-
bre o comportamento dessa probabilidade em funcao do tamanho do

grupo.

~

J

Nota 4

0 problema dos aniversarios Atividade 1
r

Numa turma de seu colégio ha 35 alunos. Calcule a probabilidade de que haja pelo menos
uma coincidéncia de datas de aniversario (dia e més) entre os alunos dessa turma. Considere
apenas anos nao bissextos e suponha que todos os 365 dias do ano sdo igualmente provaveis
como datas de aniversario.




Probabilidade Condicional

Nesta secao da unidade de probabilidade todas as regras e propriedades da proba-
bilidade trabalhadas na secao anterior serdo retomadas, porém em um contexto de
revisao da probabilidade de um evento, sabendo-se que algum outro evento tenha
ocorrido. Apds explorar uma situacao que envolva essa revisao, apresentaremos de-
finicao de probabilidade condicional que sirva para todas as interpretacoes trabalha-
P(ANE)

das dada por P(A|FE) = TE),P(E) > 0.

E importante verificar que, de fato, essa definicao, satisfaz a definicao axiomatica de
probabilidade (P(A|E) > 0, para todo evento A C S, P(S|E) = 1,se AN B = 0,
P(AUB|E) = P(A|E)+ P(B|E)). Assim, a partir de tal verificacdo, sera possivel con-
cluir que as propriedades (evento vazio, evento complementar e unido de dois even-
tos quaisquer) serdo validas para a probabilidade condicional fixado o evento ocor-
rido tal que (P(Q|E) = 0, P(A|) = 1P(A|E), se A C B, entdo P(A|E) < P(B|E) e
P(AUB|E) = P(A|F) + P(B|E)P(AN B|E)).

Na discussdo sobre probabilidade condicional serd importante mostrar para o aluno
que a probabilidade de um evento A condicionada a um evento E poderd nao se alterar
ou se alterar, aumentando ou diminuindo, ou P(A|E) = P(A) ou P(A|E) > P(A) ou
P(A|E) < P(A). Essa discussao serd usada para definir eventos independentes e de-
pendentes. Se a probabilidade de A nao se alteradado que E ocorreu [P(A|E) = P(A)],
dizemos que os eventos A e F sao independentes, pois a ocorréncia de £ nao interfere
na incerteza a cerca do evento A. € importante explorar a simetria dessa definicao, ou
seja,se P(A|E) = P(A),entdo P(E|A) = P(FE) talque se aocorréncia de E ndo altera
a probabilidade de ocorréncia de A, os eventos F e A sao ditos eventos independen-
tes.

Se P(A|E) < P(A), dizemos que o evento E é desfavoravel a ocorréncia de A, pois
P(A|E) < P(A) (Observe que essa relacdo também é simétrica, pois se E é desfavo-
rdvel ao evento A4, entdo A é desfavoravel ao evento E.)

Se P(A|E) > P(A), dizemos que o evento E é favoravel a ocorréncia de A, pois
P(A|E) > P(A). (Observe que essa relacdo também é simétrica, pois se E é favoravel
ao evento A, entdo A é favordvel ao evento E.)

Da definicao de probabilidade condicional, podemos obter a regra da multiplicacao
para calcular a probabilidade da ocorréncia simultanea de dois eventos quaisquer, a
saber, P(AN B) = P(B) - P(A|B).

Para explorar essa regra, recomenda-se fortemente o uso de diagramas de arvore.
Por exemplo, suponha o sorteio, sem reposicao, de dois alunos de uma turma na qual
5 sao meninas e 11 sdo meninos. Deseja-se calcular a probabilidade de que o primeiro
aluno sorteado seja uma menina e, que o segundo, seja um menino.

Defina os eventos A;: “menina no primeiro sorteio”, Ay: “menina no segundo sorteio”,
By: "menino no primeiro sorteio” e By: “menino no segundo sorteio”.

Defina os eventos A;: “menina no primeiro sorteio”, Ay: “menina no segundo sorteio”,
B;: "menino no primeiro sorteio” e By: “menino no segundo sorteio”.

Pela regra da multiplicagdo, P(4; N By) = P(A;) - P(By|A}) = &

11
15 = 48"

Na figura 1.30 1, ha uma iluistracao desse problema, usando o diagrama de arvore.

Menina 3 4 Bl PA2AL
W15 16 1% !
. MMenina 3
516 " Mening )y == - 'I' P(ALLPB2IAL
Menina 11, 5 —pa1LPAZBI)
15 16 13
11716
Menino ] 10
1015 Menino MBI1L.P(B2B1)
- 16 15
iﬂ'il’llk‘!l"-‘ w;'gllrln:!n
Or1eI0 SOFIEI0

Figura 1.30: Exemplo do uso do diagrama de &rvore para resolver um problema de
probabilidade

Observe que as probabilidades envolvendo as ramificacdes a partir de um ponto no
diagrama da arvore sempre somam 1 (axioma 2 da probabilidade). No primeiro sor-
teio, a probabilidade de ser uma menina é 5/16 e de ser um menino é 11/16. Para o
segundo sorteio, consideram-se as probabilidades condicionais, dado o ocorrido no
primeiro sorteio:

B se foi menina, sobraram 15 alunos, sendo 4 meninas e 11 meninos.

B se foi menino, sobraram 15 alunos, sendo 5 meninas e 10 meninos.

Nesse exemplo, podemos perguntar aos alunos se os eventos A; e By sao indepen-
dentes. Observeque P(4,) = & e P(By) = P(A|NBy)+P(BNBy) = =114+ 1. 10 =
% (de fato, a probabilidade incondicional de ser um menino no segundo sorteio é dada

11/48
5/16

% # P(B,) = %. Logo, conclui-se que os eventos A; e B, nao sao independentes.

pela proporcao de meninos na turma) e P(A; N By) = i—éta[ que P(B,|A,) =

Esse exemplo éimportante, para mostrar que aregra da multiplicacao vale para quais-
guer dois eventos. Se, no entanto, os eventos sdo independentes, entao teremos
0 caso especial em que P(A N B) = P(A) - P(B). Deve-se ter cuidado com esta
Gltima expressdo, adequada apenas para dois eventos independentes. A regra da
multiplicacéo é dada por P(A N B) = P(B) - P(A|B) . (Usar como regra geral que
P(ANB) = P(A) - P(B) é um distrator, possivelmente causado pela forma como os
textos costumam apresentar o conceito de independéncia, priorizando essa expres-
sdo, sem olhar a regra geral, derivada da definicao de probabilidade condicional.)

No encerramento desta secao, apresenta-se extensao da regra da multiplicacao para
mais de dois eventos quaisquer.

E possivel, por inducdo, generalizar a regra da multiplicacao para uma colecao de n
eventos (A, As, ..., 4,,) tais que P(A; N Ay N ---A,) > 0, nON. Existem formas dife-



rentes de apresentar a regra, mas utilizaremos aqui a sequéncia crescente de indices
dos eventos

P(A;NAyN---NAn) = P(A;) - P(A3|A;) - P(A3]A; N Ay)
P(A, |4, N Ay N AL

Veja na figura 1.31 o diagrama de arvore correspondente.

2qa. Menma

45 menino
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< menina
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4114 mt:mnﬂ menino
. 11115 menino ..-;_{_ menina
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1o menino
4— menina
414 Menina menino
menina
menina 4mf:|1jno£

menina
menina <
& menino

menino

W14 & menina
meninge

Figura 1.31: Exemplo do uso do diagrama de arvore para calcular probabilidades con-
juntas

1116
menino <

10115 menino

A extensao da regra da multiplicacao para uma colecao finita de eventos pode ser
simplificada para o caso especial de uma colecao de eventos independentes. Nesse
caso, tem-se a expressdo P(A; N AsN---NA+n)=P(Ay)---P(Ay)--- P(A,), util
para calcular probabilidades de experimentos repetidos independentemente, como,
por exemplo, o lancamento de uma moeda honesta 10 vezes consecutivas.

Sao objetivos especificos da secao 3:

OE1- Probabilidade condicional - Reconhecer que a probabilidade de um evento pode
ser alterar dada a ocorréncia prévia de outro evento

OE 2 - Independéncia de eventos - Aplicar a definicao de probabilidade condicional
para reconhecer eventos independentes e eventos dependentes.

OE 3 - Independéncia de eventos - Aplicar a definicao de probabilidade condicional
no calculo da probabilidade da intersecao de dois eventos quaisquer.

OE 4 - Eventos sequenciais - Entender que a probabilidade da ocorréncia simultanea
de um numero finito de eventos pode ser calculada como o produto de probabilidades
adequadas.
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alunos quanto ao género e se ele usa ou ndo éculos.

. W (

Uso de 6culos e sexo de estudandes Atividade 12 Uso de 6culos e sexo de estudandes
a
r B Reconhecer que a probabilidade de um evento pode se alterar, é
- i 3 i O i i - i
Na tabela a seguir estdo os dados de uma turma de segundo ano do Ensino Médio com 40 Ecé)ghecendo se uma informacdo parcial do fenomeno sob investiga g
o 2
]
m

B Aplicar a definicdo de probabilidade condicional para reconhecer

Género ‘ Usa 6culos ‘ N3o usa éculos ‘ Total ‘ eventos independentes e eventos dependentes.
feminino 6 16 22 N
Masculino 5 13 18
(Uso de 6culos e sexo de estudandes
Se um estudante desta turma é sorteado, pede-se determinar a probabilidade de que ele Nesta atividade uma tabela de dupla entrada ser& fornecida para veri-
ficar uma possivel relacao entre usar 6culos e sexo de um estudante
a) use 6culos; do Ensino Médio. Recomenda-se construir esta mesma tabela com os
dados dos alunos de sua turma e responder aos itens, usando esses
b) use 6culos, sabendo que é do género feminino; dados.
) use 6culos, sabendo que é do género masculino; Como sugestdo de discussao, sugere-se uma pesquisa na internet
para investigar a proporcao de jovens que usa 6culos. Por exemplo,
d) seja do género feminino; em 21 de maio de 2018, foi publicada a seguinte reportagem "Miopia
aumenta nos jovens e a culpa é da falta de sol e dos computadores”
e) seja do género feminino, sabendo que usa 6culos; 1\

Nota 5
f) seja do género feminino, sabendo que ndo usa 6culos.

g) Analisando os dados da tabela e as respostas obtidas, ha razées para supor que género
é independente de uso de éculos ou ndo? Por qué?



https://www.dn.pt/sociedade/interior/miopia-aumenta-nos-jovens-e-a-culpa-e-da-falta-de-sol-e-dos-computadores-5656709.html
https://www.dn.pt/sociedade/interior/miopia-aumenta-nos-jovens-e-a-culpa-e-da-falta-de-sol-e-dos-computadores-5656709.html
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Definicao de probabilidade condicional

"z

Em Ciéncia, “informacao disponivel'é certamente uma matéria-prima preciosa, pois através
dela é possivel construir modelos mais realisticos para descrever fendmenos tanto determinis-
ticos quanto aleatérios e obter resultados mais fidedignos de um ponto de vista da aplicacao.
Assim, quanto mais informacao dispomos sobre determinados fendmenos, mais acurados se-
rdo potencialmente nossos modelos. E nesse sentido que surge historicamente o conceito de
probabilidade condicional, tema dessa secao.

Aideia central da probabilidade condicional é estabelecer uma estrutura matematica para rea-
valiar a probabilidade de um evento a luz de uma informacao disponivel relacionada a este. Por
exemplo, um gedlogo, ao examinar uma bacia, avaliara a probabilidade de potencial petrolifero
de forma diferente a depender de informacdes disponiveis, tais como porosidade da rocha, es-
truturas sismicas, etc. Quanto mais informacdo ele tenha, tanto mais préxima da realidade
sera potencialmente sua avaliacao da probabilidade de encontrar 6leo na regido.

LOCALIZAGAO " ESM BACIADO
NOVAS RESERVAS DE PETROLEO 4 Seon.

MG

RioDE [
SP JANEIRO
BACIADE
SAOPAULO © CAMPOS
.

.

- %
s W 7 {l‘w
Campo de Tupi

Quantidade estimada

sc BACIADE 5 5 g pilhoes de barris

FLORIANOPOLIS,

o

S

R
L 4

Figura 1.32: Bacias de petréleo na costa brasileira

0 mesmo se da em avaliacdes médicas: a partir da anamnese do paciente, um médico melho-
raré sua avaliacao sobre a probabilidade de um paciente ter ou ndo determinada patologia.

Figura 1.33: Medicao da pressao arterial para anamnese do paciente

A questao que se coloca é: como incorporar matematicamente a informacdo de que um evento
B ocorreu para se reavaliar a ocorréncia de um evento de interesse A?

A definicao de probabilidade condicional é a resposta para essa questao.



A probabibilidade condicional de o evento A ocorrer, dado que sabemos que o evento B
ocorreu, denotada por P(A|B), é definida por

P(AN B)

P(AIB) = =L

P(B)>0

Retomando a a atividade uso de dculos e sexo de estudantes, a probabilidade de o aluno sorte-
ado usar 6culos, sabendo que ele é do género masculino foi calculada pela razdo do nimero de
estudantes que usam éculos e sdo do género masculino e o nimero de estudantes do género

masculino, a saber, & ~ 0,278.

Observe que esse quociente, pode ser também obtido a partir da definicao de probabilidade

condicional, calculando-se o quociente da probabilidade de “usar éculos e ser do género mascu-

lino" (5/40 = 0,125) e da probabilidade de ser do género masculino (18/40 = 0,45), obtendo-se
0,125 5

: = — ~ 0,278,
0,45 18 ’
Repita essa verificacdo para as demais probabilidades condicionais calculadas na atividade uso
de 6culos e sexo de estudantes.

A probabilidade condicional é uma probabilidade? \

E possivel verificar que a probabilidade condicional, dado o conhecimento da ocorréncia
do evento B, satisfaz as regras béasicas da probabilidade e, portanto, também satisfaz as
demais propriedades da probabilidade trabalhadas na secdo anterior.

A primeira regra bdsica é a de que toda probabilidade é um nimero nao negativo. De fato,
tem-se que dado um evento A C S qualquer,

>0
P(ANB)
P(B)

——
>0

P(A|B) =

Vv

0

Além disso, a segunda propriedade basica P(S) = 1 pode ser adaptada. Observe que dado
que o evento B ocorreu, o natural é passar a considera-lo como o “novo"” espaco amostral
a luz dessa informacao. Assim,

P(B|B) = ——2 =1

de modo que vale a segunda regra basica.

Finalmente, dados A, e A, eventos disjuntos,

P(A, U Ay|B) = P(Allg(f‘le)) NnB) _ P(AN i)(;)(AQ N B))

Na expressao anterior, observe que foi usada a propriedade distributiva da operacao de
intersecao com a unido de dois eventos. Observe também que, no numerador do termo
mais a direita da expressao obtida, tem-se a probabilidade da unido de dois eventos, a saber,
AjNBeA;NB.
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PROBARBILIDARDE

Como os eventos A; e A, sao disjuntos, consequentemente, os eventos 4 N B C A; e
AyN B C Ay também sao disjuntos tal que P((A;NB)U (AN B)) = P(A;NB)+ P(Ay,NB)
(regra basica 3 da probabilidade).

Logo,

Pl U Al = DAL OB P OBE LS00 pay ) + P(aslB)

Portanto, as demais propriedades da probabilidade estudadas, também valem para a pro-
babilidade condicional, a saber,

a) P(0|B) =0

b) Se A, C Ay, entdo P(A,|B) < P(A,|B).

) P(A|B) =1- P(4|B).

d) P(A; U Ay|B) = P(A,|B) + P(A,|B) — P(A, N Ay|B).

Regra da Multiplicacao

A partir da definicao de probabilidade condicional é possivel obter uma regra para calcular a
P(ANB)

PB) %

probabilidade da ocorréncia simulténea de dois eventos A e B. Como P(A|B) =

gue que

P(AN B) = P(B) - P(A|B)

Essa expressao é fundamental para entender resolucoes de problemas de calculo de probabi-
lidades em experimentos sequenciais. Veja o exemplo a seguir.

{3V [>NeN Diagrama de arvore \

Em um grupo de 12 pessoas, sabe-se que 8 delas votarao no candidato a prefeito ABC e
as outras 4 votarao no candidato a prefeito XY Z. Suponha que duas pessoas serao es-
colhidas sequencialmente, ao acaso e sem reposicdo desse grupo. Deseja-se calcular a
probabilidade de que as duas pessoas sorteadas votardao em candidatos a prefeito distin-
tos.

Primeiro vamos apresentar uma solucao analitica desse problema, para em seguida mos-
trar a solucdo, muito mais simples, usando diagrama de &rvore. A solucao analitica sera util
para compreender melhor os elementos da arvore e quando usar multiplicacao e adicao de
probabilidades.

Como sdo apenas dois candidatos, vamos chamar de A; o evento “a primeira pessoa sor-
teada votard em ABC " e, assim, A; corresponderd ao evento “a primeira pessoa sorteada
votard em XY Z " Similarmente, vamos chamar de A, o evento “a segunda pessoa sorte-
ada votara em ABC " e, assim, A, correspondera ao evento “a segunda pessoa sorteada




votard em XY Z " O evento cuja probabilidade queremos calcular é F: “as duas pessoas
sorteadas votarao em candidatos distintos.”

Observe que E = (A; N Ay) U (A; N Ay) e que os dois eventos do lado direito séo disjuntos
de modo que podemos calcular P(E) como a soma P(Ay N A}) + P(A;N A;). Observe que
cada uma dessas duas probabilidades envolve a ocorréncia simultanea de dois eventos, de
modo gue podemos usar a regra da multiplicacao:

8 4 8

P(A;NAy) =P(4)) - P(Ay|A) = — - — =
prob. da 2a. pessoa ndo votar em ABC,
dado que a primeira vota em ABC

4 8 8

P(A;NAy) = P(A))  P(AyJA) = — - — =
(Arn4,) (1)L2,|_12 12 11 33
prob. da 2a. pessoa votar em ABC,

dado que a primeira nao vota em ABC

8 8 16
Logo, P(F) = 33 + 33 — 33 0,485
Solucdo via diagrama de drvore: Cada ponto de ramificacdo da arvore desdobra-se nas pos-
sibilidades. Observe que nesse exemplo hd apenas duas, de modo que do primeiro ponto
partem duas possibilidades e a partir de cada possibilidade, partirao mais duas possibilida-
des, como no esquema a seguir.

Ay
Ay

Ay

Ay
Ay

Ay

Figura 1.34: llustracao das quatro configuracdes possiveis via diagrama de arvore

Em cada ramificacao, assinalamos a respectiva probabilidade. Veja na figura 1.35, o dia-
grama de arvore com as respectivas probabilidades destacadas.

0NLldgd

)
pil
0
o
i
o
C
]
D
]
m



CAPITULD

PROBARBILIDARDE

Ay
1
A
AL
Z 3| W A
/19
Ay
3/ o
17 e

Figura 1.35: Diagrama de arvore do exemplo com as respectivas probabilidades

Na figura 1.36, destacam-se as quatro configuracdes possiveis e respectivas probabilida-
des.

14
Ay— A NA —
P> ’ o3
Ay
b
2 4
2 __ _
u A, — A, N4, %
_ 8
“ A——ANA o
» 2]
1o o
Ay
3/ _ .
u A, —— A, N A, %

Figura 1.36: Diagrama de arvore indicando os quatro casos possiveis apés o sorteio

8 8 16
Logo, pela arvore, P(FE) = 3 + 33

Eventos Independentes

Na atividade uso de 6culos e sexo de estudantes, concluimos que uso de 6culos independe
de género, pois comparando as probabilidades incondicionais de ser do género feminino (0,55)
e de ser do género masculino (0,45) com as probabilidades condicionais de ser do género fe-
minino (0,545) e do género masculino (0,455) dado que usa 6culos, percebe-se que elas sdo
aproximadamente iguais. Na teoria, para que os eventos sejam independentes, essas probabi-
lidades deveriam ser iguais. Na pratica esse tipo de analise é usado em Estatistica para avaliar
a hipdtese de independéncia entre dois eventos.

Dois eventos A e B sao ditos independentes se a ocorréncia de um deles nao muda a
incerteza sobre a ocorréncia do outro.




Em simbolos, A e B sdo ditos eventos independentes se P(A|B) = P(A), ou equivalentemente,
se P(B|A) = P(B).
P(ANB)

Decorre, da definicao de probabilidade condicional, P(A|B) = P(B)

eventos independentes, entdo P(AN B) = P(A) - P(B).

,que se A e B sao

E preciso ter cuidado ao usar este Gltimo resultado. Se ndo sabemos que os eventos A e B sdo
independentes, entao devemos usar a regra da multiplicacdo, a saber, P(ANB) = P(B)-P(A|B)
que vale para quaisquer dois eventos.

Observe que hd uma simetria no conceito de independéncia de tal modo que se P(A|B) = P(A),
entdo P(B|A) = P(B).

De fato, se P(A|B) = P(A), segue que P(AN B) = P(A) - P(B) e, assim,

e

YV NeF:N Eventos independentes versus eventos disjuntos \

Considere o experimento que consiste em lancar um dado honesto e, em seguida, lancar
uma moeda honesta. Defina os eventos A : “ocorre uma face par" e B : "ocorre uma cara”.

a) Ae B sdo eventos disjuntos?

b) Ae B sao eventos independentes?

Observe que estamos lidando com um experimento sequencial de modo que os resultados
possiveis envolvem a combinacao de dois casos, a saber, nimero do dado e tipo de face da
moeda. Como sao seis ndmeros possives para o dado e duas faces possiveis para a moeda,
segue que 0 espaco amostral desse experimento consiste de 12 pares ordenados:

S ={(1,ca),(1,co),(2,ca),(2,co),(3,ca),(3,co),(4,ca),(4,co), (5, ca),(5,co), (6,ca),(6,co)}

Embora seja comum pensar que os eventos A e B sao disjuntos, depois de descrever os
elementos do espaco amostral é facil perceber que A e B ndo sao disjuntos (AN B # 0). De
fato,

A= {(2,0@), (27 CO), (47 Ca)7 (47 CO), (6a Ca)7 (6700)}' tal que P(A) = % =05
B ={(1,ca),(2,ca), (3,ca),(4,ca), (5,ca), (6,ca)}, tal que P(B) = 1% =0,5
AN B = {(2,ca), (4, ca), (6, ca)}, tal que P(ANB) = % _ i — 0,25

E natural pensarmos que os lancamentos do dado e da moeda sejam independentes, pois
o resultado de um nao interfere no resultado de outro. Podemos confirmar esse raciocinio,
observando que P(A N B) = 0,25 é igual ao produto das probabilidades incondicionais de
Aede Bambasiguaisa0,5.

Do exemplo anterior vale destacar que, dados dois eventos com probabilidade positiva, nao
serd possivel que eles sejam ao mesmo tempo disjuntos e independentes.
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YSVIZNeNN Eventos disjuntos versus eventos independentes \

Sejam A e B dois eventos em um espaco amostral S tais que P(A) > 0e P(B) > 0.

a) Se A e B sao eventos disjuntos, entdo A e B ndo sdo eventos independentes.
Se A e B sao disjuntos, entdo P(AN B) = 0 # P(A)- P(B) > 0, pois P(A) > 0e
P(B) > 0. Assim, A e B ndo sao independentes.

b) Se A e B sao eventos independentes, entdo A e B ndo sao eventos disjuntos.

Se A e B sao independentes, entao P(AN B) = P(A) - P(B) > 0o que implica que
AN B # (. Logo, a e B nado sao disjuntos.

Observe gue a Unica situacdo em que se pode ter A e B simultaneamente disjuntos e inde-
pendentes ocorre se um dos eventos A ou B tiver probabilidade nula.

Trés eventos A, B e C sao independentes se, e somente se, eles sao dois a dois indepen-
dentese P(ANBNC) = P(A)- P(B)-P(C).

(YN Eventos dois a dois independentes nao independentes \

Considere um dado em forma de tetraedro regular cujos nimeros de suas faces sao 1, 2, 3
ed.

Figura 1.37: Dado em forma de tetraedro com a face 2 oculta

Defina os eventos A = {1,2}, B={1,3} e C = {1,4}.

a) Verifique que A e B séo eventos independentes.
b) Idem para AeC.
c) Idem para BeC.

d) Calcule P(A|B U C), compare o resultado obtido com P(A) e digase Ae B U C sao
eventos independentes.




E facil perceber que os eventos A, B e C tomados dois a dois sdo independentes, pois a
intersecdo entre dois dos trés é sempre {1} cuja probabilidade é 1/4 e como cada um dos
eventos A, B e C tém probabilidade 1/2, segue que

P(ANB) = P(A) P(B>=%é=%
P(ANC) = P(A) P(C>=%é=%
P(BNC) = P(B) P(C):%.%:i
Mas
_ P(AN(BUC))  P(ANnB)UANC)) 1 1
PABUC) = —5m0ey = PBUC) _§_§¢p(A),

e portanto, A e BUC ndo sao independentes apesar de A e B serem independentes e de A
e C serem indepedentes.

Portanto, se temos trés eventos dois a dois independentes, isso nao implicard que os trés
eventos sejam independentes.
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PROBABILIDADE

Objetivos Especificos

Desempenho de exames diagndsticos
Reconhecer uma probabilidade condicional.

Sugestoes e discussoes

Desempenho de exames diagnésticos

Essa atividade envolve uma adaptacdo de uma questdo do ENEM
(2014).

SeEmE\nnly PROBABILIDADE CONDICIONAL
Desempenho de exames diagnadsticos

.

Testes diagnésticos para detectar uma doenca nao sao infaliveis. Para analisar o desempenho
de um desses testes, realizam-se estudos em populacées, contendo pessoas sas e portado-

ras da doenca.

Figura 1.38: Amostras de sangue para realizacao de exame

Quatro situacdes distintas podem ocorrer

a) apessoa TEM a doenca e o resultado do teste é POSITIVO.
b) a pessoa TEM a doenca e o resultado do teste é NEGATIVO.
c) apessoa NAO TEM a doenca e o resultado do teste é POSITIVO.

d) a pessoa NAO TEM a doenca e o resultado do teste é NEGATIVO.

Observe que nas situacGes b) e c), o teste falha, pois deveria ser positivo quando a pessoa
tem a doenca e, negativo, quando a pessoa ndo tem a doenca. Ja nas situacoes a) e d) o teste
acerta o diagndstico.

Dois indices de desempenho para avaliacao de um teste diagnéstico costumam ser usados: a
sensibilidade e especificidade.

A sensibilidade é definida como a probabilidade de o resultado do teste ser POSITIVO, dado
que a pessoa examinada tem a doenca. Ja a especificidade é a probabilidade do teste ser
NEGATIVO, dado que a pessoa examinada nao tem a doenca.

0 quadro a seguir refere-se a um teste diagnostico para a doenca X, aplicado em uma amostra
composta por duzentas pessoas, sendo 100 sadias e 100 portadoras da doenca X.

Resultado do teste Doente @ Sadia

Positivo 95 15
Negativo 5 85




Uma pessoa entre as duzentas dessa amostra sera sorteada.

a) Qual a probabilidade de ela tenha a doenca X?
b) Qual a probabilidade de que ela NAO tenha a doenca X?

c) Se o resultado do teste da pessoa sorteada foi positivo, calcule a probabilidade de que
ela tenha a doenca.

d) Se o resultado do teste da pessoa sorteada foi negativo, calcule a probabilidade de que
ela tenha a doenca.

e) Sabendo que a pessoa sorteada tem a doenca, qual a probabilidade de seu teste ter re-
sultado positivo?

f) Sabendo que a pessoa sorteada NAO tem a doenca, qual a probabilidade de seu teste ter
resultado negativo?

g) Determine uma estimativa da sensibilidade e da especificidade desse teste, usando a
informacao do quadro acima.

Producao de pecas Atividade 14

.

Figura 1.39: Producao de pecas

Para fins de controle de qualidade das pecas produzidas em uma fabrica, foram analisadas
amostras de pecas produzidas por maquinas diferentes. Os resultados obtidos estao resumi-
dos no quadro a seguir.

Solucao: Desempenho de exames diagnésticos
Defina

B A: oevento "a pessoa sorteada tem a doenca X" e
B B: oevento "o resultado do teste da pessoa sorteada foi positivo”.

a) Entre os duzentos individuos, 100 tém a doenca X, logo P(4) =

100 __
200 = 0,9

b) P(A)=1-10,5=0,5.

0) P(AIB) = P = 5 ~ 0,864,
d) P(A|B) = & =~ 0,056.

e) Entre as 100 pessoas doentes, 95 resultados foram positivos, logo
P(B|A) =0,95.

f) Entre as 100 pessoas sadias, 85 resultados foram negativos, logo
P(B|A) =0, 85.

g) 0,95 e 0,85, respectivamente, conforme os itens c) e d).

Objetivos Especificos

Aplicar a definicao de probabilidade condicional para reconhecer even-
tos independentes e eventos dependentes.

Producao de pecas

Solucao: Producao de pecas

Defina os eventos A: “peca produzida pela maquina I e B: “peca defeitu-
osa". Observe que os respectivos eventos complementares sdo A: “peca
produzida pela maquina I1", pois sdo apenas duas maquinas e B: “peca
boa", pois sao apenas duas classificacées das pecas (boas ou defituo-
sas).

Se os eventos sdo independentes, deve-se ter P(B|A) = P(B), por
exemplo. Tem-se que P(4) = 5% = 0,25, P(B) = g = 0,025

e P(B|A) = P(AN B)P(A) = »f5 = 4 = 0,025. Logo, conlui-se
que a producao de defeituosas é independente do tipo de maquina, pois

P(B|A) = P(B).

Observe que tanto faz a escolha dos eventos maquina I ou maquina 11
e peca defeituosa ou peca boa. Por exemplo,

P(A) = 3 = 0,75,P(B) = 2% = 0,025 e P(B) = 0,975. Além disso,
P(|B) = 0,75 = P(A), P(A|B) = 0,25 = P(A), P(A|B) = 0,75 = P(A).

De fato, essa propriedade ndo é um caso especifico desse problema e
ela é explorada na préoxima atividade.
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PROBABILIDADE

Objetivos Especificos

Independéncia e complementariedade

Aplicar o conceito de independéncia entre dois eventos para entender
que o respectivos eventos complementares herdam essa a condicdo
de eventos independentes.

Sugestoes e discussoes

Independéncia e complementariedade

~N

Essa atividade é um exercicio tedrico de deducao muito simples que re-
vela uma propriedade importante entre eventos independentes: dada
uma colecdo de eventos independentes, se para alguns eventos (ou
todos) considerarmos os seus complementares em vez do préprio, a
colecdo continua independente. Com fins de simplificacao e nao tor-
nar o processo complicado, consideraremos nesta atividade apenas o
caso para dois eventos independentes. Mas, de fato, o resultado vale
para quaisquer colecdes de eventos independentes.

J

Nota 6

Objetivos Especificos

Escolha da chave correta
Estender a regra da multiplicacao para o caso de mais de dois eventos.

Nota 7

Maquina Defeituosas Boas
I 5 195
II 15 585

Pela informacao das amostras coletadas, ha razdo para se acreditar que a producao de defei-
tuosas ou boas é independente do tipo de maquina utilizada na producao?

Independéncia e complementariedade

Atividade 15
r

Sejam A e B dois eventos independentes. Mostre que os pares de eventos a seguir também

sao independentes:
a) AeB;
b) AeB;e

c) AeB.

Escolha da chave correta

.

Numa caixa hd 5 chaves das quais apenas uma abre um cadeado.

Atividade 16

Figura 1.40: Chaves e cadeado

Retirando-se chaves sequencialmente da caixa, qual a probabilidade de se abrir o cadeado
apenas na terceira tentativa se:

a) acada tentativa a chave extraida é recolocada na caixa?
b) a cada tentativa a chave extraida ndo é recolocada na caixa?

c) Em qual dos contextos (a) e (b) a probabilidade de se abrir a caixa é maior? Por qué?




Probabilidade total
.
Em um condominio hé trés prédios: bloco I, bloco Il e bloco . No bloco | ha 180 moradores, Objetivos Especificos

no bloco Il hd 200 moradores e no bloco Il hd 120 moradores. Entre os moradores do bloco |, .
j , . . Probabilidade total
hd 27 menores de até 12 anos. Entre os moradores do bloco Il hd 36 menores de até 12 anos. . e - . .
£ Il ha 24 ;12 . o Aplicar a definicao de probabilidade condicional e propriedades da pro-
ntre os moradores do bloco a menores de até 12 anos. Um residente do condominio babilidade para resolver um problema cuja solucio faz uso do teorema
sera sorteado da seguinte forma: primeiro sera sorteado um bloco, tendo os blocos probabili- de Bayes.

dades iguais. Depois, um residente do bloco sorteado sera escolhido ao acaso, usando-se um
Sugestoes e discussoes

0NLldgd

T
Pl
0
[y
D
D
C
g
D
O
m

cadastro dos moradores do bloco. Pede-se calcular a probabilidade

a) a probabilidade de que a pessoa sorteada seja um menor de até 12 anos; - N\
Probabilidade total
b) a probabilidade de ter sido sorteado o bloco Il, sabendo que a pessoa sorteada é um Com o material apresentado até aqui é possivel resolver problemas
menor de até 12 anos. cuja solucao faz uso do teorema de Bayes. No entanto, optou-se nesse

livro, @ ndo apresentar a férmula do teorema de Bayes, que s6 traz
dificuldade para o aluno e, no entanto, € muito simples de ser deduzida
na pratica.

Teorema de Bayes: Sejam A, A,, -, 4,, eventos tais que A; U AU - - - U
A,, = S que sdo dois a dois disjuntos, ou seja, 4; N A4; = () sempre que
i,j €{1,2,3,--- ,n} comi # j. Seja B C S. Entao,

P(Ay) - P(B|Ag)

P(A,|B) = k=1,2,..,n.

n

> P(4;) - P(B|4))
=1

N o
120 moradores
24 menores

Bloco II

O
%p’f

i

o 200 moradores 1
Bloco I . )\ 36 menores v Nota 8
180 moradores "_' .
27 menores m/ll lﬂ“l‘--
' gunna®

Al

=
[

TAY

T

1

[ 1

Figura 1.41: Condominio com trés blocos
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PARA SABER +

Em atividades anteriores foi sugerido lancar uma moeda repetidas vezes e registrar o resul-
tado observado. Veremos nesta secao como simular o lancamento de uma moeda um grande
ndimero de vezes com o auxilio da tecnologia.

Todos as linguagens de programacao de computadores, planilhas e aplicativos costumam ter
uma funcao interna usada para a geracao de nimeros aleatérios, na verdade, nimeros pseudo-
aleatodrios, pois existe um mecanismo deterministico por trés da geracdo desses nimeros. Para
mais detalhes sobre niimeros (pseudo) aleatdrios sugerimos assistir ao video nesse link.

Nessa secao serao apresentadas algumas ferramentas Uteis para fazer simulacoes de experi-
mentos simples como o lancamento de uma ou mais moedas e o lancamento de um ou mais
dados.

Uma simulacdo de um experimento é um processo que tem o mesmo comportamento do expe-
rimento, de tal modo que resultados similares a realidade sejam gerados pelo processo.

As atividades a seguir consistirao em simulacdes de fendémenos aleatérios simples. Para sua
realizacdo sera necessario o uso de tecnologia. A seguir, duas possibilidades serao detalhadas:
as planilhas do LibreOffice e do GeoGebra.

Afuncao =ALEATORIOENTRE(T;N) do LibreOffice, com N um néimero natural, produz um ndmero
do conjunto {1,2,3,,--- , N} de tal modo que a probabilidade de cada um dos nimeros é dada
por % Assim, ao usarmos =ALEATORIOENTRE(T;2), o resultado serd equivalente a sortear um
ndmero do conjunto {1,2} cada um com probabilidade igual a % Veja na figura 1.42 uma simu-
lacao de 20 nimeros com essa propriedade, usando o LibreOffice.
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Figura 1.42: Vinte simulacoes do sorteio dos nimeros 1e 2 com probabilidades iguais, usando
o LibreOffice

Para simular os 20 nimeros, basta digitar na célula Al =aleatérioentre(1;2) e apertar a tecla
Enter. Depois, posicione o cursor no canto esquerdo inferior da célula e arraste para baixo até
a linha 20. Os 20 ndmeros gerados neste exemplo estao na coluna A da planilha. E possivel


https://www.youtube.com/watch?v=f4sE1r3UL4E
https://pt-br.libreoffice.org/
https://wiki.geogebra.org/en/Reference:GeoGebra_Installation

gerar rapidamente, muito mais do que apenas 20 ndmeros.

Essa funcdo, aleatdrioentre(1;2) pode ser usada para simular o lancamento de uma moeda ho-
nesta, associando, por exemplo, o nimero 1 para a ocorréncia de “cara” e, o nimero 2 para
a ocorréncia de “coroa’, pois 0 modelo probabilistico da funcdo =aleatdrioentre(1;2) é tal que
os dois nimeros sdo gerados com probabilidades iguais. Assim, espera-se, em média, que as
quantidades de niimeros 1(1's) e de niimeros 2 (2's) sejam aproximadamente iguais.

Como fazer para obter de forma rapida essas quantidades, sem ter que contar uma um?
No LibreOffice a funcao =cont.se(lista de células; nimero pesquisado) faz essa contagem.

No exemplo anterior, a funcdo =cont.se(A1:A20;1) ira retornar o nimero de 1's encontrados nas
células da coluna A das linhas 1a 20. J& a a funcéo =cont.se(AT:A20;2) ird retornar o nimero
de 2's encontrados nas células da coluna A das linhas 1a 20. Veja uma ilustracao do uso da
funcdo na figura 1.43. Nessa figura, vemos que na simulacdo foram gerados doze (12) ndmeros
1 (caras) e oito (8) nimeros 2 (coroas).
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Figura 1.43: Exemplo do uso da funcao cont.se do LibreOffice

No Geogebra as funcbes para realizar as mesmas tarefas sao similares as utilizadas no Libre-
Office. Veja na figura 1.44 a simulacao do lancamento de uma moeda honesta 20 vezes, usando
a funcdo =NdmeroAleatdrio(1,2) do GeoGebra.
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Figura 1.44: GeoGebra: simulacdo de 20 lancamentos de uma moeda honesto, associando 1
para cara e 2 para coroa

Para a realizacao da contagem de caras e coroas, a funcao correspondente no GeoGebra é a
funcéo ContarSe(ndmeros, células).

A quantidade de 1's na coluna Adas linhas 1a 20 é dada por =ContarSe(0O<x<2,AT:A20) que produ-
zird a quantidade de niimeros inteiros no intervalo aberto ]0,2[ que ocorrem nas celas da coluna
Adas linhas 1a 20 (A1:A20). Observe que o Unico nimero inteiro no intervalo aberto ]0,2[ é o nd-
mero 1. Para contar a quantidade de 2's na coluna A, devemos digitar =ContarSe(T<x<3,AT:A20),
lembrando que o Unico nimero inteiro no intervalo aberto ]1,3[ é o ndmero 2.
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Figura 1.45: Geogebra: exemplo de uso da funcao ContarSe

Observe que na simulacao realizada com o GeoGebra também foram obtidos doze nimeros 1
(caras) e oito (8) nimeros 2 (coroas). De fato, trata-se de mera coincidéncia, pois espera-se
que, em média sejam produzidos a cada simulacao, 10 caras.

24FV|ZNelyA Experimento cujo espaco amostral é equiprovavel. \

Suponha que o espaco amostral S é dado por {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11,12} e que os even-
tos elementares sdo equiprovaveis.

A funcdo do LibreOffice =AleatdrioEntre(1;12) retornard com probabilidade % um dos ele-
mentos de S.

A funcéo do GeoGebra =NumeroAleatério(1,12) retornaré com probabilidade 1—12 um dos ele-
mentos de S.




CAPITULD

PROBARBILIDARDE

Objetivos Especificos

Simulacao do lancamento de uma moeda honesta

Aplicar o modelo probabilistico equiprovavel e usar tecnologia para re-
alizar simulacdes de um fenémeno aleatério.

Sugestoes e discussoes

Simulacao do lancamento de uma moeda honesta

~

Essa atividade demanda o uso de tenologia. Sugere-se realiza-la em
laboratério de informatica. Sugere-se também que os alunos traba-
lhem em pequenos grupos de dois ou trés alunos para cada computa-
dor disponivel. As atividades poderdo ser adaptadas de acordo com
0 conhecimento prévio dos estudantes. Nesssa atividade poderd ser
usado o exemplo dado anteriormente, atribuindo um dos dois ndme-
ros para “cara” e, o outro, para “coroa”.

J

Solucao: Simulacao do lancamento de uma moeda honesta

a) Vocé pode realizar a simulacdo usando a planilha do Geogebra e
a funcao =NdmeroAleatdrio(1,2) que ird gerar com probabilidades
iguais ou 0 numero 1 ou 0 numero 2. Escolha um dos nimeros para
representar a ocorréncia de cara e, o outro, para a ocorréncia de co-
roa. Depois, arraste, copiando esta funcao para mais 19 células, ob-
tendo as 20 simulacdes. Veja exemplo no inicio dessa secao. No Geo-
Gebra ocorreram doze 1's (caras) e oito 2's (coroas) tal que a frequén-
cia relativa de caras observadas nessas 20 simulaces foi % = 0,6.
E claro que as respostas irdo variar, dependendo da simulacao. Mas,
espera-se que o nimero de 1's (caras) obtidos oscile em torno de 10,

pois a funcdo produz os dois nimeros com probabilidades iguais e
geramos 20 nameros.

b) Idem ao item anterior, sé que agora os nimeros de células a serem
considerados na planilha sao 50, 100, 250 e 1000, respectivamente.

-

€% GeoGebra Classic 5

— -
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Figura 1.46: Funcoes no Geogebra e LibreOffice

Observacao: Vocé poderd simular o lancamento de um dado ou de mais de um dado honesto
e muitos outros experimentos simples, usando essas funcdes do Geogebra e do LibreOffice.

Simulacao do lancamento de uma moeda honesta Atividade 18
e

Deseja-se simular o lancamento de uma moeda honesta uma grande quantidade de vezes e
comparar a frequéncia relativa de caras com a probabilidade teérica 0,5 de obter uma cara

guando a moeda é honesta.

\\

a) Usando o GeoGebra ou algum outro recurso tecnolégico, simule 20 lancamentos da mo-
eda e observe a quantidade de caras, calculando a frequéncia relativa.

b) Repita a simulacéo para 50, 100, 250 e 1000 lancamentos da moeda.



¢) Complete o quadro a seguir e comente sobre os resultados obtidos.

Ndmero de Observacoes \ Frequéncia relativa de caras

20
50
100
250
1000

Simulacao do lancamento de um dado honesto Atividade 19

.

Deseja-se simular o lancamento de um dado honesto uma grande quantidade de vezes e com-
parar a frequéncia relativa de faces "6" com a probabilidade tedrica % ~ 0,167 de obter uma
face “6" quando o dado é honesto.

a) Usando o GeoGebra ou algum outro recurso tecnolégico, simule 30 lancamentos do dado
e observe a quantidade de faces “6" obtidas, calculando a frequéncia relativa.

b) Repita a simulacdo para 60, 120, 300 e 1500 lancamentos do dado.

c) Complete o quadro a seguir e comente sobre os resultados que vocé obteve.

Nimero de Observacbes Frequéncia relativade 6

30
60
120
300
1500

Solucdo: Simulacao do lancamento de uma moeda honesta

c) No preenchimento da tabela vocé deverd perceber que a medida que
o numero de simulacdes é maior, a frequéncia relativa de caras se
aproxima da probabilidade teérica de obter uma cara (0,5). Se de
fato o gerador de nimeros aleatérios do programa que vocé esta
usando é bom, esse é o resultado esperado. Por exemplo, em uma
simulacdo com o Geogebra foram observadas as seguintes frequén-
cias relativas de caras conforme o nimero de lancamentos:

Ndmero de Observacdes Frequéncia relativa de 6

20 0,45
50 0,58
100 0,51
250 0,52
1000 0,49

Objetivos Especificos

Simulacao do lancamento de um dado honesto

Aplicar o modelo probabilistico equiprovavel e usar tecnologia para re-
alizar simulacées de um fenédmeno aleatoério.

Sugestoes e discussoes

Simulacao do lancamento de um dado honesto

Essa atividade demanda o uso de tenologia. Sugere-se realizé-la em
laboratdrio de informatica. Sugere-se também que os alunos traba-
lhem em pequenos grupos de dois ou trés alunos para cada computa-
dor disponivel. As atividades poderdo ser adaptadas de acordo com
o conhecimento prévio dos estudantes. Nesssa atividade podera ser
usado exemplo dado anteriormente, gerando-se um nimero aleatdrio

entre 1 e 6 e, depois, contando as quantidades obtidas de cada face.
\_

Nota 9
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CAPITULD

PROBARBILIDARDE

Objetivos Especificos

Simulacao do lancamento de um dado desequilibrado

Aplicar modelo probabilistico ndo equiprovavel e usar tecnologia para
realizar simulacdes de um fenémeno aleatério.

Nota 10
Nota 11

Objetivos Especificos

Simulacao do lancamento de um dado diferente

Aplicar modelo probabilistico e usar tecnologia para realizar simula-
coes de um fenémeno aleatorio.

Sugestoes e discussoes

Simulacao do lancamento de um dado diferente

Nessa atividade sera proposta a simulacao de um dado diferente. Ape-
sar das faces ocorrerem com probabilidades iguais, esse dados tem
registrado em suas faces o nimero 1 em uma delas, o ndermo 2 em
duas delas e o niumero 3 em trés delas. Discuta com seus alunos como
adaptar a funcao de geracao de nimeros aleatérios para simular re-
sultados de lancamentos desse dado. E facil perceber, da atividade
anterior que a probabilidade de 3é 3/6,de2é2/6e,de1,1/6

~

J

Nota 12

Simulacao do lancamento de um dado desequilibrado

(

Um dado é desequilibrado quando suas faces ocorrem com probabilidades desiguais. Supo-
nha que um dado seja desequilibrado de tal modo que a probabilidade de ocorrer cada uma
de suas faces, entre os nimeros 1, 2, 3, 4, 5 e 6, sejam proporcionais aos respectivos nimeros

das faces.

a) Determine as probabilidades de cada face no caso desse dado.

b) Usando as funcdes de geracéo de niimeros aleatdrios, simule o lancamento desse dado
42 vezes e compare a frequéncia relativa de faces 6 obtidas com a probabilidade teérica
da face 6 obtida no item anterior.

c) Repitaoitem anterior para 84,210,630, 840 e 1680 lancamentos do dado desequilibrado
e registre o nimero de vezes que vocé obteve a face 6.

d) Complete a tabela a seguir e comente sobre os resultados que vocé obteve.

Ndmero de Observacoes \ Frequéncia relativa de 6

42
210
630
840

1680

Simulacao do lancamento de um dado diferente

(

Um dado é equilibrado, mas suas faces foram pintadas de tal modo que ha uma face 1, duas

faces 2 e trés faces 3.

a) Determine as probabilidades de se obter face 1, face 2 e face 3 com esse dado.

b) Usando as funcdes de geracao de niimeros aleatérios, simule o lancamento desse dado
30 vezes e compare a frequéncia relativa de faces 2 obtidas com a probabilidade teérica
da face 2 obtida no item anterior.

c) Repita o item anterior para 300, 600, 900 e 1800 lancamentos do dado equilibrado e
registre o nimero de vezes que vocé obteve a face 2.

d) Complete a tabela a seguir e comente sobre os resultados que vocé obteve.



Ndmero de Observacdes \ Frequéncia relativa de 2

30
300
600
900

1800

Teorema: Lei dos Grandes Numeros

A medida que um experimento é repetido vérias vezes, a probabilidade dada pela frequén-
cia relativa de um evento tende a se aproximar da probabilidade tedrica.

A lei dos grandes nlimeros nos diz que as estimativas da probabilidade de um evento dadas
pelas frequéncias relativas tendem a ficar melhores com mais observacdes. Esse resultado,
como ja comentado anteriormente, é a base tedrica para a interpretacao frequentista de pro-
babilidade. Veja na figura 1.17, uma ilustracao da Lei dos Grandes Ndmeros.

Calculo de probabilidade, usando simulacao \

Deseja-se calcular a probabilidade de se obter pelo menos uma face 6, quando um dado
honesto é lancado quatro vezes.

Definindo A como sendo o evento ocorreu pelo menos um seis nos quatro lancamentos
entao A é o evento nenhum 6 ocorreu nos quatro lancamentos.

Nesse caso, podemos usar a propriedade do evento complementar para calcular P(A4) =
1 — P(A). O evento A ocorre se, e somente se, em cada um dos quatro lancamentos nao
ocorre face 6. Como os lancamentos sao independentes, a probabilidade de nao ocorrer
face 6 nos quatro lancamentos sera dada por

Assim P(A) ~1—0,48 =0, 52.

Vamos estimar essa probabilidade, usando a Lei dos Grandes Ndmeros com o auxilio do
GeoGebra.

Para simular o experimento podemos usar a funcdo =Numero Aleatério(1,6) nas céluas Al
até A4,
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Figura 1.47: Simulacao de quatro lancamento de um dado com o GeoGebra

figura 1.48: Simulacao de quatro lancamento de um dado com o GeoGebra

Na cela B4 usaremos a funcdo =ContarSe(5<x<7,A1:A4) para obter o nimero de faces 6 ob-
tidas.
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Figura 1.48: Contagem do nimero de faces 6 obtidas, usando o GeoGebra

Depois, marque as células Al:B4 e arraste-as até a linha 400, de modo a repetir 100 vezes
esse experimento.
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Figura 1.49: Simulacdo de 100 experimentos (lancar um dado 4 vezes), usando o GeoGebra

Vamos entdo usar a funcao ContarSe(-1<x<1,B1:B400) para obter a quantidade de zeros, ou
seja, o numero de repeticdes do experimento em que a face 6 ndo ocorreu.
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Figura 1.50: Contagem do nimero de ocorréncias do evento “nenhuma face 6"

Observe que foram 43 ocorréncias sem nenhuma face 6 de modo que nessa simulacao a
probabilidade estimada de obter pelo menos um 6 é dada por 1 — 0,43 = 0,57. Observe que
essa estimativa ficou ligeiramente afastada da probabiliade tedrica (= 0, 52).

Duplicando o nimero de repeticdes do experimento, espera-se obter uma estimativa mais
proxima da probabilidade tedrica. Veja na figura 1.51 um resultado, usando o GeoGebra.
Agora, com 200 repeticdes, a estimativa foi 0,54 e, portanto, mais perto da probabilidade
tedrica.
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PROBARBILIDARDE

Solucao: Exercicios

A sentenca c) é a Unica correta. Se a probabilidade de ocorrer um

terremoto nos préoximos 20 anos é % entao a probabilidade de nao
ocorrer um terremoto nos préximos 20 anos é 1 — % = % (regra
do evento complementar) tal que é duas vezes mais provavel ele
ocorrer do que nao ocorrer nos proximos 20 anos. A alternativa
d) ndo faz sentido, pois considera a fracao % de 20 anos, quando a
interpretacao correta da probabilidade é a de que se pudessemos
observar 60 periodos similares de 20 anos na cidade de Zed, em
cerca de 40 desses peridos haveria um terremoto. A alternativa
b) também estd errada, pois uma medida de probabilidade maior
que zero e menor que 1 ndo nos fornece “certeza”. A alternativa d)
també esta incorrreta, pois sabe-se que hd maior chance de ocor-
rer um terremoto do que ndo ocorrer, apesar de ndo sermos capa-
zes de afirtmar se ele ird ocorrer ou ndo e quando ele ira ocorrer.

A alternativa que melhor corresponde a afirmacdo é d). A proba-
bilidade indica uma taxa de ocorréncia do evento, caso ele seja re-
petido um grande nimero de vezes. Assim, se observarmos 100
dias similares, em cerca de 30 desses dias ira chover. Observe que
esse nimero de fato pode ndo ser exatamente 30, apenas espera-
se que ele seja proximo de 30. Lembre-se que se vocé lancar uma
moeda honesta 20 vezes, ndo necessariamente ira observar 10 ca-
ras, mesmo sabendo que a probabilidade de ocorrer cara em cada
lancamento é 50%.

Se a probabilidade de um casal com trés filhos ter duas meninas é
3

gi
a) espera-se que entre 160 casais com trés filhos cerca de 160 -
% = 60 casais tenham duas meninas.

b) espera-se que entre 400 casais com trés filhos cerca de 400 -
% = 150 casais tenham duas meninas.

c) N&o, pois espera-se que entre 80 casais com trés filhos cerca
de 80 - % = 30 casais tenham duas meninas, podendo ocorrer
um numero de casais dferente de 30.

As interpretacfes mais adequadas sao

a) classica, pois sendo o dado honesto atribuem-se probabilia-
des iguais para cada uma das 6 faces possiveis, a saber, %.

b) frequentista. Nesse caso, a partir da observacao de um
grande nimero de tempos de espera, o gerente podera usar
a frequéncia relativa de ocorréncia dos tempos de espera de
mais de 30 minutos como a probabilidade do evento “esperar
mais de 30 inutos para ser atendido”.

c) subjetiva.

EXERCICIOS .

(Pisa) Imagine que tenha sido apresentado um documentario sobre terremotos, no qual é
dito com que frequéncia ocorrem e como podem ser previstos. Nesse documentario, um
gedlogo afirmou: “nos préoximos 20 anos, a chance de um terremoto acontecer na cidade
de Zed é de duas em trés."

Qual das sentencas a seguir reflete o significado da afirmacao feita pelo geélogo?
a) Como % - 20 = 13,3; entre 13 e 14 anos a partir de agora, ocorrerd um terremoto na
cidade de Zed.

b) Como % € maior do que % temos certeza de que ocorrera um terremoto na cidade de
Zed em algum momento nos préoximos 20 anos.

c) A probabilidade de ocorrer algum terremoto na cidade de Zed em algum momento
nos préximos 20 anos é maior do que a probabilidade de ele nao ocorrer.

d) N&o se pode dizer sobre o que ird acontecer, pois ninguém sabe quando um terre-
moto ocorrerd.

7A' (Pisa) Para dado dia, a previsdo do tempo afirma que, das 12h as 18h, a chance de ocor-
réncia de chuva é de 30%.

Assinale a alternativa que corresponde a melhor interpretacao dessa previsao do tempo.

a) Em 30% da area a qual a previséo se refere havera chuva.
b) em 30% de 6 horas, ou seja, durante o total de 108 minutos, havera chuva.

c) Emrelacdo as pessoas da area a qual a previsao se refere, pode-se afirmar que 30 a
cada 100 pessoas pegarao chuva.

d) Se a mesma previsao fosse dada para 100 dias, em cerca de 30 desses 100 dias have-
ria chuva.

e) A quantidade de chuva serd 30% da intensidade de uma forte precipitacdo (medida
como “chuva por unidade de tempo").

3

Sabe-se que a probabilidade de que um casal com trés filhos tenha duas meninas é ;.

Com base nessa afirmacao, responda:
a) Observando-se ao acaso 160 casais com trés filhos, quantos casais vocé espera que
tenham duas meninas?
b) E em 400 casais com trés filhos?

c) E correto afirmar que se observarmos 80 casais com trés filhos, exatamente 30 ca-
sais terao duas meninas? Por qué?

Nas situacdes a seguir indique a interpretacao de probabilidade, entre as interpretacdes
classica, frequentista e subjetiva, que melhor se encaixa para a designacao de probabili-
dades.

a) Um dado honesto é lancado trés vezes, deseja-se calcular a probabilidade de se ob-
ter pelo menos duas faces pares.

b) Um gerente de banco deseja avaliar a probabilidade de um cliente esperar mais de
30 minutos para ser atendido em um dia comum.



c) Deseja-se avaliar a probabilidade de vocé se tornar um Youtuber de sucesso no pro-
Ximo ano.

Em uma escola de Ensino Médio ha dois turnos: manha e tarde. Nesta escola ha alunos
que praticam atividade fisica fora do horério escolar e alunos que ndo praticam. Umaluno
dessa escola sera sorteado. Defina os seguintes eventos A : “o aluno sorteado é do turno
da manha" e B : "o aluno sorteado pratica atividade fisica fora do horério escolar”. Des-
creva em palavras os eventos

a AUB

b) AnB

c AnB

d ANnB
E sorteado um aluno de uma turma de um curso de Inglés na qual ha somente alunos de
15anos, 16 anos e 17 anos completos. Sabe-se que a probabilidade de o aluno selecionado
ter 15 anos éigual a 0,, e ter 17 anos é igual a 0,2. Determine a probabilidade de o aluno
sorteado

a) ter idade maior do que 16 anos.

b) ter 16 anos.

c) ter pelo menos 15 anos.

d) ter 15 ou 16 anos.

Um posto de coleta de sangue fez um lavantamento das fichas de 500 doadores, obtendo
as seguintes frequéncias relativas por tipo sanguineor e fator Rh.

0]

0,32 | 0,08 | 0,40
A [020]0,10 | 0,30
AB | 0,16 | 0,04 | 0,20
B | 0,07 ] 003] 0,10
Total | 0,75 | 0,25 | 1,00

Supondo que o comportamento desses doadores reflita o comportamento da populacao
da regido do posto de coleta que contém 1 milhdo de pessoas, pede-se calcular, de forma
aproximada, o nimero de pessoas nessa populacao que

a) tenha fator Rh-;

b) tenha sangue tipo A;

c) tenha sangue tipo AB com fator Rh+;

d) ndo tenha sangue tipo O.

e) ndo tenha sangue tipo 0, sabendo que tem fator Rh+.

f) nao tenha sangue tipo O, sabendo que tem fator Rh-.

Solucao: Exercicios

Observe que os eventos complementares sdo A: “ser do turno da

tarde" e B: “ndo pratica atividade fisica fora do horério escolar”.
Descricoes

a) Ocorre pelo menos um dos eventos entre “ser do turno da
manha" ou “praticar atividade fisica fora do horario escolar”,
podendo ocorrer apenas um dos dois ou os dois simultanea-
mente.

~n

b) Ocorrem os dois eventos “ser do turno da manha” e “praticar
atividade fisica fora do horario escolar” simultaneamente.

¢) Ocorrem os dois eventos “ser do turno da tarde" e “ndo prati-
car atividade fisica fora do horario escolar” simultaneamente.

d) Observe que pelas Leis de De Morgan AN B = AU B tal que
uma descricao para esse evento é Ocorre pelo menos um dos
eventos entre “ser do turno da tarde" ou “ndo praticar ativi-
dade fisica fora do horario escolar”, podendo ocorrer apenas
um dos dois ou os dois simultaneamente.

n Sejam os eventos A: “ter 15anos”; B: “ter 16 anos" e C: “ter 17 anos".

Como sé ha essas trés idades, segueque S = AUBUC ecomo A, B

e C sdo disjuntos, tem-se 1 = P(S) = P(A) + P(B) + P(C). Sabe-
seque P(A) =0,3e P(C) =0,2,logo P(B)=1-0,3—-0,2=0,5.

a) P(C)

b) P(B) =

c) P(S)=1

d) Como A e Bsaodisjuntos, tem-se P(AUB) = P(A)+ P(B) =
0,3+0,5=0,8.

0,2.
0,5.

Definindo o evento R: “ter Rh+" tal que R: “ter Rh-" e usando os
simbolos do tipo de sangue, tem-se

a) Como P(R) = 0,75, segue que o nimero esperado de pessoas
com fator Rh+ € 1.000.000 - 0,75 = 750.000

b) Como P(A) = 0,30, segue que o niimero esperado de pessoas
sangue tipo A é 300 mil.

c) Como P(AB N R) = 0,16, o nimero esperado de pessoas com
tipo AB € 160 mil.

d) Como P(O) =1 — 0,40 = 0,60, o nimero esperado de pessoas
gue nao tém tipo O é 600 mil.

e) Como P(O|R) = %T3-232 ~ 0,57, 0 nimero de esperado de pes-

soas com fator Rh+ que tém sangue tipo 0 é 0,57-750.000 = 427.500.
f) Como P(O|R) = 0,25 — 0,080,25 = 0,68, o nimero esperado de
pessoas que nao tém sangue tipo O entre as pessoas com fator
Rh-¢é 0,68 - 250.000 = 170.000.
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CAPITULD

PROBARBILIDARDE

Solucédo: Exercicios

B Opcéo correta: ¢)

Defina os eventos U1 e U2 para suco de uva na primeira selecdo e
suco de uva na segunda selecao. Similarmente, defina os eventos
L1 e L2 e P1e P2para os sabores laranja e péssego, respectiva-
mente. Deseja-se calcular a probabilidade de que os dois sucos
selecionados sejam do mesmo sabor, P[(U1 N U2) U (L1 N L2) U
(P1 N P2)] = P(U1NU2)+ P(L1N L2) + P(P1 N P2), pois os
eventos sao disjuntos. Usando a regra da multiplicacao tem-se
que P(U1NU2) = P(U1)- P(U2|U1) = 412 - 311 = 111. Como
as quantidades de sucos dos tr es sabores sao iguais, segue que a
respostaé3-111 = 311 =~ 0,273 = 27,3.

Essa solucao é facilmente visualisada, usando-se o diagrama de
arvore ilustrado na figura 1.56.

Nota 13

u Opcéo correta: b)

Basta verificar que dos 1000 consumidores pesquisados 50 + 100 +
200 = 350 nao pretendem mudar de modelo.

Opcao correta: a)

Primeiro serda necessario calcular a probabilidade de um aluno
qualquer dessa turma acertar a questdo. Temos que 20% dos alu-
nos a acertam com probabilidade 1, mas 80% chutam, acertando
com probabilidade 14, pois ha quatro opcoes de resposta. Assim, a
probabilidade de um aluno dessa turma acertar a questdo é dada
por0,2-1+0.8-1=0,4.

Usando o diagrama de arvore na figura 1.52, podemos escrever
para os dois alunos selecionados:

Aluno 1 Aluno 2 Situagao Probabilidade
05 Acerta  Dois Acertos 0,4-0,4=0,16
Acerta
Q2
05
! Erra Um Acerto 0,4-0,6=0,24
0l Acerta  Um Acerto 0,6-0,4=0,24
9> -
Erra
0
75 Erra Dois Erros 0,6-0,6 =0,36

Figura 1.52: Solucao do exercicio 10

Logo, a probabilidade de que exatamente um aluno tenha marcado
a opcao correta é dada por 0,24 + 0,24 = 0,48.

(UERJ-EQ1-2011) Uma fabrica produz sucos com os seguintes sabores: uva, péssego e la-
ranja. Considere uma caixa com 12 garrafas desses sucos, sendo quatro de cada sabor.
Retirando-se ao acaso duas garrafas dessa caixa, a probabilidade de que ambas as gar-
rafas contenham suco com o mesmo saber equivale a:

a) 9,1%
b) 18,2%
c) 27,3%
d) 36,4%

(UERJ-EQ1-2012-adaptada) Trés modelos de aparelhos de ar condicionado |, Il e lll, de di-
ferentes poténcias sao produzidos por determinado fabricante. Uma consulta sobre in-
tencdo de troca de modelo foi realizada com 1000 usuarios desses produtos. No quadro a
seguir estdo indicados os tipos de modelos que os usuarios possuem e se eles pretendem
mudar para outro modelo ou nao.

Dos 400 que possuem o modelo |, 50 ndo pretendem mudar de modelo, 150 pretendem
mudar para o Il e 250 para o Ill. Dos 400 que possuem o modelo I, 100 ndao pretendem
mudar e 300 pretendem mudar para o lll. E, dos 200 que possuem o modelo Ill, nenhum
deles tem intencao de mudar.

Escolhendo-se aleatoriamente um dos usuarios consultados, a probabilidade de que ele
nao pretenda trocar seu modelo de ar condicionado é:

a) 20%
b) 35%
c) 40%
d) 65%

(UERJ-EQ2-2013) Em uma escola, 20% dos alunos de uma turma marcaram a opcdo cor-
reta de uma questao de multipla escolha que possui quatro alternativas de resposta. Ode
demais alunos marcaram uma das quatro opcdes ao acaso. Verificando-se as respostas
de dois alunos quaisquer dessa turma, a probabilidade de que exatamente um tenha mar-
cado a opcao correta é:

a) 0,48
b) 0,40
) 0,36
d) 0,25

(ENEM) Um aluno de determinada escola serd escolhido por sorteio para representa-la
em certa atividade. A escola tem dois turnos. No diurno hé 300 alunos, distribuidos em
10 turmas de 30 alunos cada. No noturno ha 240 alunos, distribuidos em 6 turmas de
40 alunos cada. Em vez do sorteio direto, envolvendo os 540 alunos, foram propostos
dois outros métodos de sorteio. METODO I: Escolher ao acaso um dos turnos e, a seguir,
sortear um dos alunos do turno escolhido. METODO II: Escolher ao acaso uma das 16
turmas e, a seguir, sortear um dos alunos dessa turma. Sobre os métodos | e Il é correto
afirmar:



a) Em ambos os métodos, todos os alunos tém a mesma chance de serem sorteados.

b) No método |, todos os alunos tém a mesma chance de serem sorteados, mas no
meétodo Il a chance de um aluno do diurno ser sorteado é maior do que a de um aluno
do noturno.

¢) No método Il, todos os alunos tém a mesma chance de serem sorteados, mas no
meétodo | a chance de um aluno do diurno ser sorteado é maior do que a de um aluno
do noturno.

d) No método |, a chance de um aluno do noturno ser sorteado é maior do que a chance
de um aluno do diurno, enquanto no método Il ocorre o contrario.

e) Em ambos os métodos, a chance de um aluno do diurno ser sorteado é maior do que
a de um aluno do noturno.

(ENEM) Um municipio de 628km? é atendido por duas emissoras de radio cujas antenas A
e B alcancam um raio de 10 km do municipio, conforme mostra a figura 1.53:

10km A

.
|
l
l Municipio
l
l
0

Z
O
%
>

10km B

Figura 1.53: Planta do municipio

Para orcar um contrato publicitario, uma agéncia precisa avaliar a probabilidade que um
morador tem de, circulando livremente pelo municipio, encontrar-se na érea de alcance
de pelo menos uma das emissoras. Essa probabilidade é de aproximadamente:
a) 20%
b) 25%
c) 30%
d) 35%
e) 40%
(ENEM - 2017) Um morador de uma regido metropolitana tem 50% de probabilidade de
atrasar-se para o trabalho quando chove na regido; caso nao chova, sua probabilidade de

atraso é de 25%. Para um determinado dia, o servico de meteorologia estima em 30% a
probabilidade da ocorréncia de chuva nessa regiao.

Qual é probabilidade de esse morador se atrasar para o servico no dia para o qual foi dada
a estimativa de chuva?

a) 0,075

b) 0,150

c) 0,325

d) 0,600

Solucdo: Exercicios

Opcéo correta: d)

No método |, a probabilidade de selecionar um aluno do diurno sera
dada pela probabilidade de selecionar o turno diurno (%) vezes a
probabilidade de selelcionar umaluno do diurno (ﬁ), ou seja, sera
dada por ﬁ. Ja a probabilidade de selecionar um aluno do noturno
serd dada por - 515 = z55. Assim, no método |, a probabilidade de
selecionar um aluno do noturno é maior do que a probabilidade de
selecionar um aluno do diurno. Portanto, as alternativas a), b), c) e
d) sdo falsas.

No método Il, a probabilidade de selecionar um aluno do diurno é
dada por 13 - & = & = 2% Ja a probabilidade de selecionar um
aluno do noturno é % - & = 225 = ;2. Assim, no método I, a pro-
babilidade de selecionar um aluno do noturno é menor do que a
probabilidade de selecionar um aluno do diurno. Portanto, a alter-

nativa d) esta correta.

Opcéo correta: b)

Para calcular a soma das areas dos setores circulares na figura
dada é necessario conhecer os respectivos angulos centrais. No
entanto, basta conhecer a soma dos angulos centrais, que pela fi-
gura do trapézio implica que ela é 180 graus tal que os dois setores
juntos podem formar a semi-circunferéncia de raio 10 km. Logo, a

. . 10%7/2 __ 314 _
probabilidade é dada por =53¢~ ~ 57555 = 0,25.

Opcao correta: ¢)

Usando o diagrama de arvore ilustrado na figura 1.57 tem-se que a
probabilidade de atraso é dada por 0,15 + 0,175 = 0,325.

Nota 14

Alternativamente, definindo A como o evento se atrasar e C como
o evento chover, deseja-se calcular P(A4). Mas, A = (ANC)U (AN

(') com os dois eventos do lado esquerdo da igualdade disjuntos.
Logo,

P(A)=P(ANC)+P(ANC)
= P(C)- P(A|C) + P(C)P(4|C)
=0,3-0,5+0,7-0,25
=0,325
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CAPITULD

PROBARBILIDARDE

Solucéao: Exercicios

Opcao correta: a)

Primeiro observe que existem 10 eventos possiveis que levam a ob-
servar apenas um semaforo verde, a saber, pode ser o primeiro ou
0 segundo, ou o terceiro e assim por diante até o décimo. Em se-
guida, observe que esses eventos sao disjuntos de modo que a pro-
babilidade desejada pode ser calculada pela soma das probabilida-
des desses 10 eventos ou, como elas sdo iguais, pelo produto da
probabilidade de apenas a primeira ser verde por 10. Finalmente,
pela independéncia, observe que qualquer que seja o evento a pro-
babilidade é dada por 2 - L--- 1 = 2. (1)" = 2 Assim a probabili-
dade solicitada é 132,

Opcao correta: c) Observe o diagramma de Venn a seguir com as
informacodes do enunciado. Lembre que 80% de 25% corresponde
a 20%.

Gripe Febre

\-

Logo, a probabilidade de ter tido febre durante o surto é dada por
0,20 + 0,08 = 0,28.
P(ENI) 300/1200 1

P(BIT) = P(I)  600/1200 2

Opcdo correta: a)

Observe o diagramma de Venn a seguir com as informacdes do
enunciado.

Gripe Febre

-

Logo, a probabilidade de falar espanhol dado que ndo fala inglés é
dada por

e) 0,800

(ENEM - 2017) Numa avenida existem 10 semaforos. Por causa de uma pane no sistema,
os semaforos ficaram sem controle durante uma hora, e fixaram suas luzes unicamente
em verde ou vermelho. Os semaforos funcionam de forma independente; a probabilidade
de acusar cor verde é de % e a de acusar cor vermelha é de % Uma pessoa percorreu a pé
toda essa avenida durante o periodo da pane, observando a cor da luz de cada um desses
semaforos.

Qual é a probabilidade de que esta pessoa tenha observado exatamente um sinal na cor
verde?
10-2
a) 310
10 - 29
310
210

b)

C) 31%
290

2

e) 310

(UFPR) Durante um surto de gripe, 25% dos funciondrios de uma empresa contrairam essa
doenca. Dentre os que contrairam gripe, 80% apresentaram febre. Constatou-se também
que 8% dos funcionarios apresentaram febre por outros motivos naquele periodo. Qual a
probabilidade de que um funcionario dessa empresa, selecionado ao acaso, tenha apre-
sentado febre durante o surto de gripe?

a) 20%

b) 26%

c) 28%

d) 33%

e) 35%
(ENEM) Numa escola com 1200 alunos foi realizada uma pesquisa sobre o conhecimento
desses em duas linguas estrangeiras: inglés e espanhol. Nessa pesquisa, constatou-se

que 600 alunos falam inglés, 500 falam espanhol e 300 nao falam qualguer um desses
idiomas.

Escolhendo-se um aluno dessa escola ao acaso e sabendo-se que ele ndo falainglés, qual
a probabilidade de que esse aluno fale espanhol?

a)
b)
o
d)
e

E‘m DT W [= C0lUT NI



(ENEM) O psicélogo de uma empresa aplica um teste para analisar a aptidao de um can-
didato a determinado cargo. O teste consiste em uma série de perguntas cujas respostas
devem ser verdadeiro ou falso e termina quando o psicélogo fizer a décima pergunta ou
quando o candidato der a segunda resposta errada, Com base em testes anteriores, o psi-
célogo sabe que a probabilidade de o candidato errar qualquer uma das respostas é 0,2.
A probabilidade do teste terminar na quinta pergunta é:

a) 0,02048
b) 0,08192
c) 0,24000
d) 0,40960
e) 0,49152
De um lote contendo 20 lampadas das quais 5 sao defeituosas, deseja-se extrair duas
l@mpadas e testa-las sequencialmente.
a) Se as ldmpadas séo extraidas sem reposicdo ao lote, responda:

i) Qual a probabilidade de se extrair duas defeituosas?
i) Qual a probabilidade de se extrair duas boas?
i) Qual a probabilidade de se extrair uma boa e uma defeituosa em qualquer or-
dem?
b) Se as lampadas séo extraidas com reposicdo ao lote, responda:

i) Qual a probabilidade de se extrair duas defeituosas?
i) Qual a probabilidade de se extrair duas boas?

iii) Qual a probabilidade de se extrair uma boa e uma defeituosa em qualquer or-
dem?

Solucdo: Exercicios

Opcéo correta: b)

Observe que o teste terminara na quinta questao se o segundo erro
do candidato ocorrer nessa questao. Portanto, para o primeiro erro
haveréd quatro eventos possiveis, a saber, na primeira ou na se-
gunda ou na terceira ou na quarta questao. Como esses eventos
sao disjuntos, a probabilidade desejada sera dada pela soma das
probabilidades desses 4 eventos. Observe também que cada um
desses eventos, usando a independéncia entre questdes, ocorre
com probabilidade, 0,22 - 0,8 = 0,02048, correspondendo a dois
erros e trés acertos. Portanto, a resposta é 4 - 0,02048 = 0,08192.

a) Para as selecbes sem reposicaéo tem-se o seguinte diagrama

de arvore
D
L\(/\%
D
o
61’1, 75/79
B
. D
7 A\’
5/20 5/
B
74/79

Assim as respostas sdo i) i) 2t iii) 55 - 16 + 35 * 15 = 23

b) Para as selecGes com reposicao tem-se o seguinte diagrama
de arvore com D o evento "peca defeituosa e B peca nao defei-

tuosa".
D
520
D
N
ok 75/20
B
5 D
7 7
5/20 5/
B
1735

Assim, as respostas sdo i) = i) 2t i) & - 35 + 22 - > = 5.
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Notas

1

Solucao: Interpretando medida de incerteza

a)

b)

@)

Nao. A probabilidade 0,5 indica uma taxa de ocorréncia de modo que se, de fato,
a probabilidade é 0,5 de ocorrer cara, isso significa que se lancarmos a moeda
muitas vezes (IV), esperamos observar um nimero de caras que seja proximo
de 0,5 - N (50% do ndmero de lancamentos). Assim, se a moeda é lancada 100
vezes, espera-se observar um nimero de caras préximo a 50, mas nao necessa-
riamenteiguala 50. Vocés podem rapidamente fazer uma experiéncia, reunindo-
se em 10 grupos de cerca de 4 alunos e cada grupo devera lancar uma moeda 10
vezes e registrar o nimero de caras. Depois, a informacdo dos 10 grupos devera
ser reunida, totalizando 100 lancamentos. Quantas caras foram observadas?

Se a probabilidade de chover amanha é de 30%, isso significa que para cada 10
dias com as mesmas caracteristicas, espera-se que em 3 deles chova e em 7 nao.
Se é muito trabalhosos carregar um guarda-chuva, talvez a melhor decisdo seja
a de nao levar o guarda chuva, dado que a probabilidade é inferior a 50%. Por
outro lado, se vocé esta resfriado e quer evitar de todo o modo o risco de se mo-
lhar, carregar o guarda-chuva, mesmo que ele venha a ndo ser Util, pode ser a
melhor decisao. O importante aqui, € que ndo hd como nao correr riscos, qual-
quer que seja a sua decisao, mas a informacao da probabilidade de chover é (til
para tomarmos uma decisao com base nas nossas necessidades e expectativas.

Nao. Aqui podemos usar a mesma ideia da moeda: como a probabilidade é de
10%, espera-se que ao observar um grande nimero de pessoas (N), cerca de
0,1- N (10%) delas iréo apresentar o Diabetes. Em 500 pessoas, espera-se que
10% de 500 = 50 pessoas irdo ter o Diabetes. Observe também que nesse Gltimo
caso, a introducao de politicas publicas na area da salde e de campanhas sobre
habitos saudaveis, poderia reduzir essa probabilidade.

2 | Solucao: Espaco amostral ndo é tnico!

a) Usando a para menina e o para menino, pode-se identificar todas as possibilida-

des, construindo-se o seguinte diagrama, chamado diagrama de arvore.

a

o

Figura 1.54: Diagrama de arvore: representacao das oito possibilidades de nasci-
mentos de trés filhos

b)

S = {(a,a,a),(a,a,0),(a,0,a),(a,o,0),(0,a,a),(o,a,0),(0,0,a),(0,0,0)} com, por
exemplo, (a,0,a) indicando que dos trés filhos, o primeiro foi uma menina, o
segundo foi um menino e, o terceiro, uma menina. Observe que neste caso,
#(S) = 8 e, se as probabilidades de nascer um menino e de nascer uma menina
sao iguais, é natural usar a interpretacao classica de probabilidade, atribuindo
probabilidades iguais a cada um dos 8 eventos elementares deste espaco amos-
tral. Lembre que eventos elementares sao 0s subconjuntos unitarios do espaco
amostral.

Se formos pensar na quantidade de meninas do casaltem-se S = {0, 1, 2, 3}. Ob-
serve que neste caso #(S) = 4, mas neste caso nao serd adequado atribuir pro-
babilidades iguais aos eventos elmentares {0}, {1}, {2} e {3}, pois claramente,
os eventos {1} e {2} ocorrem com maior frequéncia e, portanto, com maior pro-
babilidade. Veja as oito situacdes possiveis no item anterior e quantas delas
correspondem a estes dois eventos elementares.



Solucao: Leis de De Morgan

Veja a figura a seguir. No primeiro diagrama foi pintada a regidao correspondente ao
complementar daintersecdo de A e B. No segundo diagrama foi realcada em listras
vermelhas a regido que corresponde ao evento A e em listras azuis a regido que cor-
responde ao evento B. Depois, em cinza foi destacada a regido correspondendo &
uniao dos dois. Verifique que correspondem a mesma regiao.

ANB

Figura 1.55: As leis de De Morgan podem ser enunciadas da seguinte forma:

a) O complementar da intersecdo de dois eventos é igual a unido dos complemen-
tares desses dois eventos.

b) O complementar da unido de dois eventos é igual a intersecao dos complemen-
tares desses dois eventos.

Solucao: O problema dos aniversarios

Calcular diretamente essa probabilidade € muito complicado, pois existem varias
configuracdes possiveis de coincidéncias de aniversarios. Por outro lado, podemos
pensar no evento complementar ao evento cuja probabilidade queremos calcular. O
evento complementar corresponde ao evento “todos os alunos da turma nasceram
em dias diferentes”. Vamos usar a interpretacao classica de probabilidade supondo
que todas as configuracdes possiveis de aniversario para as 40 pessoas sao igual-
mente provaveis e, assim,
pa) = H4
#(S)

Observe que para cada pessoa existem 365 possibilidades de datas. Como sao 35
pessoas, tem-se #(S) = 36535. Agora o nimero de elementos do evento A, que
corresponde a todos terem nascido em dias diferentes, pode ser calculado, usando
o principio multiplicativo, da seguinte forma: ha 365 possibilidades para o aluno na-
mero 1 da chamada, logo ha (365 — 1) = 364 possibilidades para o aluno nimero 2
da chamada. Continuando, hd (365 — 2) = 363 possibilidades para o aluno nimero
3 da chamada, até (365 — 34) = 331 possibilidades para o aluno de niimero 35 da
chamada. Assim,

_ 365!
A) =365-364-363---331 = ——
#(4) (365 — 34)!

Com uma calculadora cientifica basica, é possivel obter o valor de

— 365! .
P(A) = —— 3655
(4) (36535)!
que é, aproximadamente, 0,814. A titulo de informacao veja na tabela a seguir as
probabilidades de coincidéncia em funcao do tamanho do grupo k.

5 | 0,027
10 | 0,117
20 | 0,411
22 | 0,476
23 | 0,507
30 | 0,569
40 | 0,891
50 | 0,970
60 | 0,094




5 | Solucao: Uso de 6culos e sexo de estudandes

Defina os seguintes eventos

B M: "estudante do género masculino’,

B [ "estudante do sexo feminino”,

B O: "estudante usa 6culos” e

B O: "estudante ndo usa 6culos”.

a)
b)

@)

d)
e)

f)

g)

P(O) =12 =0,275

H& 22 alunos do género feminino e 6 usam 6culos. Assim, a probabilidade é
6

7 ~ 0,273.

22 )

Ha 18 alunos do género masculino e 5 usam 6culos. Assim, a probabilidade é
5

= ~ 0,278.

18 ’

P(F) =22 =055

H& 11 alunos que usam 6culos e 6 sao do género feminino. Assim, a probabili-
dade é & ~ 0,545.

Ha 29 alunos que ndo usam 6culos e 16 sdo do género feminino. Assim, a proba-
bilidade é 35 ~ 0,552.

Sem discriminar por género, a probabilidade de usar 6culos é 0,275. Discrimi-
nando por sexo, observa-se que a probabilidade de uma menina usar éculos
€ 0,272 e de um menino usar 6culos € 0,278. Sem discriminar por uso de écu-
los, a probabilidade de ser uma menina é 0,55. Discriminando por uso de 6culos,
observa-se que a probabilidade de ser uma menina entre os alunos que usam
oculos é 0,545 e a probabilidade de ser uma menina entre os que nao usam écu-
los € 0,552, ou seja, ambas aproximadamente iguais a probabilidade de ser uma
menina sem levar em conta o uso de éculos. Portanto, independentemente, de
sexo, a probabilidade de usar 6culos é aproximadamente 0,275 e independente-
mente de uso de 6culos, a probabilidade de ser uma menina é aproximadamente
0,55. Como estamos lidando com uma amostra da populacao, probabilidades
gerais, por exemplo “uso de 6culos” e probabilidades parciais “uso de éculos se-
gundo o sexo" aproximadamente iguais revelam a independéncia no sentido es-
tatistico dos eventos considerados.

6 | Solucao: Independéncia e complementariedade

a)

b)

@)

Por hipétese temos que P(AN B) = P(A) - P(B), pois A e B sao independentes.
Queremos provar que A e B também s&o independentes, ou equivalentemente,
que P(AN B) = P(A) - P(B). Pelas Leis de De Morgan trabalhadas em ativi-
dade anterior, sabemos que AN B = (AU B). Portanto, usando a propriedade
do evento complementar, podemos escrever P(AN B) = 1P(AU B).

Mas,

P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B) = P(A) + P(B) — P(A) - P(B)

ela independéncia entre A e B. Assim,

. Portanto, se A e B sdo independentes, entdo A e B também sdo independen-
tes.

Por hipotese temos que P(AN B) = P(A) - P(B), pois A e B sao independentes.
Queremos provar que A e B também sdo independentes, ou equivalentemente,
que P(ANB) = P(A)-P(B). Observe que podemos escrever A = (ANB)U(ANB)
com os dois eventos do lado direito sendo disjuntos. Assim, P(A) = P(ANB) +
P(AN B) implicando que P(ANB) = P(A) — P(AN B) = P(A) — P(A) - P(B)
pela independedéncia de A e B. Logo, P(ANB) = P(A)- (1P(B)) = P(A)- P(B)
e, portanto, se A e B sdo independentes, entdo A e B também sao.

Idem ao item anterior, bastando trocar de posicao as letras A e B.



7 | Solucao: Escolha da chave correta

a) Sejam os eventos A4;: "o cadeado é aberto na i-ésima tentativa’, i = 1,2, 3. Que-
remos calcular P(A; N A;N A3), pois por hipétese o cadeado ndo foi aberto nem
na primeira nem na segunda tentetiva.

P(A1A; N Ag) = P(Ay) - P(Ay]Ay) - P(A3lA;1N'Ay) = 3 -5 -5 = 155 = 0,128
Essa solucao pode ser visualizada por meio do diagrama de arvore, ilustrado na

figura a seguir.

Ay —— Abre na Primeira  P(4,) = %

AI2
4 1
Ay — Abre naSegunda P(A4; N A,) = =
A2
Q/s
- Abre na Segunda
A A3HP(A1HA2ﬂA3):%é%
A2
7/5

) Considerando agora o caso sem reposicdo tem-se P(A; N A, N A3) = P(A;) -
P(Ay[A))-P(A3|A NAy) = 2-3.1 =1 =0,2. Essa solugdo pode ser visualizada
por meio do diagrama de arvore, ilustrado na figura a seguir.

A; —— Abrena Primeira  P(4;) = é

N
4 3
A; — AbrenaSegunda P(A; N Ay) = 5

A

4/5

_ Abre na Segunda
4 A ’P(AmAQmAg)zggé
e

273

8 | Solucao: Probabilidade total

a) Defina os seguintes eventos:

B A;: "bloco | é sorteaco’,
B A, "blocoll ésorteado’e

B A5 "blocolll é sorteado”.
Defina també o evento

B B: "um menor de até 12 anos é sorteado”. Observe que os eventos A;, A, e
Aj sdo disjuntos e que um menor sorteado pode ser de um, e somente um,
dos trés blocos. Logo, podemos escrever

B=(A NB)U(A;NB)U(A3N B).
Como os eventos do lado direito da equacao acima sao disjuntos, tem-se
P(B)=(A1NB)+ P(AyNB)+ P(A3N B)

Usando-se a regra da multiplicacao, tem-se

P(B) = P(Ay) - P(B|A;) + P(A;) - P(B|A;) + P(A3) - P(B|As3)
1
2

1 N 27 1 36 24
3 180 3 200 100
1 3 N 1
20 50 15
_ 15+18+20
N 300
53
=2 ~0.177.
300 ’

Nesse item, deseja-se calcular a probabilidade condicional de ter ocorrido
0 evento A,, dado que ocorreu o evento B, ou seja, P(A,|B). Usando a de-
finicao de probabilidade condicional tem-se

P(A,N B)
P(B)
_ P(4y) - P(B|Ap)
53,/300
3300

" 50 53
18

= — ~0.34.
53 ’

P(Ay|B) =




9 | Solucao: Simulacao de um dado honesto

Solucao: Simulacdo do lancamento de um dado desequilibrado

a) Vocé pode realizar a simulacéo usando a planilha do GeoGebra e a funcao =Nu- a) Vocé pode realizar a simulacao usando a planilha do Geogebra e a funcao =Nu-
meroAleatério(1,6) na célula Al. Essa funcdo retornard, com probabilidades meroAleatério(1,21) na célula Al. Essa funcdo retornard, com probabilidades
iguais, um entre os nimeros 1,2,3,4,5 e 6. Depois, arraste, copiando esta funcao iguais, um entre os nimeros 1,2,3,4,5, ....21. Depais, arraste, copiando esta fun-
para mais 29 células A2 até A30, obtendo as 30 simulacdes. Veja exemplo no cdo para mais 41 células A2 até A42, obtendo as 42 simulacdes. Observe que
inicio dessa secdo. Depois use a funcdo =ContarSe(5<x<7,A1:A30). € claro que as nesse caso, vocé devera usar apenas um numero para atribuir a ocorréncia da
respostas irdo variar, dependendo da simulacao. Mas, espera-se que o niimero face 1, dois nimeros para a face 2, e assim por diante, com seis nimeros para
de faces "6" obtidas oscile em torno de 5, pois a funcao gera o nimero 6 com a face 6. Se consideraros os seis Ultimos, a saber, 21, 20, 19, 18, 17 e 16, use a
probabilidade % e assim, em média espera-se obter 30 - 16 = 5 digitos 6. funcao :ContarSe(75<,x<22,A7:A42), para obter a quantidade de faces 6 obtidas

_ . . . . . nos 42 lancamentos. E claro que as respostas irdo variar de um para outro. Mas,

b) Idem ao |ten:1 anterior, s6 que agora o nimero de células a ser considerado na espera-se que o nimero de faces 6 obtidas oscile em torno de 12, pois a proba-
ptanitha sera 60, 120, 300 e 1500. bilidade de gerar uma face 6 com esse procedimento é & ~ 0,286 e estamos

c) No preenchimento da tabela vocé deverd perceber que a medida que o niimero simulando 42 lancamentos.
de simulacGes € maior, a frequéncia relativa de faces 6 se aproxima da probabi- b) Idem ao item anterior, sé que agora o niimero de células a ser considerado na
lidade tedrica de obter uma face 6 (=~ 0,167). Se de fato o gerador de nliimeros planilha sera 210, 630, 840 e 160.
aleatdrios do programa que vocé estd usando é bom, esse é o resultado espe-
rado. Por exemplo, em uma simulacdo com o GeoGebra foram observadas as c) No preenchimento da tabela vocé deverd perceber que a medida que o ndmero

de simulacdes é maior, a frequéncia relativa de faces 6 se aproxima da probabili-
dade tedrica de obter uma face 6 (= 0, 286). Se de fato o gerador de niimeros ale-
atdérios do programa que vocé esta usando é bom, esse é o resultado esperado.

seguintes frequéncias relativas de faces 6 conforme o nimero de lancamentos:

Ndmero de Observacbes Frequéncia relativa de 6's

30 0,17 Por exemplo, em uma simulacao com o GeoGebra foram obserdas as seguintes
60 0,18 frequéncias relativas de faces 6 conforme o nimero de lancamentos:
120 0,18
300 0,16 Nimero de Observacbes Frequéncia relativade 6
1500 0,17 42 0,29
84 0,31
210 0,30
10 s i & ’
Sugestodes e discussoes 630 0.28
: . . ) 840 0,29
Simulacao do lancamento de um dado desequilibrado )
’ ’ 1680 0,29

Nessa atividade sera proposta a simulacao de um dado desequilibrado de tal
modo que as faces ndo ocorrem com probabilidades iguais. Inicialmente sera
necessaria uma discussao sobre com os alunos desequilibrados. Em particular,
nessa atividade serd suposto que a probabilidade da face é proporcional ao na-
mero da face. Assim, a primeira pergunta envolverd obter as probabilidades de
cada face. Fazendo P(i) = k-iemquei=1,2,3,4,5,6 e k é a constante de pro-
porcionalidade, lembre com os alunos a segunda regra basicade que P(S) = 1e
que {1}U{2}U---U{6} = S. Além disso, como os eventos elementares sdo disjun-
tosseguequel = P({1})+P({2})+ - -+P({6}) = k+2k+3k+4k+5k+6k = 21k
tal que k£ = 121. Depois dessa deducao sera necessaria uma discussao sobre
como usar o gerador de nimeros aleatdrios para simular os resultados desse
dado, para finalmente realizar a simulacdao de um ndimero aleatério entre 1 e 21
e atribuidoo 1 a face 1, depoiso2eo3aface2,04,05eo06aface3, 07 08,
o09eol0aface4,011l,012, 013, 014e015afacebe, finalmente, 016,017, 0
18,019,020 e 021 aface 6. Leve o aluno a observar que desse modo estaremos
respeitando as probabilidades desiguais, a saber, 1/21 para a face 1,2/21 para a
face 2,...,6/21 para a face 6.

J




12 | Solucao: Simulacao do lancamento de um dado diferente Atrasa

13

14

a)

b)

0D
A probabilidade de obter face 1 é dada por 16, de obter face 2 é dada por 26 e, de
obter face 3 é dada por 36, pois o dado é equilibrado, mas ha uma face 1, duas Chove
faces 2 e trés faces 3. Vocé pode realizar a simulacao usando a planilha do Ge-
ogebra e a funcao =NumeroAleatdrio(1,6) na célula Al. Essa funcdo retornard, N 05

com probabilidades iguais, um entre os nimeros 1,2,3,4,5,6. Depois, arraste, co- N&o Atrasa
piando esta funcao para mais 29 células A2 até A30, obtendo as 30 simulacdes.
Observe que nesse caso, vocé devera atribuir apenas um nlimero para a ocor-

réncia da face 1, dois nimeros para a face 2 e trés nimeros para a face 3. Se 5 Atrasa
. . A - a3 ot

considerarmos os nimeros 2 e 3 para a ocorréncia de face 2, use a funcao =Con- SO
tarSe(1<x<4,AT:A30). E claro que as respostas irdo variar, dependendo da simu- .

N , — ) i Ngo Chove
lacao. Mas, espera-se que o nimero de faces “2" obtidas oscile em torno de 10,
pois a probabilidade de obter uma face “2" é 2/6 e estamos simulando 30 lanca- 07
mentos. Nao Atrasa

Idem ao item anterior, s6 que agora o numero de células a ser considerado na

planilha sera 300, 600, 900 e 1800. Figura 1.57: Solucao do exercicio 13

No preenchimento da tabela vocé devera perceber que a medida que o nimero
de simulacdes é maior, a frequéncia relativa de faces 2 se aproxima da proba-
bilidade tedrica de obter uma face 2 (=0,333). Se de fato o gerador de niimeros
aleatérios do programa que vocé esta usando é bom, esse é o resultado espe-
rado. Por exemplo, em uma simulacao com o GeoGebra foram observadas as
seguintes frequéncias relativas de faces 2 conforme o nimero de lancamentos

sabores
U iguais 4 3
e va % 12 11
Uva /0 Laranja
“i7 Péssego
\\’L
™
W Uva
sabores
u/12 iguais
/ Laranja M Laranja g% 14—2 . %
I~ Péssego
2
< /W Uva
Péssego AL Laranja b
sabores
iguais
17 Péssego %g 14_2 . %

Figura 1.56: Solucao do exercicio 8

prob.: 0,15

prob.: 0,15

prob.: 0,175

prob.: 0,525
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