Integrales racionales

P(x)
o™
Tipo 1: grado P(x) = grado Q(x)
P RG)
00 dx = f C(x)dx + 00 dx

P(x): dividendo C(x): cociente

Q(x): divisor R(x): resto

Ejemplo:

fx3+x+4
x2+1

P(x) Q(x)

X3 4+0x2+x+4 | x*+1

—X —Xx X «— (C(x)
/ /4

T

C(x)

x3+x+4 4 x?
dexzfxdx+fx2+1dx= 7+4arctanx+C




Tipo 2: grado P(x) < grado Q(x) con raices simples en el denominador

P(x) Dy = f

Tt [ s
Q(x) x—a'* x—b

Ejemplo:

[
x2—1x

Factorizamos el denominador y separamos la fraccion:

x2—1=0=>x2=1=>x=+V1=+1

f”‘ d—fAd+de
x2 -1 = x—1x x+1x

Calculamos Ay B:

4 __ A B
x2—1 x—1 x+1
4 Alx+1) B(x—1)

-1 G-De+D G-Dx+D
4=Ax+1)+B(x—-1)

Six =1:
4=A01+1)+B(1-1)
4=2A=>A=2
Six =—1:
4=A01+(-1))+B(1-(-1D)
4=-2B=>B=-2
Por tanto:
f 4dx=fAdx+dex=f2dx+f_2dx
x? -1 x—1 x+1 x—1 x+1

1 1
=2f dx—2f dx =2In|lx —1|—-2In|x+ 1|+ C
x—1 x+1



Tipo 3: grado P(x) < grado Q(x) con raices simples y multiples en el denominador

P(x) A B
Q(x)dx:fx_adx+fmdx+---

Ejemplo:
f 3x — 15 p
X3 —3x—2%

11 0 -3 -2
-1 1 2
1 -1 -2 0

x3—3x—-2=x%?-x-2)(x+1)

Factorizamos el denominador:

x2—x—-2=0

_1ix/(—1)2—4'1'(—2)_1i3_{x1=2
x= 21 T2 Tl =-1

x3—-3x—-2=((x+1)*(x-2)

Como el factor (x + 1) esta elevado a la 2, debemos escribirlo elevadoala2yala 1. Si
estuviera elevado a la 4, lo escribiriamos elevado ala4,ala3,ala2yalal:

f3x—15d_f,4d+f B +fcd
X3 —3x—27%7 x+1 x (x+ 1) x—2

Calculamos A, By C:

3x-15 __ 4 B C
x3—-3x—-2 x+1 (x+1)?2 x-2

3x—15  Alx-1)x-2) B(x-2) Cx+1)°
x3—3x—2_(x+1)2(x—2)+(x+1)2+ x—2

3x—15=A(x—1D(x—-2)+B(x—2) + C(x + 1)



Six = 2:
3:2-15=4(2-1)(2-2)+B2—2) + C(2 + 1)?
-9=9C=C=-1
Six = —1:
3-(-1)—-15 =A((—1)—1)((—1)—2)+B((—1)—2)+C((—1)+1)2
~18=-3B=B =6
Si x = 0 (por ejemplo):
3:0-15=400-1)(0-2)+6-(0—2) + (=1) - (0 + 1)?
~15=-24-13=24=1

Por tanto:

fgx_lsd_fAd+fB+fC
X3 —3x—2%7 x+1 x (x+ 1) X —
N f( +1)2 fx—Z
f s +6f Y
(x+ 1) x—2%

(x + )1
=Inlx+1|+6———-In|x—-2|+C

6
= 1n|x+1|—m—ln|x—2|+C




Tipo 3: grado P(x) < grado Q(x) con raices complejas en el denominador

Integral de tipo logaritmo + arcotangente:

1. Conseguir la derivada del denominador en el numerador sumando o restando
numeros.

Separar la integral de tipo logaritmica del resto.
En la segunda integral buscar el cuadrado perfecto sumando o restando algun
namero.

4. La primera integral es de tipo logaritmica y la segunda de tipo arcotangente.

Ejemplo:

f 2x 4
X2+ 10x + 26~
Factorizamos el denominador:

x24+10x4+26=0

~10 £ V102 —4-1-26 —10+2i

= 21 2

>4Ax e R

El denominador no tiene raices reales. Aplicamos el método:
f 2x p _f2x+10—10d
X2+10x+267° " ) x2+10x +26°F
2x + 10 1
= f dx — 10] dx

x%2 4+ 10x + 26 x2 4+ 10x + 26

1
d
2 10x+25)+ 1%

= In|x? + 10x — 26| — 10]
(x

1
= 2 —-26/—10 | ——————d
In|x* + 10x | f(x+5)2+1 X

= |ln|x2 + 10x — 26| — 10 arctan(x + 5) + C|




