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RESUMO

Desde as séries iniciais a ideia de infinito é apresentada na escola formal. E senso comum
utilizar a palavra infinito para se referir a simplesmente algo muito grande. O real conceito de
infinito foi algo perturbador aos fildsofos gregos e durante a histdria surgiram estudiosos que
tentaram compreender o real conceito de infinito, um desses foi 0 matematico Georg Cantor
que desenvolveu a teoria do infinito. Diante disso, o objetivo deste trabalho é conhecer o que
seja infinito, mais especificamente o infinito trabalhado na matematica, como alguns
matematicos lidaram com o conceito de infinito ao longo dos séculos, alguns paradoxos que
surgiram ao se trabalhar com o infinito e a teoria desenvolvida por Georg Cantor. Foi feita uma
pesquisa exploratoria de natureza qualitativa se utilizando de um levantamento bibliografico.
Espera-se que esse trabalho possa ser usado como fonte de pesquisa por aqueles que desejem
conhecer sobre o tema ou que precisem estudar para alguma disciplina relacionada ao assunto,
que professores se utilizem da abordagem historica aqui contida para executar aulas voltadas

a0 mesmo tema e que esta pesquisa possa futuramente desencadear outras.

Palavras-chave: Conjuntos infinitos. Infinito. Georg Cantor. Paradoxos.



RESUMEN

Desde las series iniciales la idea de infinito es presentada en la escuela formal. Es sentido comun
utilizar la palabra infinito para referirse a sencillamente algo muy grande. El real concepto de
infinito fue algo perturbador para los filésofos griegos y durante la historia surgieron estudiosos
que intentaron comprender el real concepto de infinito, uno de esos fue el matematico Georg
Cantor que desarrollé la teoria del infinito. Ante eso, el objetivo de éste trabajo es conocer lo
que sea infinito, mas especificamente el infinito trabajado en las matematicas, como algunos
matematicos trataron el concepto de infinito a lo largo de los siglos, algunas paradojas que
surgieron al trabajar con el infinito y la teoria desarrollada por Georg Cantor. Se hizo una
busqueda exploratoria de naturaleza cualitativa utilizandose de un levantamiento bibliogréafico.
Se espera que ese trabajo pueda ser usado como fuente de investigacidn por aquellos que deseen
conocer acerca del tema o que necessiten estudiar para alguna asignatura relacionada al asunto,
que profesores se utilicen del enfoque histérico aqui contenido para ejecutar clases vueltas a lo

mismo tema y que esta bldsqueda pueda en el futuro desencadenar otras.

Palabras clave: Conjuntos infinitos. Infinito. Georg Cantor. Paradojas.
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1 INTRODUCAO

O universo é constituido de coisas em quantidade, elementos que podem ser
medidos e contados. Dai houve a necessidade de contar e medir as coisas, mas para isso era
preciso simbolos que representassem as quantidades, assim surgiram os nimeros, que podiam
ser cardinais ou ordinais. O primeiro serve para expressar uma quantidade e o segundo € usado
para indicar uma ordem, posi¢cdo ou lugar de uma sequéncia. Cotidianamente sdo usados 0s
numeros cardinais e ordinais, como, por exemplo, ao contar o total de funcionarios de uma
empresa, na contagem de andares de um determinado prédio, em uma competicdo quando
somente o que alcangou primeiro lugar ganha, quando é perguntada a data do dia na qual se diz
a posicdo do dia em relacdo ao més ou quando se diz a idade de alguém.

E notéavel, entdo, que no universo existe sempre algo que pode ser submetido a uma
contagem, mas existem coisas que sdo dificeis de serem representadas por um nimero que
simbolize seu tamanho exato, como a quantidade de grdos de areia ou 0 nimero de gotas do
oceano ou ainda o total de estrelas no céu. Muitos poderao dizer que tudo isso tem quantidade
infinita, pois comumente o infinito é denotado como algo muito grande, mas embora sejam
muitos e muitos graos de areia, uma imensiddo de gotas no oceano e uma porg¢édo gigantesca de
estrelas no céu ainda assim possuem um total finito.

O infinito, segundo o dicionario on-line Michaelis (2017), € um adjetivo que denota
algo “que ndo ¢ finito; que ndo tem e nem pode ter limites [...]; ilimitado, infindavel”. Esta
noc¢do de infinito como algo ilimitado foi fonte de confusdo durante o decorrer da histéria. Os
antigos gregos tentaram compreendé-lo e inimeras vezes chegaram a algumas contradicGes. A
compreensdo do infinito se tornou complexa e foi preciso distinguir seu conceito em dois tipos,
o infinito em poténcia e o infinito em ato.

Compreender o infinito é bastante necessario ao cursar disciplinas como calculo
diferencial e integral e analise real, seu conceito é fundamental para a matematica, mas pouco
compreendido. Como ha um obstaculo em entender e trabalhar com o infinito muitos
pesquisadores tentaram encontrar maneiras que possibilitem diminuir a dificuldade trazendo
alguns conceitos prévios, propostas didaticas e também descrevendo a histéria do infinito.

A seguir serdo apresentadas brevemente trés pesquisas, de autores distintos, que
tiveram como tema a ideia de infinito. O primeiro procura conhecer qual a nog¢éo que os alunos
do ensino basico tém sobre infinito. O segundo busca saber se é viavel trabalhar a disciplina de
calculo no ensino médio para que os futuros universitarios da area de exatas possam ter um

conhecimento mais profundo sobre a matéria, sendo assim ele relaciona a importancia do
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infinito no desenvolvimento do célculo. E por ultimo, o terceiro explora a teoria do infinito
desenvolvida por Georg Cantor (1845 - 1918), apresentando alguns teoremas, sem deixar de
comentar sobre a visdo que tinham alguns filésofos e pensadores acerca do infinito.

O primeiro autor é Borges (2015), que em sua dissertacdo apresenta diferentes
visdes acerca do infinito, o infinitamente grande, o infinitamente pequeno e o infinito como
“quantidade”, se utilizando de paradoxos para exemplificar tais visdes distintas. Conceitua e
distingue os conceitos de infinito em poténcia e infinito em ato. Ele também apresenta a teoria
criada por Georg Cantor. E ainda coloca alguns conceitos que ele acredita serem necessarios
para o0 entendimento sobre a teoria de conjuntos, como, por exemplo, o que é uma funcédo
injetiva, sobrejetiva ou bijetiva, a cardinalidade de um conjunto e conjuntos enumeraveis e ndo
enumeraveis.

Nessa mesma dissertacdo, Borges (2015) aplica um questionario para alunos do
ensino bésico, do 82 ano do ensino fundamental ao 32 ano ensino médio, onde ele procura saber
qual o conhecimento que os alunos participantes da pesquisa tém sobre infinito, se tinham uma
ideia apenas pautada no senso comum ou com uma no¢ao matematica. Com isso, ele traz uma
proposta didatica que tem por objetivo aclarar o conceito de infinito, trabalhando com os alunos
problemas simples do cotidiano, como, por exemplo, fazer uma correspondéncia entre o nimero
de ovos e o nimero de embalagens para calcular a quantidade de elementos de um conjunto
finito; propor a contagem da quantidade de grdo de areia para esclarecer que infinito ndo é
simplesmente um valor muito grande; e ao tentar colocar em ordem 0s nuUmeros reais mostrar
que existem conjuntos que ndo podem ser “contados”, ou seja, enumerados.

O segundo autor, Silva (2013), traz em seu TCC (Trabalho de Conclusédo de Curso)
de graduacgdo uma abordagem histérica acerca do infinito, desde a Grécia Antiga até o século
XX, citando alguns paradoxos, fazendo distin¢éo entre infinito em ato e infinito em poténcia e
apresentando as primeiras nogoes de limite, tudo isto com a finalidade de mostrar a importancia
do infinito no desenvolvimento do célculo diferencial e integral. O principal foco da sua
pesquisa € investigar se € possivel tratar da disciplina de calculo, de maneira introdutéria, no
ensino medio através da proposta do uso da historia do infinito como recurso didatico.

Silva (2013) ainda fez uma entrevista presencial com alguns professores do ensino
médio e ensino superior para tomar conhecimento das opiniGes desses profissionais sobre a
proposta didéatica trazida pelo mesmo. Ele se utilizou de um questionario contendo questdes
abertas onde, segundo 0 mesmo, o entrevistado pode ter mais liberdade de expressdo. Sua
motivacgdo para essa pesquisa foram os altos indices de abandono e reprovacdo na disciplina de

calculo diferencial e integral, sendo assim, neste mesmo trabalho, ele ainda apresenta alguns
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dados estatisticos, que fazem uma analise de tais indices e que os confirmam, mostrando que
ha falhas no processo ensino-aprendizagem desse contetdo.

E o terceiro e Gltimo autor a ser citado aqui é Sena (2011), que em seu TCC de
especializacdo, assim como Silva (2013), faz uma breve descricdo sobre como era tratado o
infinito na escola pitagédrica, citando alguns paradoxos trazidos pelo filésofo Zendo. Os
matematicos Galileu Galilei (1584-1642), Bernhard Bolzano (1781-1848) e Georg Cantor
(1845-1918) também sdo algumas das figuras citadas em seu ensaio. Sena (2011) se refere aos
dois primeiros dizendo que “com eles é desenvolvida a idéia do chamado infinito atual” (SENA,
2011, p. 13) ou infinito em ato, como ¢é tratado no presente trabalho. E, sobre Cantor o autor
apresenta a teoria deste, demonstrando alguns teoremas relacionados a tal teoria e a descoberta
dos numeros cardinais de conjuntos infinitos, os designados nimeros transfinitos.

Porém, antes de tratar do infinito em uma linguagem propria da matematica, Sena
(2011) traz alguns conceitos necessarios para uma melhor compreensdo do que sera mostrado
posteriormente, que séo algumas defini¢Ges sobre conjuntos, funcdes e cardinalidade.

Nos dois primeiros estudos apresentados vé-se que os autores focam no ensino e
aprendizagem do infinito, trazem uma proposta didatica com o objetivo de aclarar a nocéo que
os alunos do ensino basico tém de infinito. J& na terceira pesquisa o autor foca mais na
aprendizagem onde o leitor tem acesso aos conceitos prévios necessarios para compreender a
teoria criada por Georg Cantor.

A pesquisa de mestrado de Borges (2015) confirma que comumente se utiliza a
palavra infinito para se referir, simplesmente, a algo muito grande, ilimitado ou que é
impossivel de contar. Mas, é preciso conhecer melhor o que é o infinito. O conceito de infinito
foi algo perturbador aos fil6sofos gregos e durante a historia surgiram estudiosos que tentaram
compreender o real conceito de infinito, um destes foi o mateméatico Georg Cantor que
desenvolveu a teoria do infinito. A partir disto, neste trabalho serd utilizado como norte as
seguintes perguntas: o que € o infinito? Como se desenvolveu a teoria do infinito feita por Georg
Cantor?

Agora perceba a importancia da realizacdo do corrente trabalho. Desde 0 ensino
béasico é trabalhado a nocéo de infinito, como, por exemplo, nos assuntos sobre: conjuntos
numéricos — onde se diz que tais conjuntos sdo formados por infinitos nimeros, sendo o dos
nUmeros naturais 0 primeiro a ser apresentado e no decorrer dos anos letivos se aponta outros
conjuntos, dos inteiros, dos racionais, dos irracionais, dos reais e dos complexos; a nogéo
primitiva de ponto — onde se diz que por um ponto passam infinitas retas; dizimas periodicas —

numeros que crescem infinitamente respeitando um “padrao de repeticao”, chamado de
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periodo; progressdes geométricas (P.G.) — estas sdo separadas em P.G. finita e P.G. infinita,
sendo classificadas assim por conta de sua quantidade de termos; sistemas lineares — quando se
diz que um sistema € possivel e indeterminado ele possui infinitas solu¢fes. Nestes assuntos é
transmitida apenas a ideia béasica de infinito. Mas ao ingressar na universidade, mais
especificamente em um curso de exatas, os alunos se deparam com disciplinas como céalculo
diferencial e integral, anélise real e teoria dos nimeros, em que o infinito é aplicado de maneira
mais aprofundada e muitos alunos podem sentir dificuldade em compreender e trabalhar com
essa nova e complexa abordagem. Entdo, por isso, € importante estudar o conceito de infinito,
pois é bastante discutido ao longo da formac&o académica.

Em contraste & matematica ministrada no ensino basico, o infinito foi estudado
repetidamente durante a histéria, entdo é de grande relevancia investigar sua trajetoria, como
foi tratado, como era entendido, o porqué de ser definido em infinito em poténcia e infinito em
ato, a importancia de Georg Cantor (1845 - 1918) no estudo de conjunto infinitos e a razdo de
sua teoria ter sido menosprezada. A abordagem histérica do conceito de infinito serve também
como recurso didatico, para trazer clareza ao assunto, possibilita contextualiza-lo, mostra o
infinito ndo s6 na matematica, pois ele foi estudado também na fisica e até na teologia.

Este trabalho como um todo é importante, podendo ser usado como fonte de
pesquisa aqueles que desejem conhecer sobre o tema, ou que precisem estudar para alguma
disciplina relacionada ao assunto, contribuindo com projetos de outros autores, fazendo parte
de seu levantamento bibliografico. Professores que queiram trabalhar a historia do infinito com
seus alunos podem também se utilizar deste trabalho, mostrando a evolugéo de seu conceito e
o0s paradoxos relacionados ao mesmo. Ainda tal pesquisa pode ser estendida fazendo um estudo
sobre a hipétese do continuo.

Ainda é importante o estudo do infinito ndo somente pela sua utilidade, como foi
citado, mas também pela sua beleza, uma vez que € intrigante e estimulante o estudo do infinito.
Através dele e possivel chegar a inimeros paradoxos, como 0s de Zendo, na teoria de Cantor
quando se v€ que diferentes conjuntos enumeraveis tém mesma ‘“quantidade”, nas
convergéncias de séries infinitas, que consiste em somar infinitas parcelas e encontrar um
resultado finito para esta adi¢do, ou quando sdo divergentes e 0 manuseio das propriedades
comutativa e associativa levam a soma infinita a inimeros resultados diferentes, no uso do
termo infinito como qualidade. As inUmeras importantes figuras presentes na historia do infinito
com certeza ndo se voltaram a estudar o infinito apenas pela sua utilidade.

Em vista do que foi dito, o presente trabalho tem principal objetivo conhecer o que

seja infinito, mais especificamente o infinito trabalhado na matematica, como alguns
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matematicos lidaram com o conceito de infinito ao longo dos séculos, alguns paradoxos que
surgiram ao se trabalhar com o infinito e a teoria desenvolvida por Georg Cantor. Nesse sentido,
0s objetivos especificos sao:

v' Relatar brevemente o desenvolvimento do conceito de infinito ao longo da

historia e também um pouco da biografia do matematico Georg Cantor;

v" Conhecer a teoria de Cantor e como ele chegou a ela;

v" Apontar alguns paradoxos que surgiram ao se trabalhar com a ideia de infinito.

Para alcancar tais objetivos é preciso seguir um caminho, se utilizar de meios que
conduzam a finalidade do projeto, é necessario ter uma metodologia de pesquisa.

A palavra metodologia é oriunda do grego composta pelos termos meta, que quer

99 ¢ 99 <¢ 99 ¢¢

dizer “através de”, “por meio”, “fim”, mais hodos, que significa “via”, “caminho”, acrescida de
logos, que tem sentido de “estudo”, “conhecimento”, “ciéncia”. Assim, metodologia € 0 estudo
dos métodos ou a ciéncia que estuda o caminho que conduz ao fim ou ainda “consiste em
estudar, compreender e avaliar os varios métodos disponiveis para a realizacdo de uma pesquisa
académica”. Em vista disso, sera definido a seguir que metodologia foi utilizada para a
construcdo dessa obra.

A metodologia utilizada no presente trabalho é de natureza qualitativa, que
conforme Prodanov e Freitas (2013, p. 70) este tipo de pesquisa “ndo requer o uso de métodos
e técnicas estatisticas. [...] Tal pesquisa € descritiva. [...] O processo e seu significado sao 0s
focos principais da abordagem” e ainda exprimem que a “interpretacdo dos fendmenos e a
atribuicdo de significados sdo basicas no processo de pesquisa qualitativa” (PRODANOV;
FREITAS, 2013, p. 70).

Nesse sentido, para alcancar o objetivo desse projeto foi feita uma pesquisa
exploratéria, onde “tem por finalidade proporcionar mais informacdes sobre o assunto que
vamos investigar, possibilitando sua defini¢do e seu delineamento, isto é, facilitar a delimitacdo
do tema da pesquisa” (PRODANOV; FREITAS, 2013, p. 52).

Apbs a escolha do tema central do trabalho, iniciou-se a fase de levantamento
bibliografico. Assim, sera feito uma pesquisa de literaturas com foco em responder as
indagac0es levantadas nesta corrente produgéo.

Para responder a pergunta “o que ¢ o infinito?” ndo basta apenas definir seu
conceito, é preciso também saber a evolugdo desse conceito, como 0s antigos tratavam da ideia
de infinito, qual o seu processo historico ao longo do tempo. O leitor podera perceber que o

conceito de infinito foi bastante discutido no decorrer da histéria.
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Na tentativa de compreender o infinito muitos estudiosos acabaram sendo
conduzidos a inimeros paradoxos. Entdo, nesse trabalho foi organizado um capitulo com alguns
exemplos desses paradoxos, procurando fazer com que o leitor tenha conhecimento das
dificuldades enfrentadas ao se trabalhar com o conceito de infinito, de que maneira o infinito
vai contra 0 nosso senso comum, como a ideia errada de infinito pode nos levar ao paradoxo.

E sobre a questdao “como se desenvolveu a teoria do infinito feita por Georg
Cantor?” neste trabalho sera tracado um caminho onde primeiro se distinguira o infinito em
poténcia e infinito em ato, depois sera mostrado que o infinito dos nimeros naturais € igual ao
infinito dos inteiros e racionais, porém diferente e menor ao infinito dos nimeros reais. Através
destas ultimas conclusdes Cantor criou trés importantes teoremas onde se verifica que existem
infinitos de tamanhos diferentes e infinitos conjuntos numéricos infinitos.

Como Georg Cantor foi uma figura bastante importante para o desenvolvimento da
teoria de conjuntos infinitos se julgou interessante relatar um pouco sobre sua vida e obra, um
grande matematico incompreendido ao tentar entender o infinito.

Sendo assim, veja que o trabalho seguira um caminho totalmente tedrico. No
decorrer da escrita dessa obra sera realizado um levantamento bibliografico a partir de fontes
secundarias, como livros, revistas, monografias, dissertacdes e teses, pertinentes ao assunto
sobre teoria do infinito, para que se possa responder as questfes levantadas nesse projeto.

O desenvolvimento do presente trabalho foi organizado em trés secdes.
Primeiramente, no segundo capitulo, sera tratado de maneira breve sobre o conceito de infinito
ao longo da histdria, desde a Grécia antiga até a teoria dos conjuntos infinitos de Cantor,
comentando que visdes tinham alguns filésofos e outros pensadores acerca do conceito de
infinito. Foi elaborado também uma breve biografia sobre o matematico Georg Cantor, a
respeito de sua vida e obras, relatando suas contribui¢6es e alguns problemas enfrentados por
ele quanto ao estudo sobre o infinito.

No terceiro capitulo sera apresentado como Cantor provou sua teoria de que existem
infinitos conjuntos numeéricos infinitos, uns maiores que outros, iniciando pela distin¢éo entre
infinito em ato e infinito em poténcia, definida por Aristoteles (384 - 322 a.C.), seguindo pelas
demonstragfes que os conjuntos dos numeros naturais, inteiros e racionais sdo conjuntos
enumeraveis, sendo por isso “iguais em quantidade”, e que os niumeros reais nao ¢ enumeravel
e finalizando essa se¢do com trés importantes teoremas de Cantor, que mostram a existéncia de

infinitos maiores que outros.
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E no quarto e ultimo capitulo serd mostrado alguns paradoxos que surgiram ao se
trabalhar com a ideia de infinito, serdo eles os quatro conhecidos paradoxos de Zendo, o Hotel

de Hilbert e algumas somas paradoxais.
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2 O INFINITO AO LONGO DA HISTORIA

O conceito de infinito foi alvo de discussao entre filésofos, tedlogos e matematicos
durante o decorrer da historia, provocou controvérsias e sempre esteve ligado a inUmeros
paradoxos. Foi na Grécia Antiga onde teve inicio o interesse em conceituar e compreender o
infinito.

Neste capitulo sera descrito como foi trabalhado o infinito ao longo da historia, a
evolucdo de seu conceito, desde a Grécia Antiga até a teoria de conjuntos infinitos de Cantor.
Ao final sera dado énfase na bibliografia do matemético Georg Cantor citando suas
contribuigdes e alguns problemas enfrentados por ele quanto ao estudo sobre o infinito.

Por volta do século V a.C. surgem as primeiras reflexdes acerca do infinito através
dos paradoxos do filésofo grego Zendo de Eléia (495 - 435 a.C.). Nesses paradoxos Zendo
utilizava argumentos que procuravam mostrar a inconsisténcia dos conceitos de multiplicidade
e divisibilidade, mostrava a dificuldade légica ao se trabalhar com o conceito de infinito. Em
um de seus paradoxos ele chegou a afirmar ndo ser possivel percorrer determinada distancia,
pois para andar um caminho completo antes era preciso caminhar metade do todo, mas antes
disso deveria percorrer metade da metade do caminho e assim sucessivamente num processo
inacabavel, concluindo no final que o processo nem sequer chega a iniciar por conta de a
“primeira” subdivisao do caminho ser infinitamente pequena. Seus paradoxos mais conhecidos
sdo: Aquiles, Dicotomia, Estadio e Flecha.

Os paradoxos relacionados ao infinito tornaram-se bastante conhecidos na Grécia,
sendo estudados inclusive por Aristoteles (384 - 322 a.C.), que buscou compreender o conceito
de infinito. No terceiro livro de sua obra “Fisica”, ele introduz duas formas distintas de infinito,
“o infinito como processo de crescimento sem final ou de subdivisdo sem final e o infinito como
uma totalidade completa” (RAMON ORTIZ, 1994, p. 61, tradugdo nossa). S&0 esses 0s
posteriormente chamados infinito em poténcia e infinito em ato, respectivamente. Embora
Aristoteles tenha admitido dois conceitos de infinitos ele acreditava apenas na existéncia do
infinito em poténcia. Argumentava que o infinito em ato ndo existia de fato, mas era necessario
a matematica para subdividir ou somar, por exemplo.

Para compreender melhor esses dois conceitos de infinito considere um numero
natural qualquer, observe que sempre € possivel encontrar um numero ainda maior e outro
maior que esse Ultimo, isso acontece interminavelmente, sem fim, isso € o infinito em poténcia.
Agora tome o0 conjunto dos nimeros naturais como um todo, esse conjunto € infinito, ndo se

trata de uma quantidade especifica de elementos, mas da totalidade de nimeros que € infinita.
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Séculos mais tarde depois de Aristoteles o infinito foi discutido num sentido mais
teoldgico, era considerado como algo exclusivamente divino. Santo Agostinho (354 - 430) e
Santo Tomas de Aquino (1225 - 1274) acreditavam que somente Deus poderia ser infinito e s6
Ele poderia alcancéa-lo.

Ateé entéo, a nocéo de infinito estava restrita ao conceito de infinito em poténcia. A
partir do século XVII surgiram matematicos interessados em estudar o “tamanho” dos conjuntos

infinitos e, assim, contribuiram com o desenvolvimento da ideia de infinito em ato.

2.1 O INFINITO APOS O SECULO XVII

O século XVII foi um grande marco na matematica, foi nesse periodo que nasceram
a geometria analitica e o célculo infinitesimal. Foi nessa época também que muitos matematicos
se voltaram a questdo do infinito em ato, o primeiro deles foi o italiano Galileu Galilei (1564 -
1642). Em 1638, Galileu publicou em sua obra “Discorsi e dimostrazioni matematiche, intorno
a due nuove scienze” (Discursos ¢ demonstra¢cdes matematicas sobre duas novas ciéncias) 0
conhecido “Paradoxo de Galileu” que diz que o conjunto dos nUmeros naturais N =
{0,1,2,3,...} poderiam ser colocados em correspondéncia um-a-um com o conjunto dos
nameros quadrados perfeitos A = {0,1, 4,9, ... }, representados da seguinte maneira:

N: 0123 4 5 6 7 8 9 10

K
A: 01 4 9 16 25 36 49 64 81 100

onde cada nimero natural possui um Unico nimero quadrado correspondente e esse Ultimo
possui uma Unica raiz.

Ao analisar esses dois conjuntos € comum imaginar que existem mais ndmeros
naturais que numeros quadrados ou que um seja maior que o outro, porém Galileu observou
que conjuntos finito e infinito se comportam de forma distinta de tal maneira que nao é possivel
utilizar os termos maior, menor ou igual ao se comparar conjuntos infinitos.

Tal paradoxo foi exposto na obra de Galileu através de uma conversa entre trés
personagens Salviati, Simplicius e Sagredo, onde o primeiro € um homem sabio representando
o0 proprio Galileu, o segundo era um defensor das ideias de Aristoteles e o terceiro era um leigo

inteligente. Eis abaixo um trecho do dialogo:
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Salviati. (...) Se eu disser que os nimeros tomados na sua totalidade, incluindo os
quadrados e os ndo quadrados, sdo mais numerosos do que os quadrados sozinhos,
enunciarei uma proposicdo verdadeira, ndo €?

Simplicius. Certamente.

Salviati. De seguida, se eu perguntar agora quantos quadrados ha, podemos
responder, sem nos enganarmos, que ha tantas quantas as raizes quadradas
correspondentes, atendendo a que todo o quadrado tem a sua raiz e toda a raiz o seu
quadrado, que um quadrado ndo tem mais do que uma raiz, nem uma raiz mais do que
um quadrado.

Simplicius. Exactamente.

Salviati. Mas se eu perguntar quantas raizes ha, ndo se pode negar que ha tantas
quantos 0s nimeros, porque todo o0 nimero é a raiz de algum quadrado. Assim sendo,
serd, portanto, preciso dizer que ha tantos nimeros quadrados como ndmeros, uma
vez que eles séo tantos como as raizes e que as raizes representam o conjunto dos
nameros. No entanto diziamos de principio que hd mais nimeros do que quadrados,
j& que a maior parte dos nimeros ndo sao quadrados. (...)

Sagredo. Entdo, qual a concluséo a tirar nestas condi¢des?

Salviati. Aos meus olhos, a Unica conclusdo possivel é dizer que o conjunto dos
nameros, dos quadrados, das raizes é infinito; que o total dos nimeros quadrados nao
é inferior ao conjunto dos nimeros, nem este superior aquele. E finalmente, que os
atributos igual, maior e menor ndo tém sentido para quantidades infinitas, mas
somente para quantidades finitas (GALILEI,1638 apud MONTEIRO, 2015, p. 23).

O paradoxo de Galileu foi analisado posteriormente por outro matematico, o tcheco
Bernhard Bolzano (1781 - 1848). Em seu livro “Paradoxien der Unendlichen” (Paradoxos do
Infinito) ele buscou comparar conjuntos infinitos procurando estabelecer algum tipo de critério
nestas comparac@es considerando apenas a caracteristica do conjunto sem a necessidade de
contagem de seus elementos e concluiu que todo conjunto infinito poderia se relacionar com
um subconjunto proprio. Porém, ndo considerava que isso fosse suficiente para afirmar que dois
conjuntos infinitos possuam um mesmo “tamanho”, ou seja, mesma cardinalidade, como ¢
definido atualmente.

Bolzano sentia a necessidade de definir o conceito de infinito e, de acordo com
Sampaio (2008), justificava que o fato de existirem tantos paradoxos sobre a ideia do infinito
era a inexisténcia de formalizacdo desse conceito. Um dos que tentaram responder a essa
indagacdo foi o matematico alemdo Richard Dedekind (1831 - 1916) que em seu livro,
publicado em 1888, de titulo “Was sind und was sollen die Zahlen?” (O que sdo e para que
servem 0s NUmeros?), apresentou a defini¢do de conjunto infinito e finito da seguinte maneira:
“um conjunto ¢ infinito se, € Ssomente se, possui uma correspondéncia um-a-um com alguma de
suas partes préprias, isto €, partes distintas do todo; e sera finito se uma tal correspondéncia ndo
existir” (Dourado, 2017, p. 23), em outras palavras, um conjunto ¢ infinito se ele possui a
mesma cardinalidade de seu subconjunto proprio, caso contrario o conjunto sera finito.

Outro matemaético a trabalhar com as consideragdes feitas por Bolzano foi Georg
Cantor (1845 - 1918), que era amigo de Dedekind e costumeiramente trocavam cartas
dialogando a respeito das teorias um do outro. Cantor foi o criador da teoria dos conjuntos
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infinitos e considerava a ideia de bijecdo entre dois conjuntos o principio bésico para comparar
conjuntos infinitos. Ele definiu que “um conjunto finito é aquele cuja poténcia [cardinalidade]
€ um inteiro positivo. Para tal conjunto, todo subconjunto préprio tem uma poténcia menor,
enguanto que um conjunto infinito A tem a mesma poténcia que algum subconjunto proprio de
A” (RAMON ORTIZ, 1994, p. 66, traducdo nossa). Dai, depois definiu que dois conjuntos,
finito ou infinito, tém a mesma cardinalidade se existe uma correspondéncia um-a-um entre 0s
elementos de cada conjunto, diferente de Bolzano que nao considerava tal afirmacao.

Cantor foi responsavel por simbolizar a cardinalidade dos conjuntos infinitos,
criando assim os cardinais transfinitos. Em particular, para representar a cardinalidade do
conjunto dos nimeros naturais é usado a primeira letra do alfabeto hebraico Aleph com indice
zero, N,. Esta letra X possui muitos significados na cultura judaica. Segundo Andrade (2010, p.
6), aleph “representa a natureza infinita e unicidade de Deus”. Alguns dos nomes, em hebraico,
que iniciam com essa letra sdo Ein Sof (infinitude de Deus), Ehad (um) e Eloim (Deus), todos
ligados a divindade, entdo esta letra € uma imagem da unidade de Deus, o Unico ser infinito,
como acreditavam Santo Agostinho e Santo Tomas de Aquino.

Agora com a definicdo de conjunto infinito Cantor tratou de comparar conjuntos
numeéricos, chegando a conclusdo de que era possivel fazer uma bijecdo entre o conjunto dos
ndmeros naturais e o conjunto dos numeros inteiros. Posteriormente, fez a bijecdo dos naturais
com o conjunto dos nameros racionais. Os conjuntos que tém bijecdo com o conjunto dos
naturais sdo definidos como conjuntos enumeraveis. A partir disso, Cantor concluiu que 0s
inteiros e os racionais sdo enumeraveis e, portanto, possuem cardinalidade igual a X,. Mas ao
tentar comparar 0 conjunto dos naturais com o conjunto dos reais viu que estes possuem
cardinalidades diferentes, ou seja, 0 conjunto dos nimeros reais ndo é enumeravel.

Georg Cantor ja havia descoberto que “ndo existe infinito menor que o infinito dos
numeros naturais” (Dourado, 2017, p. 25) e ao comparar o conjunto dos nimeros naturais com
0 conjunto dos nameros reais viu que este ultimo, além de ndo ser enumeravel, tem
cardinalidade maior que a do primeiro. A cardinalidade dos numeros reais é também chamada
de continuo, e por isso denotada por ¢. Logo ¥, < c. Depois de chegar a este resultado Cantor
afirmou que ndo existia nenhum transfinito entre X, e ¢, e denominou esta suposicdo de
“hipdtese do continuo”, porém ndo conseguiu provar sua veracidade.

Foi visto que a histéria do infinito foi marcada pela dificuldade em compreender o
seu complexo conceito, surgindo assim inimeros paradoxos. Foi, inclusive, atribuido a Deus
como sendo o Unico a ser infinito. E depois, finalmente, compreendido pelo matematico Georg

Cantor, ele sentiu a necessidade de entender o infinito por completo.
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Foi Cantor quem de fato marcou a historia do infinito na matemaética, ele desafiou
0 senso comum e depois dele o infinito em ato finalmente foi aceito. A seguir seré descrito um
pouco da histéria deste grande matematico.

A seguinte biografia foi escrita baseada nas obras de Bell (1948) e Boyallian (2009).

2.2 GEORG CANTOR

Em 3 de marco de 1845 nasceu na cidade Sao Petersburgo, Rdssia, 0 matematico
Georg Ferdinand Ludwing Philipp Cantor. Filho mais velho do casal Georg Waldemar Cantor,
um proéspero comerciante, e Maria Anna Bohm. Georg filho cresceu como protestante, que era
a religido de seu pai, e sua mée era catolica desde nascida.

Cantor iniciou seus primeiros estudos em casa tendo aulas com um tutor, depois
passou a frequentar a escola primaria de S&o Petersburgo.

Quando o jovem Cantor tinha 11 anos ele e sua familia se mudaram para a
Wiesbaden, Alemanha, pois seu pai sofria de uma doenca pulmonar e buscavam nessa mudanca
um clima mais quente que o da atual cidade.

Desde cedo, Cantor demonstrava talento em matematica, mais especificamente em
trigonometria e, segundo Bell (2001), estava decidido a ser matematico, porém seu pai queria
que ele fosse engenheiro, pois era uma profissdo lucrativa. Entdo, em 1860, satisfazendo o
desejo do pai, Georg Cantor ingressou na Hohere Gewerbeschule (Escola de Engenharia) de
Darmstadt, Alemanha.

Cantor escreveu uma carta a seu pai Ihe pedindo permissao para que pudesse seguir
seus estudos em matematica. Sendo assim, com o pedido concedido, em 1862, ele entrou na
Universidade de Zurich. No ano seguinte, Georg mudou para a Universidade de Berlim, onde
teve aulas com os professores Karl Weierstrass (1815 - 1897), Ernst Kummer (1810 - 1893) e
Leopold Kronecker (1823 - 1891). Neste mesmo ano, em junho 1863, seu pai vai a 6bito.

Em 1867, Cantor recebeu o titulo de doutor com a tese sobre teoria dos numeros
“Aequationibus Secundi Gradus Indeterminatis” (Sobre as Equacdes Indeterminaveis de
Segundo Grau) que, conforme Bell (2001), foi baseada num profundo estudo do livro de
Friedrich Gauss (1777 - 1855) “Disquisitiones Arithmeticae” (Investigagdes Aritméticas).
Neste mesmo ano, comecou a dar aulas em um liceu para meninas em Berlim.

Aos 24 anos de idade Georg Cantor foi nomeado como Privatdozent na

Universidade de Halle, era um cargo de professor particular, associado a instituicdo, mas o
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pagamento era dado pelos préprios alunos. Apos trés anos foi promovido a professor
extraordinario na mesma universidade.

Em 1872, Cantor publicou um artigo que apresenta a unicidade da representacédo de
uma funcdo como série trigonométrica, que era um problema em aberto desde 1822 com autoria
de Joseph Fourrier (1768 - 1830). Muitos j& haviam tentado resolver essa dificil quest&o,
inclusive Heinrich Eduard Heine (1821 - 1881), que foi quem apresentou o problema a Cantor.
Outros trabalhos sobre séries trigonométricas foram publicados por Cantor entre 1870 e 1872 ¢
esses, conforme Boyallian (2009), refletiam a influéncia de seu professor Weierstrass e também
foi a partir deles que Cantor iniciou sua teoria sobre conjuntos infinitos.

Ao0s 29 anos, em 9 de agosto de 1874, Cantor se casa com Vally Guttmann (1849 -
1923), que era amiga de sua irma, e passaram a lua de mel em Interlaken, Suica. Desta unido
nasceram seis filhos, dois homens e quatro mulheres.

No mesmo ano de seu casamento ele publica o artigo “Ueber eine Eigenschaft des
Inbegriffs aller eellen algebraischen Zahlen” (Sobre uma propriedade do sistema de todos 0s
numeros reais algébricos) onde ele demonstra que o conjunto dos nimeros racionais é um
conjunto enumeravel, ou seja, que o infinito dos numeros dos racionais ¢ do mesmo “tamanho”
que o infinito dos nimeros naturais. Além dos racionais, Cantor ainda mostra neste artigo que
0s numeros algébricos, numeros que sao raizes de equacBes polinomiais com coeficientes
inteiros, também sdo enumeraveis.

Desde 1872 Cantor tinha amizade com o matematico Richard Dedekind (1831 -
1916) com quem trocava cartas discutindo suas teorias. Em 1877, Ihe enviou uma carta dizendo
que havia descoberto que objetos de dimensdes distintas, como a reta e o plano, tinham um
infinito do mesmo “tamanho”, na carta ele dizia surpreendido “vejo, mas nao acredito”. Cantor
enviou este resultado ao Crelle’s Journal, uma importante revista de matematica da época, para
ser publicado, porém foi a principio recusado por um dos editores do jornal que era seu antigo
professor, Kronecker, mas Dedekind interveio por Cantor e seu trabalho foi publicado. Mesmo
tendo conseguido divulgar seu artigo na revista Cantor ficou com magoas de Kronecker e nunca
mais aceitou publicar seus trabalhos nesta revista.

Cantor ja havia chegado a conclusdo que o conjunto dos nimeros racionais €
enumeravel, a partir disso Cantor tentou verificar se isso também ocorria com o conjunto dos
nameros reais, porém encontrou que esse Ultimo é um conjunto ndo enumeravel e publicou, em
1884, a demonstragdo de seu resultado no artigo “Ein Beiuag zur Mannigfaltigkeitslehre” (Uma

contribuicdo a teoria das variedades).
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Ainda em 1884 Cantor teve seu primeiro ataque de depressdo e nesses periodos
sempre acabava se afastando da matematica e se voltava para a filosofia e a literatura. Em uma
de suas crises nervosas ele chegou a pedir a universidade na qual trabalhava que Ihe permitisse
ministrar aulas de Filosofia, pois se sentia incapaz de fazer matematica.

Cantor escreveu e publicou muitos outros trabalhos além daqueles aqui citados. Um
dos ultimos foi o artigo “Beitrage zur Begrundung der transfiniten Mengenlehre”
(Contribuicdes a fundamentacédo da teoria dos conjuntos transfinitos), publicado em duas partes,
em 1895 e 1897, na revista Mathematische Annalen, no qual trata da aritmética transfinita.

Em seus estudos, Cantor chegou ao resultado de que a cardinalidade dos numeros
reais € maior que a cardinalidade dos nimeros naturais. Sabendo disso, surgiu a davida se
existia algum cardinal infinito que estivesse entre o infinito desses dois conjuntos. Cantor, a
principio, acreditou que ndo existisse e chamou esta suposi¢ao de “hipdtese do continuo®,
porém ele ndo conseguiu provar tal ideia.

Georg Cantor foi internado varias vezes no Sanatorio Universitario de Halle devido
as suas crises nervosas. E foi neste lugar que ele passou seu ultimo ano de vida, vindo a falecer
em 6 de junho de 1918, aos 73 anos de idade, decorrente de um ataque do coracao.

Assim termina a historia de um dos maiores matematicos, um homem que tivera
sua teoria incompreendida por muitos da época, porém depois dele o infinito nunca mais foi o

mesmo.
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3 ATEORIA DE CANTOR

A teoria de Cantor se desenvolveu em relagdo aos numeros cardinais transfinitos,
numeros utilizados para simbolizar a cardinalidade de um conjunto numérico infinito. Cantor
mostrou que existem infinitos conjuntos infinitos, uns maiores que outros. Sua teoria foi de
grande importancia para melhor compreender o infinito em ato, uma nova visao acerca do
conceito de infinito.

Entdo, neste capitulo sera explanado sobre a teoria de Cantor, acerca do “tamanho”
do infinito e a existéncia de infinitos conjuntos numéricos infinitos, uns maiores que outros.
Serd iniciado com o conceito de infinito, fazendo distin¢ao entre infinito em poténcia e infinito
em ato. Depois, serd abordado sobre a cardinalidade de conjuntos infinitos. E, por fim, sera
apresentado trés importantes teoremas de Cantor.

As demonstracGes matematicas feitas ao longo deste capitulo foram baseadas nos
trabalhos de Andrade (2010), Dourado (2015), Dourado (2017) e Santana (2010).

3.1 INFINITO EM POTENCIA E INFINITO EM ATO

O conceito de nimero foi algo discutido reiteradamente ao longo da historia. Assim
também ocorreu com o conceito de infinito, sendo deste designados dois tipos: o infinito em
poténcia e o infinito em ato.

Foi Aristoteles (384 - 322 a.C.), no terceiro livro de sua obra “Fisica”, quem
primeiro introduziu as duas formas distintas de infinito, “o infinito como processo de
crescimento sem final ou de subdivisédo sem final e o infinito como uma totalidade completa”
(RAMON ORTIZ, 1994, p. 61, traducao nossa), ou seja, os posteriormente chamados de infinito
em poténcia e infinito em ato, respectivamente.

Assim, distinguindo-os é dito que o infinito em poténcia esta centrado na ideia de
sucessao infinita, um processo que nunca acaba, algo sem fim, como em uma caminhada onde
sempre € possivel dar mais um passo (Dourado, 2017). O infinito em ato é classificado como
algo acabado, uma infinidade que resulta numa “quantidade”, por exemplo, 0 nimero pi é um
numero decimal que possui infinitas casas decimais, porém representado pela letra @, um
ndmero estatico.

Embora Aristoteles tenha admitido dois conceitos de infinitos ele acreditava apenas
na existéncia do infinito em poténcia. Argumentava que o infinito em ato ndo existia de fato,

mas era necessario a matematica para subdividir ou somar, por exemplo.
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Em 1851, foi publicado o livro “Paradoxien der Unendlichen” (Paradoxos do
Infinito) escrito pelo matemético tcheco Bernhard Bolzano (1781 - 1848), o primeiro a
“atualizar” o conceito de infinito, tratando do assunto neste livro. Mas foi somente com Georg
Cantor (1845 - 1918), autor da revolucionaria teoria do infinito, que difundiu o infinito em ato,
dando ao infinito uma nova visao.

Para finalizar a respeito da diferenca entre os dois conceitos citados, nas duas

subsecdes seguintes serdo dados exemplos a fim de melhor ilustrar essa distincao.

3.1.1 Os mundos finito e infinito em uma s6 igualdade

No ensino fundamental é introduzido o assunto de dizimas periddicas, numeros
decimais que possuem um ou mais algarismos repetidos infinitamente depois da virgula, e em
conjunto deste é ensinado um método para encontrar a fracdo geratriz de tais dizimas. Eis um
exemplo: qual a fracdo geratriz do numero 1,666...? Para responder a esta questdo basta

representar o nimero 1,666... por uma incognita, X, ou seja,
x = 1,666 ... 1)

Depois, multiplica-se a igualdade por um nimero que seja conveniente, no caso 0

10 e obtém-se
10x = 16,666 ... (2)
Em seguida, subtraindo (1) de (2) tem-se

10x —x = 16,666 ... — 1,666 ...

9x =15
15
x=3
5
x=3

Assim, encontra-se o valor desconhecido, isto &, a fragdo geratriz que € 5/3.

Agora, voltando o olhar para a dizima 0,999... e calculando sua fragdo geratriz, pelo
mesmo método exposto acima, encontra-se assombrosamente que 1 = 0.999 ... Percebe-se que
0 ndmero 0,999... se aproxima tanto da unidade 1 a ponto de se igualar a ela.

A partir desta igualdade pode-se compreender melhor o conceito de infinito em

poténcia e infinito em ato. Na dizima periddica 0,999... os 9’s se estendem infinitamente, ¢ um
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processo que nunca termina, eis o infinito em poténcia. Porém, ao identificar a fragdo geratriz
que é igual a 1 tem-se a ideia do infinito em ato, uma quantidade estatica para o valor da dizima
0,999...

3.1.2 A relagéo entre os cinco mais importantes niumeros da matematica

Em 1748, o matematico suico Leonhard Euler® (1707 - 1783) descobriu uma das

mais belas equacbes da matematica, conhecida atualmente como Identidade de Euler
e™+1=0.

Tal equacdo reline cinco importantes nimeros da matematica e, m, i, 1 e 0.

A constante e, chamada namero de Euler, dada pelo valor
e =2,71828182845904523536 ...,

¢ a base dos logaritmos naturais, um numero irracional e também uma soma infinita.
O ndmero 7, descoberto na geometria, é a razdo entre a medida da circunferéncia e
o diametro de um circulo. Provado ser irracional, em 1761, por Johann Heinrich Lambert. Seu

valor é
m = 3,14159265358979323846 ...

Um numero € classificado como algébrico se este é solucdo de uma equacdo
polinomial com coeficientes inteiros. Caso isto ndo ocorra 0 nimero é chamado de
transcendente. Em 1873, a constante e foi provada ser um nimero transcendente, por Charles
Hermite. Sabendo disto e que e = —1 é um nimero algébrico Ferdinand von Lindemann

concluiu que 7 é também um ndmero transcendente.

A unidade imaginaria i = v/—1 é importante em operacdes com raizes de nimeros
negativos.

E por ultimo, a equacdo citada compde os numeros 1 e 0, basicos nas operacoes
matematicas, que, singularmente, em porcentagem representam o0 tudo e 0 nada,

respectivamente.

! Leonard Euler foi autor de 560 trabalhos publicados em vida, um deles foi Introductio in analysin infinitorum
(Introducdo a Analise do Infinito), uma obra publicada em 1748 em dois volumes, onde no primeiro trata sobre
processos infinitos. Deve-se a ele algumas notacfes como, por exemplo, f(x) para funcdes, e para base de
logaritmos naturais e Y. para somatérios, que séo utilizadas até os dias atuais.
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Tal expressdo advém da férmula de Euler

e* = cosx +isenx
cujo x é qualquer numero real. Ao substituir a variavel x por « se obtém

e™ = cosm + i sen .
Sabendo que cost = —1 e sen ™ = 0, entdo

e™ =—1+1.0,
0 que resulta em
e™=-1ou e™+1=0.

Dentro desta “simples” equagdo é guardado tantos mundos e muitas historias. E na
Identidade de Euler que mais uma vez € possivel encontrar a concretizacdo de um infinito,
nameros que se estendem infinitamente, e e 1, operados entre si, com a base imaginaria i e 0

ndmero 1 sdo anulados, encontrando assim o infinito em ato.

3.2 0S NUMEROS NATURAIS

Desde os primordios da humanidade houve a necessidade de contar objetos, pessoas
e animais. Derivando de tal necessidade, surgiram simbolos que representavam uma
quantidade, os nimeros naturais. Ao contar os elementos de um conjunto associa-se a cada
elemento um ndmero natural, no término da contagem o ultimo nimero representa a quantidade
total de objetos. Em uma contagem sempre se comega por 1, 2, 3 e se segue, sempre adicionando
uma unidade, até o infinito. Mas quando ¢ dito “até o infinito” tem-se a ideia de que em certo
momento a contagem acaba, se acaba existe um Gltimo nidmero, que nimero é este? Quantos
nameros tém o infinito? Até onde se pode contar?

E nesse sentido que Georg Cantor trabalha em sua Teoria do Infinito. Os conjuntos
numéricos possuem uma “quantidade”, um total de elementos, uma cardinalidade, como ¢
chamada, que € infinita. A cardinalidade dos nimeros naturais N = {1,2,3, ... } € infinita, ndo
se trata do numero especifico de elementos, mas da totalidade de nimeros que € infinita.

Neste trabalho sera usado #A para denotar a cardinalidade de um conjunto A.

Dois conjuntos A e B possuem mesma cardinalidade se, e somente se, h4 uma

correspondéncia um-a-um entre os elementos de A e os elementos de B, ou seja, ha uma bijecéo
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entre 0s conjuntos, neste caso #A4 = #B. Denotando, assim, que os conjuntos A e B ttm o
mesmo tamanho.

Euclides (~300 a.C.) relata em sua obra “Os Elementos” a seguinte nogdo comum
(ou axioma) de que “o todo é maior que suas partes”. Porém, tal axioma ndo se aplica ao se
trabalhar com conjuntos infinitos.

O conjunto dos numeros naturais N = {0,1,2,3, ...} admite uma correspondéncia

um-a-um com um subconjunto proprio, o conjunto dos niUmeros naturais pares:

NUmeros Naturais;: 0 1 2 3 4 5

1T 177070 1¢
NUmeros NaturaisPares: 0 2 4 6 8 10

Portanto, o conjunto dos nimeros naturais e 0 conjunto dos nimeros naturais pares possuem a
mesma cardinalidade, pois é possivel fazer uma bijecéo entre os dois conjuntos.

Assim, também como ocorre com 0s himeros naturais pares, ha uma bijecéo entre
0S NUmMeros naturais e 0s numeros naturais impares. Ou seja, nimeros naturais, nimeros naturais
pares e nimeros naturais impares possuem o mesmo tamanho.

A partir disto, Cantor admite a seguinte defini¢do “um conjunto ¢ infinito se, e
somente se, possui uma correspondéncia um-a-um com alguma de suas partes préprias, isto €,
partes distintas do todo; e serd finito se uma tal correspondéncia nao existir” (Dourado, 2017,
p. 23).

Observe que ao ser retirado uma quantidade finita de elementos do conjunto dos
nlmeros naturais 0 novo conjunto continuara sendo infinito, pois ainda é possivel fazer uma
equivaléncia entre o conjunto resultante e o dos nimeros naturais, ou seja, terdo mesma
cardinalidade. Por exemplo, ao se retirar o conjunto A = {0,1,2,3,4,5}de N ={0,1,2,3, ...}
0 conjunto resultante sera N — A = {6, 7,8, ...}, que ainda é infinito, pois admite a seguinte
bijecéo:

N: 012 3 4

11T 171710
N—-—4: 6 7 8 9 10

No seguinte teorema é apresentado formalmente tal propriedade.
Teorema: Se A € um conjunto infinito e B um conjunto finito tal que B c A, entdo o conjunto

que resulta de A menos B continuara a ser infinito.
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Demonstracéo: Se B é finito, entdo #B = n, comn € N.
Suponha que A — B seja finito, entdo existe m € N tal que #(4 — B) = m.
Perceba que os conjuntos B e A — B sdo disjuntos entre si, isto é, ndo existe x € B
e x € A — B simultaneamente.

Fazendo a unido dos conjuntos tem-se que
(A-B)UB=A

Dai, como os conjuntos séo disjuntos, entdo #(A — B) U B = m + n, ou seja, #A4 =
m + n. Logo, o conjunto A é finito, o que é absurdo.

Portanto, o conjunto A — B ¢ infinito.

[ |

Com base neste teorema, Cantor chegou a seguinte conclusdo “Nao existe nenhum
conjunto que seja infinito e que tenha cardinalidade menor do que a cardinalidade do conjunto
dos nameros naturais, ou seja, ndo existe infinito menor do que o infinito dos nimeros naturais”
(Dourado, 2017, p. 25).

Para simbolizar a cardinalidade infinita dos nimeros naturais é usado a primeira

letra do alfabeto hebraico aleph, X, com indice zero, o chamado nimero transfinito.

#N = NO
3.3 INTEIROS E RACIONAIS

Todo conjunto que tem correspondéncia um-a-um com o conjunto N dos nimeros
naturais ou que seja finito é chamado de conjunto enumeravel. Entdo, com base no que foi visto
anteriormente, o conjunto dos ndmeros naturais pares € enumeravel, assim também como
qualquer subconjunto finito ou infinito de N. Em particular, os conjuntos que séo infinitos e
enumeraveis possuem cardinalidade igual ao dos naturais, X,.

O conjunto dos numeros inteiros Z = {... ,—2,—1,0,1, 2, ...} € enumerdvel, pois

existe a fungdo f: N — Z bijecdo dada por

n 7
5, Senépar

fln) = n+1)
2

,sen éimpar

Considere n, e n, € N tal que n; # n,. Verifique os trés casos:
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1) Supondo n, impar e n, par. Pela defini¢do de f, f(n,) < 0e f(n,) = 0, ou seja,

f() # f(ny);

ny

2) Se n, e n, sdo pares. Entdo, n; # n, = % # 2 2 f(n) # f(ny);

3) Se n, e n, sdo impares. Entdo, n; # n, = —n, # —n, = —% = —% =

ny 1 n, 1 (n1+1)

(np+1)
= —7—5:;&—7_5 = > * — 5 = f(nl):'tf(nZ)

Assim, foi mostrado que f é injetora. Resta verificar se f € sobrejetora.

Sejam € Z, verifique se existe n € N tal que f(n) = m. Veja 0s seguintes casos:

1) Se m > 0. Entdo, tomando n = 2m, implicaque f(n) = f(2m) = sz =m,;

2) Sem < 0. Entdo, tomando n = —(2m + 1), implica que

[-(2m+1)+1] (-2m)—-1+1 (-2m)
f() = f(—(@2m + 1)) = —CEmDEl . _Camol . EI gy

Portanto, a funcao € bijetora, pois € injetora e sobrejetora. Assim, o conjunto Z dos
nameros inteiros é enumeravel.

A bijecdo f: N — Z pode ser explicitada da seguinte maneira:

N: 01 2 3 4 5 6
! T 1T 17T 117710
Z: 0 -1 1 -2 2 -3 3
Concluindo, se hd uma bijecdo entre N e Z, entdo #N = #Z = X,.
E surpreendente saber que o conjunto dos nimeros naturais e o conjunto dos
nameros inteiros possuem o mesmo “tamanho”. Mais surpreendente ainda é saber que o

conjunto dos racionais Q também possuem a mesma cardinalidade que a dos nimeros naturais,

ou seja, S840 enumeraveis.

O conjunto Q dos numeros racionais constituem as fracoes 5, tal que p,g€ Z e

q # 0, isto é,
p
@z{a;pez,qEZein}.

Para demonstrar a bijecdo f: N — Q Cantor usou o “método da grade infinita”, que

consiste em alocar os termos, em primeiro caso 0s ndo-negativos, de forma que na primeira
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linha tenham apenas o zero e as fracbes com denominador 1, na segunda linha as fragdes com

denominador 2, na terceira linha as fragdes com denominador 3 e assim sucessivamente, da

seguinte maneira:

Bk, Wk, NP R~

BN WD NN RN

Blw wWlw NwWw kW

B Wl N R

Al wloul N ol = U

Para construir a bijecdo, basta seguir a ordem das setas, conforme o esquema

. o L. . 4 <y ’
abaixo, saltando as frac6es redutiveis, pois, por exemplo, 5= 2, um termo ja “contado”.

> 0 - 1 >

1

Wk « NP

— B

2

1

NN

wl N

BN

3

1

N w

w| w

B w

- 4

4

1

N

Wl

NN

5 -

w| Ul N Ul

1 U

Assim sendo, seré possivel enumerar 0s nimeros racionais ndo negativos.

N: 01 2 3 4
1T 1 1 10

5 6
117

.
7

8
)

9
7

10 11 12 13 14 15 16

7

7

Qo 01 2 1/2 13 3 4 3/2 2/3 1/4 15 5

1 v 7T 1 1
6 5/2 4/3 3/4 2/5

Da mesma maneira, pode ser encontrada a bijecdo dos nimeros naturais com 0s

nameros racionais negativos.
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Serd demonstrado que unido Q = Q, U Q- é enumerével utilizando 0 mesmo
método de grade infinita. Os elementos de Q serdo dispostos de forma que nas colunas impares
fiquem os elementos de Q, e nas colunas pares os elementos de QZ, seguindo a mesma logica
das linhas utilizadas anteriormente, na primeira linha terd apenas o zero e as fracfes de

denominador 1, na segunda linha tera apenas as fracfes de denominador 2 e assim segue.

0 - —Z2 > l _E - Z _E - E
1 1 1 1 1
v 7 v 7 v 7
1 1 2 2 3 3
2 22 22 2
l 2 V4 7 "4 7 7
1 2 2 3 3
3 3 3 3 3 3
V4 7 V4 7 V4 7
1 1 2 2 3 3
4 4 4 4 4 4
l 2 v 7 4 7 4

Acompanhando os sentidos das setas é possivel enumerar cada termo, lembrando
sempre de pular as fragdes redutiveis. Portanto, tem-se a unido Q = Q, U Q- é enumeréavel,

podendo ser representada de forma mais explicita pelo seguinte:

N: 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
17T 1 1 r T T 1T 1 1 ! 7T 1T 1T 1T 1
Q o0 -1 1 -1/2 -13 12 -2 2 13 -14 -1/5 Y -2/13 -3 3 -3/2
Desta forma, sendo o conjunto @ dos numeros racionais um conjunto enumerével,
entdo #N = #Z = #Q = X,,.

3.4 NUMEROS REAIS: UM CONJUNTO NAO ENUMERAVEL

Até agora foi visto que 0s conjuntos dos nUmeros naturais, inteiros e racionais
possuem mesma cardinalidade. Assim, € esperado que o conjunto R dos nimeros reais tambem
tenha 0 mesmo tamanho que estes outros conjuntos. Porém, em 1878, Cantor mostrou que o
conjunto dos numeros reais € ndo enumeravel, ou seja, ndo é possivel fazer bijecdo entre os

naturais e os reais (Dourado, 2017).
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O conjunto dos nimeros reais possuem igual cardinalidade ao intervalo (0, 1), pois
existe a bijecdo f:(0,1) » R definida por f(x) = tan(mx — g). Entdo, para chegar ao
resultado de R ndo enumeravel Cantor primeiro mostra que o intervalo (0, 1) ndo é enumeravel.
Ele utiliza 0 método de reducédo ao absurdo supondo que o intervalo (0, 1) seja enumeravel.

Observe que os numeros que estdo entre 0 e 1 sdo da forma 0,a,a,as ..., onde cada

digito esta no intervalo [0, 9], ou seja,
0Sa1S9,0Sa2S9,OSa3S9,

Por exemplo, o nimero 0,123456 ... estad entre 0 e 1 e cada digito esta entre O e 9.

Repare que sempre € possivel representar um nimero como uma expressao decimal
infinita, como, por exemplo:§ =0,333..; 1=3,14...;5=4999 ...; 10,28 = 10,27999 ...

Agora, supondo (0, 1) enumeravel, entdo é possivel enumerar todos os nimeros
contidos no intervalo da seguinte maneira:

1-0,a11a12a13014 ---
2-0,a31072053054 ...

3> 0,a31032,033044 ...

n—-0,a,1a,20,304 -

O préximo passo € encontrar um ndmero gue esteja entre 0 e 1, porém que nao
esteja nesta lista acima, o que sera a contradicdo. Utiliza-se o “processo diagonal” de Cantor

para achar esse novo nimero, que sera chamado de D = 0,d,d,d;d,, onde
di=a+1;dy,=ay+1; - ;d, =ap, +1; -

Porém, se a;; = 9 sera definido d; = 1.

E claro que D esta entre 0 e 1, entretanto D é desigual a qualquer ndmero listado
acima, pois € distinto do 12 nimero por ter o 12 digito diferente; distinto do 22 nimero por ter
0 22 digito diferente; distinto do 32 nimero por ter o 32 digito diferente; e assim sucessivamente,
ou seja, D terda ao menos um digito diferente aos demais nimeros da lista. Logo, € absurdo fazer
uma lista com todos os nimeros entre 0 e 1 e nela ndo conter o nimero D, que esta no mesmo

intervalo. Portanto, o intervalo (0, 1) ndo € enumeravel.
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Logo, o conjunto R ndo é enumeravel. E mais, #R > #N, pois ndo é possivel fazer
uma bijecdo entre os numeros reais e 0s nUmeros naturais, 0s reais possuem numeros que nao

podem ser “contados”.

3.5 TRES IMPORTANTES TEOREMAS DE CANTOR

Ao saber que #R > #N houve a divida se existiriam conjuntos infinitos que fossem
maiores que a cardinalidade do conjunto dos nimeros reais. Cantor trouxe a resposta para essa
questdo através dos teoremas que serdo apresentados a seguir. Tais teoremas foram publicados
em duas partes, em 1895 e em 1897, no artigo “Contribuigdes a fundamentagio da teoria dos
conjuntos transfinitos” (Dourado, 2017).

Teorema 1: Se X é um conjunto, finito ou infinito, entdo a cardinalidade de X € estritamente

menor que a cardinalidade do conjunto das partes de X. Isto é,
#X < #P(X).
Demonstracdo: Se X = @, entdo P (X) = {@}. Logo #X = 0 e #P(X) = 1, ou seja,
#X =0<1=#P(X).

Neste caso, entdo, o teorema é valido.
Supondo X ndo vazio, tem-se que f: X — P(X), definida por f(x) = {x}, é injetiva,

pois para quaisquer x,, x, € X obtem-se

fx)) =f(x) =2 {x}={x}=>x=x

Portanto, #X < #P(X).

Mostre que f ndo pode ser sobrejetiva, ou seja, que #X # #P(X). Supondo que
ISS0 ocorra, entdo considere o conjunto A = {x € X; x € B,}, onde B, = f(x).

Observe que A c X, logo A € P(X). Dessa forma, existe a € X tal que f(a) = A4,
pois f é sobrejetiva. Ha, neste caso, duas possibilidades: oua € Aou a ¢ A. Veja:
1) Se a € A, entdo, pela definicdo de 4, a € B, = f(a). Porém, como f(a) = A, logo a ¢ A,
0 que € um absurdo.
2) Se a & A, entdo, a ¢ f(a), pois f(a) = A. Porém, como B, = f(a), logo a & B,, assim,
por definicdo de A, a € A, 0 que é novamente um absurdo.

Portanto, f ndo € sobrejetiva, o que implica que #X < #P(X).
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No teorema apresentado Cantor prova, em particular, que dado um conjunto infinito
X e sempre possivel encontrar um distinto conjunto infinito que seja maior, um exemplo seria
0 conjunto P (X) das partes de X, ou seja, o conjunto formado por todos os subconjuntos de X.

Para o teorema a seguir se utiliza a seguinte definicdo: sejam A e B conjuntos tais
que #4 = a, com a # 0, e #B = b. O conjunto de todas as correspondéncias de A em B sera
denotado por B4, entdo é definido #B4 = b4.

Teorema 2: Seja X um conjunto qualquer, finito ou infinito, entéo
#P(X) = 2#X,

Demonstracao: Considere a funcdo caracteristica y,: X — {0, 1}, onde para cada subconjunto

A de X tem-se

w0 ={g e

Agora, tome a funcdo f: P(X) - F(X,{0, 1}) tal que F(X, {0, 1}) é o conjunto das
fungdes f: X — {0,1}.

Perceba que, por definicdo, #F = 2#X,

Sejam A,B € P(X). Se f(A) = f(B), entdo y, = xg, 0 que implica que A = B.
Logo, f é injetiva.

Seja g € F(X,{0,1}). Considere A = g~1(1) € P(X). Dessa forma f(4) = y, =
g. Portanto, f é sobrejetiva.

Sendo assim, f é bijetiva. Entdo, #P(X) = #F, isto é,

#P(X) = 2#X,

|

Com base nos teoremas acima e utilizando o conjunto infinito dos nimeros naturais

é possivel construir uma sequéncia infinita de nameros transfinitos, iniciando pelo menor deles
(Dourado, 2017):

N
N 20
0 22

N 2
Ro < 2% < 2270 <« 22770 <« 227 < 2% <.
Teorema 3: A cardinalidade do conjunto das partes de N € igual a cardinalidade de R, ou seja,

2#N = #R.
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Demonstracéo: Tome a funcdo f: R —» P(Q), onde cada x € R é associado a f(x) € P(Q),
onde f(x) = {a € Q; a < x} é subconjunto de Q.

Dados x,y € R, suponha que x < y. Sabendo que entre dois nimeros reais existe
um racional, entdo existeumr € Qtal que x < r < y.

A funcéo f serainjetiva, poisr & f(x) er € f(y), ouseja, f(x) # f(¥).
Logo, #R < #P(Q) = #P(N) = #R < 2N,

Agora, tome a funcdo g:F — R, tal que F ={f;f:N - {0,1}}, onde cada
aplicacdo caracteristica f é associada a um elemento de R, definida por

9(f) =0, f(OfWf(2)fB) ...

Observe que este numero real sera formado apenas pelos algarismos 0 e 1, como,
por exemplo,

0,0000000000 ...
0,1111111111 ...
0,0110110110 ...

Se fi,f> € F,com f; + f,, existe n € N tal que f;(n) # f,(n). Assim,
9(f1) =0,£1(00A(Df(2) ... # 0, L(O (D f2(2) ... = g(f2).
Portanto, g é injetora. Logo, #F < #R = 2N < #R.

Concluindo, se #R < 2#N e 2#N < #R entdo 2#N = #R.

[ ]
Para se chegar a ultima conclusdo acima foi utilizado o teorema de Cantor-

Bernstein-Schroder. Aos leitores interessados na demonstracdo desse teorema recomenda-se a
leitura de Cabral e Neri (2006).2

A cardinalidade dos numeros reais é também chamada de continuo, e por isso
denotada por c¢. Logo, pelos resultados apresentados,

N0<C.

Sabendo disso, surgiu a duvida se existe algum infinito que seja maior que a

cardinalidade dos nimeros naturais e menor que a cardinalidade dos nimeros reais. Cantor, a

2 Veja 0 Teorema 2.9. (De Cantor-Bernstein-Schroder) em CABRAL, Marco; NERI, Cassio. N(meros Naturais,

Inteiros e Racionais. In: CABRAL, Marco; NERI, Cassio. Curso de Analise Real. Rio de Janeiro: Universidade
Federal do Rio de Janeiro, 2006. cap. 2. p. 18.



38

principio, acreditou que ndo existisse e chamou esta suposi¢cdo de “hipotese do continuo®,
porém ele ndo conseguiu provar tal ideia. Na verdade, Cantor pensou ter provado, mas voltou
atras. Anos mais tarde, em 1937, o matematico Kurt Gdédel (1906 - 1978) demonstrou que a

teoria formal dos conjuntos néo é suficiente para provar a validade da hipétese do continuo.
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4 ALGUNS PARADOXOS DO INFINITO

Foi visto no primeiro capitulo deste trabalho que muitos filésofos, tedlogos e
matematicos tentaram compreender o infinito e nesta tentativa encontraram muitas
dificuldades, pois ao trabalhar com esta no¢do chegaram a inUmeros paradoxos.

Ao buscar a etimologia da palavra paradoxo veja que oriunda do grego paradoksos

29 ¢ 29 <¢

(mrapdsoéoc) e € composta pelo prefixo pard, que quer dizer “contrario a”, “contra”, “alterado”,

“oposto de”, mais o sufixo doksa, que tem significado de “opinido”, “senso”, “crenca”. Assim,
paradoxo é algo que vai contra 0 senso comum, um argumento contrario ao que a maioria
acredita.

Diante disto, sera citado aqui neste capitulo alguns paradoxos relacionados ao
infinito, procurando mostrar o porqué da dificuldade de compreendé-lo, de que forma o infinito
vai contra o pensamento comum. Primeiramente, serd mostrado quatro paradoxos de autoria do
filosofo grego Zendo de Eléia, que utilizava argumentos que procuravam mostrar a
inconsisténcia dos conceitos de multiplicidade e divisibilidade. Depois sera apresentado o
“Hotel de Hilbert”, um hotel que possui infinitos quartos, todos ocupados, mas que sempre

consegue hospedar mais pessoas. E por ultimo serdo apontadas algumas curiosas somas

infinitas, que mostram que nem sempre é possivel encontrar um resultado para elas.

4.1 PARADOXOS DE ZENAO

Zendo foi um fildsofo da Antiga Grécia bastante conhecido por seus paradoxos, ele
procurava demonstrar a inexisténcia do movimento e argumentava contra a divisibilidade
infinita do espaco e do tempo. Alguns de seus paradoxos mais conhecidos sdo os chamados
Aquiles, Dicotomia, Estadio e Flecha, e esses serdo apresentados agora nesta segéo.

4.1.1 Paradoxo de Aquiles

Neste paradoxo tem-se uma corrida entre Aquiles, um heroi da mitologia grega, e
uma tartaruga. Normalmente € de se pensar que Aquiles ganhara a corrida por ele ser mais veloz
gue a tartaruga, mas seguindo o raciocinio de que, se a tartaruga iniciar com certa distancia de
vantagem, para ganhar a corrida, Aquiles primeiro deve alcancar a tartaruga e para isto é preciso

que ele chegue ao ponto anterior em que a tartaruga estava antes do ultimo deslocamento, assim
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Aquiles nunca podera ganhar a corrida, pois a tartaruga sempre estard com uma distancia a
frente, mesmo que essa distancia seja muito pequena (veja Figura 1).

Suponha que no inicio da corrida Aquiles estad no ponto P, e a tartaruga no ponto
P;, quando Aquiles chegar ao ponto P; a tartaruga estard no ponto P,, quando Aquiles chegar
ao ponto P, a tartaruga estara no ponto P e assim segue infinitamente. Aparentemente, apos 0

raciocinio apresentado, Aquiles de fato ndo ganharé a corrida.

Figura 1 - Paradoxo de Aquiles

'4 e

Atribuindo valores ao problema, considere que a tartaruga iniciou com vantagem

Fonte: Monteiro (2015, p. 46)

de 100 metros e que Aquiles é 5 vezes mais veloz que ela, isto é, quando Aquiles atinge os 100
metros o animal andou mais 20 metros, quando Aquiles alcanca os 120 metros a tartaruga
percorreu mais 4 metros e assim sucessivamente. A soma abaixo representa a distancia

percorrida por Aquiles

4 4
S=100+20+4+=+—+ -
+20+4+ o+t

O resultado desta soma pode ser obtido através da formula da soma de uma P.G. (Progressédo
Geométrica) de infinitos termos que é dada pela seguinte expressao
a;

S =
1—g¢q

)

onde a; é o primeiro termo da soma e g é 0 quociente entre um termo qualquer (exceto a,) e

seu antecessor, logo
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Portanto, quando Aquiles chega aos 125 metros ele alcanca a tartaruga, a ultrapassa
a partir dai e se afasta cada vez mais, consequentemente, ganhando a corrida.

4.1.2 Paradoxo da Dicotomia

O paradoxo da dicotomia afirma que para um objeto percorrer certa distancia ele
deve primeiro se movimentar até a metade do todo, mas antes é preciso alcangar ¥ da distancia
total e assim sucessivamente até o infinito, conforme ilustrado na Figura 2. Desta maneira, 0

movimento é impossivel.

Figura 2 - Paradoxo da Dicotomia

|
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Fonte: Machado (2013)

. , s A s ~ . . a
Suponha que o objeto percorrera a distancia d, entdo ele deve primeiro percorrer >

. d . N . , A .
antes disso S € assim segue infinitamente. Perceba que isto & uma sequéncia da forma

ddd d d
2°4’8"16" 7" 2n"
Observe que quanto mais n aumenta, tendendo ao infinito, menor é a distancia
percorrida, tendendo a zero, a uma distancia zero, isto €, ndo ha movimento.

Este raciocinio apresentado € a versdo “regressiva” da dicotomia. Existe também a

~ 13 : 9 . TatA H H H d
versdo “progressiva” que diz que para percorrer a distancia d deve-se primeiro percorrer -,

. . d . . ~ -~ , . . .
depois andar mais S € assim sucessivamente, entéo nao é possivel finalizar o percurso total, pois

sempre faltard uma distancia a seguir, uma distancia infinitamente pequena.
Utilizando da mesma argumentacdo usada no paradoxo de Aquiles, veja que a
distancia a ser percorrida é uma soma de infinitas parcelas.
d d d

S=E+Z+§+m
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Ent&o, como as parcelas formam uma P.G. infinita, é possivel calcular esta soma da

seguinte maneira:

¢ 42
— _ -2 _ZZ_
S= = =1=77 d
2

5"

Assim, pode-se perceber que a soma das parcelas infinitas é a propria distancia a
ser percorrida, ou seja, é possivel alcancar o objetivo de percorrer toda a distancia desejada.
Observe que esta soma de infinitos termos resulta em um ndmero finito. Zendo nao acreditava
isto ser possivel. Zendo acreditava que era impossivel percorrer infinitos segmentos num tempo
finito.

Os matematicos da época de Zendo ndo tinham um conhecimento muito aprimorado
sobre somas infinitas, por isso paradoxos como o de Aquiles e da Dicotomia causaram tantos
desconfortos e foram deixados de lado por muitos séculos. Alguns matematicos importantes
para o desenvolvimento de séries e somas infinitas foram Galileu Galilei (1564 - 1642), James
Gregory (1638 - 1675), Brook Taylor (1685 - 1731), Leonhard Euler (1707 - 1783) e Augustin-
Louis Cauchy (1789 - 1857).

4.1.3 Paradoxo do Estadio

O paradoxo do estadio afirma que o dobro € igual a metade. Acompanhando na
Figura 3, considere um estadio de extremos D e E, no qual ha trés fileiras A, B e C, paralelas
entre si, contidas de igual numero de corpos do mesmo tamanho, sendo que os corpos da fileira
A estdo em repouso e os das demais em movimento a mesma velocidade, os corpos da fileira B

estdo no sentido de D para E e os da C em sentido contrario, de E para D.

Figura 3 - Paradoxo do Estadio (1)

Al A2 A3 A4
D |- Bl B2 B3 B4 — | E
D |« Cl C2 C3 C4 « | E
Fonte: Rodrigues (2009, p. 241)

A fileira B avanga dois corpos de A indo para o extremo E e a0 mesmo tempo a

fileira C também avanca dois corpos de A indo para o extremo D. Perceba que neste momento
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a fileira B avancou quatro corpos de C e vice-versa. Depois deste processo as trés fileiras ficam

alinhadas assim como mostra a Figura 4.

Figura 4 - Paradoxo do Estadio (2)

Al A2 A3 A4
D | — Bl B2 B3 B4 — E

D |« Cl C2 C3 4 — | E
Fonte: Rodrigues (2009, p. 242)

Veja que a fileira B avancou dois corpos de A no mesmo intervalo de tempo que
passou pelos quatro corpos de C, ou seja, a0 mesmo tempo que B se desloca pela metade de A
se move pelo total de C, entdo se quisesse que a fileira B passasse por apenas dois corpos de C
o0 tempo gasto seria metade ao do caso anterior, pois 0s corpos tém mesmo tamanho e estdo a
mesma velocidade. A partir disto, conclui-se que o tempo t gasto para percorrer por dois corpos
é igual a t/2, isto é, a metade de um dado tempo é igual ao seu dobro.

Neste paradoxo, Zendo ignora a noc¢do de velocidade relativa, pois esta nogdo s
surgiu séculos depois. Ele considera a relagdo de dois corpos em movimento da mesma maneira
que a relacdo de dois corpos nos quais um esta em repouso e outro em movimento. Foi somente
no século XVII que os italianos Giordano Bruno (1548 - 1600) e Galileu Galilei (1564 - 1642)

introduziram os estudos sobre movimento relativo de corpos.

4.1.4 Paradoxo da Flecha

Através do paradoxo da flecha, Zendo afirma que uma flecha lancada ao alvo esta
sempre parada. Admita que um objeto estad em repouso quando ocupa um espaco que € igual a
si mesmo. Imagine que uma flecha é disparada por um arqueiro e considere a situacédo da mesma
em um instante de seu percurso, como numa imagem fotografica, neste instante ela ocupa um
espaco que € igual a si mesma, ou seja, neste exato momento ela se encontra parada. Como o
tempo total da trajetoria da flecha € composto de inimeros instantes, onde, pelo descrito
anteriormente, ela se encontra parada, entdo a flecha esta imével durante todo o percurso (veja

Figura 5).
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Figura 5 - Paradoxo da Flecha
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Fonte: Monteiro (2015, p. 48)

A definicdo de objeto em repouso utilizada neste paradoxo é diferente da dos dias
atuais, hoje em dia esté relacionada com a velocidade do corpo e ndo com o espago que 0 mesmo
ocupa. A autora Monteiro (2015), em seu TCC de graduacdo, faz uma anélise deste paradoxo
utilizando os conceitos de velocidades média e instantanea.

Os paradoxos Zendo mostram a dificuldade l6gica ao se trabalhar com o conceito

de infinito e também levam a refletir sobre a natureza do movimento.
4.2 HOTEL DE HILBERT

O Hotel de Hilbert (Figura 6), localizado na cidade Infinitopolis, € um hotel que
contém infinitos quartos numerados de 1 ao infinito e em cada quarto contém um hdspede.
Suponha que chegue um viajante e este queira pernoitar no hotel, sera isso possivel? Embora
0s quartos estejam todos ocupados é possivel acomodar o viajante sem que nenhum hospede
saia do hotel. O gerente do hotel pede aos hospedes que se dirijam ao quarto de nimero sucessor
aos seus, ou seja, 0 hospede do quarto de nimero um vai para o dois, o do dois vai para o trés,
o0 do trés vai para 0 quatro e assim sucessivamente, restando o primeiro quarto vazio e podendo
acolher o viajante.

Agora, suponha que chegue mais cinco pessoas, neste caso seria utilizado um
procedimento semelhante, de tal maneira que nenhum hdéspede precise sair do hotel. Cada
hospede ird mudar para o quarto com cinco numeracdes a frente, isto €, 0 hospede do quarto
um vai para o quarto seis, o do dois vai para o sete, o do trés vai para o0 oito e assim por diante.
Entdo perceba que se chegarem qualquer quantidade finita n de pessoas sempre é possivel aloja-
las, basta deslocar cada hdspede para o quarto de nimero n + k, onde k é o nimero do quarto
atual, quer dizer, o hospede do quarto um vai para o quarto n + 1, o do quarto dois vai para 0
quarto n + 2 e assim infinitamente.

Certo dia, chegou na cidade Infinitépolis um dnibus com infinitos turistas e estes

foram tentar se hospedar no hotel de Hilbert, que continuava com seus quartos todos ocupados.
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Figura 6 - Hotel de Hilbert
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Fonte: Costa e Madeira (2014, p. 59)

Até agora foi visto que é possivel acomodar qualquer quantidade finita de hdspedes,
mas nesta situacdo, com infinitas pessoas, é possivel ainda disponibilizar um quarto para cada
um? Surpreendentemente, é possivel sim. O gerente solicita que cada hospede do quarto de
nimero m seja transferido para o quarto 2m, assim todos os quartos de numeracéo 2m — 1
estardo desocupados e podera acomodar os infinitos turistas.

O paradoxo esta no fato de o hotel de Hilbert, apesar de ndo ter vagas, sempre
consegue hospedar mais pessoas, mesmo que seja uma quantidade infinita delas.

E claro que este hotel ndo existe, se fosse real seria finito, pois ndo existe nada na
natureza que seja infinito, somente no campo matematico. Entdo, quando a hipétese diz que
todos os quartos estdo ocupados 0 pensamento humano, habituado com a natureza finita, tende
a supor que ndo ha mais vagas, mas o infinito se comporta de maneira diferente, tomando o
exemplo do Hotel de Hilbert, ndo existe um total de quartos, um limite de vagas, pois o infinito

¢ ilimitado, sem fim.

4.3 SOMAS PARADOXAIS

Existem algumas somas na matematica que possuem resultados confusos, onde nédo
é possivel atribuir um valor real a elas. Isso acontece em situagcdes em que tenta-se encontrar a
solugdo de uma soma com infinitas parcelas, tal soma é chamada de série infinita ou,
simplesmente, série. Nesta secdo serdo apresentados trés curiosos exemplos de séries infinitas

gue podem confundir um pouco o leitor.
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A primeira soma infinita a ser citada € a conhecida “Série de Grandi”
1-1+1-14+1-1+1—-1+1—-1+--
Qual seria o resultado dessa soma? Se ela for agrupada da seguinte forma
A-D+A-D+A-D+A-1D+A—=1)+ -
pode-se pensar que a ela resulta em 0. Mas se for escrita assim
1-1-D-1-D-1-D-1-1D-(1-1)—--

o resultado é 1. Logo, a soma é igual a 1 e a 0 a0 mesmo tempo, o que é um absurdo.

Quando a série resulta em nimero real ela é chamada de série convergente, caso
contrario, como a série de Grandi, é chamada de série divergente.

Outro exemplo parecido € a préxima soma:

1-24+3-44+5-64+7—-8+9—--
Da mesma maneira feita anteriormente associe os termos da seguinte forma
1-2)+B3-4)+GB-6)+(7—-8)+((9—-10) + -
Somando os pares de parcelas associadas tem-se
ED+EDHED+HED+HED+HED + -
Perceba que a medida que se adiciona —1 a soma tende ao infinito negativo (—o0). Mas, por
outro lado, ao associar os termos do seguinte modo
1-2-3)-(4-5-(6-7)—(8-9)—-
o resultado seré
1--D-CD-CD-CED -1 —-

e, a medida que a quantidade de parcelas aumenta, a soma tende ao infinito positivo (+oo).

Veja que essa série tende ao infinito positivo e negativo ao mesmo tempo. Eis, mais
uma vez, uma serie divergente. Nao € possivel encontrar um numero real que seja resultado
desta soma infinita.

E por altimo, note a proxima série

! + ! + ! + ! + ! + o+ ! + 1
1.3 35 57 7.9 911 2n-1(2n+1) (1)
Observe que
1 n n+1)
(2)

Cn-D@n+1) @n-1) @n+1)

Entdo utilizando de (2) para reescrever (1) obtém-se

(-6
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Agora utilize da propriedade associativa e reagrupe os termos da seguinte maneira

-G-9-(-5)--

Sendo assim, é dbvio que essa soma é igual a 1. Mas repare também que
1 1 [ 1 1 ]
2n—-1).2n+1) 2l2n-1) @Cn+1)

Assim, e possivel novamente reescrever (1) utilizando (3) do seguinte modo
1(1 1)+1(1 1)+1(1 1)+1(1 1)+
2 3 2\3 5 2\5 7 2\7 9

_1 (11 11) (11 11) (11 11)
2 \2'3 2'3 2’5 2°5 27 27

, - , 1
e a série resulta também em >

(3)

Portanto, veja que € necessario ter cuidado ao calcular uma soma com infinitas
parcelas, ndo se deve tratar uma soma infinita da mesma maneira que uma soma finita, pois,
como foi visto nos exemplos apresentados, nem sempre existe um resultado para elas, sua
solucdo s6 é possivel quando a série é convergente, e a comutacdo s6 existe quando ela é

absolutamente convergente®,

3 Ao leitor interessado na definicao de séries absolutamente convergentes recomenda-se a leitura de CABRAL,
Marco; NERI, Cassio. Sequéncias e Séries. In: CABRAL, Marco; NERI, Cassio. Curso de Andlise Real. Rio de
Janeiro: Universidade Federal do Rio de Janeiro, 2006. cap. 4. p. 63.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Normalmente, € comum utilizar a palavra infinito para se referir, simplesmente, a
algo muito grande, ilimitado ou que é impossivel de contar. Mas, € preciso conhecer melhor o
que é o infinito. Seu conceito foi alvo de discusséo entre filosofos, te6logos e matematicos
durante o decorrer da historia e provocou controvérsias, estando sempre ligado a inimeros
paradoxos, como 0s Vistos neste trabalho. O infinito esta relacionado com a ideia de quantidade
e 0 matematico Georg Cantor buscou compreender essa “quantidade infinita”, fazendo uma
analise do “tamanho” que teria o infinito, dai criou a teoria que mostra a existéncia de infinitos
conjuntos numéricos infinitos, uns maiores que outros.

Foi justamente em cada ponto destacado acima que essa presente pesquisa se
desenvolveu. Com o objetivo de conhecer e compreender o que seja infinito, mais
especificamente o infinito trabalhado na matematica. Procurou-se primeiramente descrever o
desenvolvimento do conceito de infinito ao longo da histéria, fazendo ainda um breve relato da
biografia do matematico Georg Cantor, assim também como as demonstracfes de sua teoria
procurando mostrar como ele chegou a ela e finalizando com a selecdo de alguns paradoxos
que surgiram ao se trabalhar com a ideia de infinito.

Partindo da meta tracada, através das perguntas diretrizes deste trabalho, buscou-se
0 éxito em responder cada interrogacdo. Sobre o que é o infinito esta obra trouxe, além da
definicdo, exemplos elementares que puderam auxiliar no esclarecimento do conceito. Ja acerca
da teoria desenvolvida por Georg Cantor, procurou-se abordar de forma detalhada e simples as
descobertas feitas pelo matematico, comegando pelo “simples” conjunto dos naturais e
expandido até o conjunto dos reais, finalizando com trés de seus importantes teoremas. E para
complementar a leitura foi descrito sobre como o infinito foi tratado no decorrer dos séculos,
os paradoxos relacionados a ideia de infinito e um breve relato sobre a vida e obras do
matematico Georg Cantor. Em visto disso, ap6s concluido o atual trabalho, pode ser
contemplado a conquista das expectativas.

Mas, para alcancar cada objetivo e finalizar o trabalho a autora enfrentou
dificuldades. Ao escrever o terceiro capitulo desta obra, o primeiro a ser redigido, houve a
dificuldade em entender e escrever com clareza os trés teoremas de Cantor citados, mas
estudando e ouvindo as palavras do orientador foi possivel interpretar e reproduzir. Em todo o
trabalho se teve a preocupacdo em escrever de maneira simples e clara, em particular sobre os
paradoxos buscou-se selecionar aqueles que fossem interessantes e que se pudesse usar uma

linguagem compreensivel ao apresenta-los, entdo mais uma vez houve um impasse na escrita
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de alguns paradoxos. Com certeza existiram outros obstaculos na realizagdo deste trabalho, mas
basicamente a maior dificuldade realmente foi na escrita.

Espera-se que esse trabalho possa contribuir com projetos de outros autores,
podendo fazer parte de sua revisao bibliografica. Também pode ser usado para estudo informal,
ja que compreender o infinito ¢ importante em disciplinas como a analise real e célculo
diferencial e integral, além de ser um assunto interessante a explorar. Este trabalho pode ser
usado ainda por professores que queiram trabalhar histéria da matematica com seus alunos,
mostrando a evolucdo do conceito de infinito e os paradoxos relacionados ao mesmo. Do
mesmo modo, tal pesquisa pode ser estendida fazendo um estudo sobre a hipdtese do continuo.

Para concluir, a autora deseja destacar a satisfacdo em conseguir terminar esse
trabalho, pois o tema era praticamente desconhecido da mesma. Foi possivel uma superagédo
pessoal, pois no comeco, antes da escolha do tema, se pensava na producao deste produto como

algo longinquo e muito dificil de alcancar.
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