
PC
⋆
2 Colles semaine 16

du 4 au 7 mars 2025

Rappel : Le programme de colle en semaine 17 est constitué du programme de la semaine 16 et d’icelui.

Chapitre 17 : Variables aléatoires discrètes

I: Généralités Dans tout le chapitre, (Ω,A) désignera un espace probabilisable quelconque et E
un ensemble non vide.

1) Définitions : Soient (Ω,A) un espace probabilisable et E un ensemble non vide. On appelle
variable aléatoire discrète toute application X : Ω → E telle que :

• X(Ω) est un ensemble au plus dénombrable ;
• Pour tout x ∈ X(Ω), X−1({x}) ∈ A.

2) Proposition et définition : système complet d’évènements associés à une variable aléatoire.
Soit X une v.a., on note X(Ω) = {xn, n ∈ I} (ici I = [[1, n]] ou N, alors les évènements
({X = xn}, n ∈ I) forment un système complet d’évènements de Ω.

3) Loi d’une variable aléatoire :

4) Proposition : Soit X une variable aléatoire discrète sur (Ω,A). Soit {pn}n∈I une famille de
réels telle que ∀n ∈ I, pn ∈ [0, 1] et

∑
n∈I

pn = 1 alors il existe une probabilité P sur (Ω,A) telle

que ∀n ∈ I, P(X = xn) = pn.

5) Définition : On dit que deux vad suivent la même loi de probabilité, et on note X ∼ Y si

• X(Ω) = Y (Ω)

• pour tout x ∈ X(Ω), P(X = x) = P(Y = x).

Définition : Soit L une loi de probabilité, on dit que X ∼ L si X suit la loi de probabilité L.

6) Fonction de répartition

7) Loi conditionnelle d’une variable aléatoire :
Définition : Soit X une variable aléatoire, soit A ∈ P(Ω) tel que P(A) > 0.

On appelle loi conditionnelle de X sachant A l’application : PX|A :

{
X(Ω) −→ [0, 1]
x 7−→ PA(X = x)

8) ▶ Lois usuelles :

a) Loi uniforme :
b) Loi de Bernoulli :
c) Loi binomiale :



d) ▶ La loi géométrique :
Soit p ∈ ]0, 1[. La variable aléatoire X suit la loi géométrique de paramètre p, notée X ∼
G(p), si P(X = 0) = 0 et ∀k ∈ N∗, P(X = k) = p(1− p)k−1.
Remarque : La loi géométrique peut s’interpréter comme rang du premier succès dans
une suite illimitée d’épreuves de Bernoulli indépendantes et de même paramètre p.

e) ▶ La loi de Poisson : X suit la loi de Poisson de paramètre λ ⩾ 0, si P(X = n) = e−λλ
n

n!
.

Notation : X ∼ P(λ).
f) Loi binomiale négative : HP

C’est la loi du n-ème succès lors d’une série d’expériences aléatoires indépendantes qui ont
chacune une probabilité p de se réaliser.

On a alors P(Tn = k) =

(
k − 1

n− 1

)
pn(1− p)k−n.

9) Définition et proposition : Soit X une v.a.d. de Ω dans E et f une fonction de E dans F ,
alors f(X) est une v.a.d. de Ω dans F .

II: Couples de variables aléatoires discrètes

1) Définition : Soit X et Y deux v.a.d. sur (Ω,A), on considère l’application (X, Y ) qui va de Ω
dans (X(Ω), Y (Ω)). On dit que cette application est un couple de v.a.d. sur (Ω,A).

2) Définition : Loi conjointe

a) Définition
b) Les lois de X et de Y sont appelées lois marginales de (X, Y ).
c) ▶ Remarque : Si on connaît la loi conjointe, alors on peut déterminer les lois marginales

de la manière suivante :
Soit x ∈ X(Ω), P(X = x) =

∑
y∈Y (Ω)

P(X = x, Y = y) et

Soit y ∈ Y (Ω), P(Y = y) =
∑

x∈X(Ω)

P(X = x, Y = y)

Par contre, la connaissance des lois marginales ne permet pas de connaître la loi conjointe.

III: Variables aléatoires discrètes indépendantes :

1) Définition : Soient X et Y deux v.a.d. sur (Ω,A,P).
On dit que (X, Y ) est un couple de variables aléatoires indépendantes si :

∀(xi, yj) ∈ X(Ω)× Y (Ω), P(X = xi, Y = yj) = P(X = xi)P(Y = yj)

2) Notation : X ⊥⊥Y

3) Proposition : Si X ⊥⊥Y , alors pour toute partie A ⊂ X(Ω) et toute partie B ⊂ Y (Ω),

P(X ∈ A, Y ∈ B) = P(X ∈ A)× P(Y ∈ B)

4) Proposition : quelque soient f et g deux fonctions,

X ⊥⊥Y =⇒ f(X)⊥⊥ g(Y )

5) a) Définition : Soit (X1, ..., Xn) une famille finie de v.a.d. sur (Ω,A,P). On dit que ces
variables aléatoires sont mutuellement indépendantes si :
∀(x1, ..., xn) ∈ X1(Ω)×...×Xn(Ω), P(X1 = x1, ..., Xn = xn) = P(X1 = x1)×...×P(Xn = xn).



b) Proposition : Soit (X1, ..., Xn) une famille finie de v.a.d. mutuellement indépendantes,
alors ∀(A1, ..., An) ∈ P(X1(Ω)) × ... × P(Xn(Ω)), les évènements (Xi ∈ Ai)i∈[[1,n]] sont
mutuellement indépendants.

c) Proposition : Soient (f1, ..., fn) n fonctions, si (X1, ..., Xn) est une famille finie de v.a.d.
mutuellement indépendantes, alors (f1(X1), ..., fn(Xn)) l’est également.

d) ▲
▼ Proposition : Lemme des coalitions :
Soit (X1, ..., Xn) une famille finie de v.a.d.r.m.i, soit k ∈ [[1, n]] et soient φ : Rk → R et
ψ : Rn−k → R, alors les v.a.d. réelles Y = φ(X1, ..., X

k) et Z = ψ(Xk+1, ..., Xn) sont
indépendantes.
Remarque : : on peut généraliser à plus de deux coalitions.

e) Généralisation à une famille dénombrable d’évènements :
i) Définition : Soit (Xn)n∈N une suite de v.a.d. sur (Ω,A,P), on dit que (Xn)n∈N est une

suite de v.a.d. mutuellement indépendantes si toute sous-famille finie est une famille
finie de v.a.d. mutuellement indépendantes.

ii) Définition : Soit (Xn)n∈N une suite de v.a.d. sur (Ω,A,P), on dit que (Xn)n∈N est
une suite de v.a.d. deux à deux indépendantes si ∀(i, j) ∈ N2, i ̸= j =⇒ Xi et Xj

indépendantes.
iii) Remarque : Une famille de v.a.d. mutuellement indépendantes est une famille de v.a.d.

deux à deux indépendantes mais la réciproque est fausse.
iv) Définition : On dit que la suite (Xn)n∈N est une suite de variables indépendantes,

identiquement distribuées (i.i.d.) si c’est une suite de v.a.d. mutuellement indépendantes
qui suivent la même loi.

IV: Espérance d’une v.a.d.

1) a) Définitions :
i) Soit X une v.a. à valeurs dans R+ ∪ {+∞}.

On appelle espérance de X, la somme E(X) =
∑

x∈X(Ω)

xP(X = x), avec par convention

xP(X = x) = 0 si x = +∞ et P(X = +∞) = 0.
Par conséquent : E(X) ∈ [0,+∞].

ii) On dit que X est d’espérance finie si la famille (xP(X = x))x∈X(Ω) est sommable.
b) Proposition : Si X est une v.a.d. bornée alors elle est d’espérance finie.
c) Proposition : Si X(Ω) ⊂ [a, b] alors E(X) ∈ [a, b].
d) Définition : On dit que la v.a.d. X est centrée si elle est d’espérance finie et si E(X) = 0.
e) ▶ Proposition : Si X est à valeurs dans N , alors

E(X) =
+∞∑
n=1

P(X ⩾ n)

2) ▲
▼ Théorème du transfert :
Soient X une v.a.d. et f une application à valeurs réelles définies sur X(Ω), alors f(X) est
d’espérance finie si et seulement si la famille

∑
x∈X(Ω)

f(x)P(X = x) est sommable.

Dans ce cas, on a : E(f(X)) =
∑

x∈X(Ω)

f(x)P(X = x) .

Remarque : La formule du transfert s’applique aux couples et aux n-uplets de variables aléa-
toires.



3) Propriétés :
a) Linéarité : (démonstration non exigible)

Soient X et Y deux v.a.d. et soit (a, b) ∈ R2 alors E(aX + bY ) = aE(X) + bE(Y ).
b) Positivité : Si X est à valeurs réelles positives ou nulles alors E(X) ⩾ 0.

Corollaire : E(X) ⩽ E(|X|).
c) Croissance : Si X ⩽ Y alors E(X) ⩽ E(Y ).
d) Si |X| ⩽ Y et si Y est d’espérance finie, alors X itou.
e) Corollaire : Si X est une v.a.d. d’espérance finie, alors Y = X − E(X) est une v.a.d.

centrée.

4) ▲
▼ Théorème : Si X ⊥⊥Y alors E(XY ) = E(X)E(Y ).

Remarque La réciproque est fausse.

5) Fonction indicatrice : Soit A ∈ A, on définit 1A

{
Ω −→ {0, 1}
ω 7−→ 1 si ω ∈ A, 0 sinon.

Propriétés :
a) 1Ā = 1− 1A

b) 1A∩B = 1A1B

c) généralisation : 1A1∩...∩An = 1A1 × ...× 1An

d) 1A∪B = 1A + 1B − 1A1B

e) E(1A) = P(A).
f) Application : formule du crible :

Soient A1, ..., An ∈ P(Ω),

P(
n⋃

i=1

Ai) =
n∑

k=1

(−1)k+1
∑

1⩽i1<...<ik⩽n

P(Ai1 ∩ ... ∩ Aik)

V: Variance, écart-type d’une v.a.d.

1) a) Définition : On dit qu’une v.a.d. réelleX admet un moment d’ordre k siXk est d’espérance
finie.

b) ▶ Proposition : Si X admet un moment d’ordre k, alors X admet un moment d’ordre j
pour tout j ∈ {1, ..., k − 1}.
En particulier, si X admet un moment d’ordre 2 alors X est d’espérance finie.

c) Proposition : Si X admet un moment d’ordre 2, alors X − E(X) admet un moment
d’ordre 2.

d) Définition : Si X admet un moment d’ordre 2, on appelle variance de X le réel : V(X) =
E((X − E(X))2).

e) Définition : L’écart-type est le réel noté σ(X) =
√
V(X).

f) ▶ Formule de Huygens-Koenig :

V(X) = E((X − E(X))2) = E(X2)− E(X)2

2) Propriétés :
a) ∀(a, b) ∈ R2,V(aX + b) = a2V(X).
b) Proposition : Soit X une v.a.d. admettant une variance, on dit que X est centrée réduite

si E(X) = 0 et si V(X) = 1.

c) Proposition : Soit X une v.a.d. admettant une variance non nulle, alors Y =
X − E(X)

σ(X)
est centrée réduite.



d) Proposition : Si X est déterministe alors V(X) = 0. Réciproquement, si V(X) = 0 alors
X est constante presque-sûrement.

3) Inégalité de Cauchy-Schwarz : Théorème : Soient X et Y admettant chacun un moment
d’ordre 2, alors XY est d’espérance finie et

E(XY )2 ⩽ E(X2)E(Y 2)

4) ▶ Variance des lois usuelles :

a) Proposition :
Soit X ∼ U({a1, ..., an})

E(X) =
1

n

n∑
k=1

ak et V(X) =
1

n

n∑
k=1

a2k −

(
1

n

n∑
k=1

ak

)2

Cas particulier : si X ∼ U({1, ..., n}) alors E(X) =
n+ 1

2
et V(X) =

n2 − 1

2
.

b) Loi de Bernoulli :
Soit X ∼ B(p) alors E(X) = p et V(X) = p(1− p).

c) Loi binomiale :
Soit X ∼ B(n, p) alors E(X) = np et V(X) = np(1− p).

d) Loi géométrique :

Soit X ∼ G(p) alors E(X) =
1

p
et V(X) =

1− p

p2
.

e) Loi de Poisson :
Soit X ∼ P(λ) alors E(X) = V(X) = λ.

5) Variance d’une somme finie de variables aléatoires :

a) ▶ Proposition : Soit (X1, ..., Xn) une famille finie de v.a.d. admettant un moment d’ordre
2.

Alors V(
n∑

i=1

Xi) =
n∑

i=1

V(Xi) + 2
∑

1⩽i<j⩽n

(E(XiXj)− E(Xi)E(Xj)).

b) ▶ Corollaire : Si les (X1, ..., Xn) admettent un moment d’ordre 2 et sont deux à deux
indépendantes,

alors V(
n∑

i=1

Xi) =
n∑

i=1

V(Xi)

6) Covariance de deux v.a.d. :

a) Définition : Soient X et Y deux v.a.d. admettant un moment d’ordre 2, on définit leur
covariance :
Cov(X, Y ) = E ((X − E(X))(Y − E(Y ))).

b) Définition : Leur coefficient de corrélation : ρ(X, Y ) =
Cov(X, Y )

σ(X)σ(Y )
.

c) ▶ Proposition :
i) Cov(X, Y ) = E(XY )− E(X)E(Y ).
ii) −1 ⩽ ρ(X, Y ) ⩽ 1. (Inégalité de Cauchy-Schwarz)

d) Proposition : V(X + Y ) = V(X) + 2Cov(X, Y ) + V(Y )

e) Remarque : Si X ⊥⊥Y alors Cov(X, Y ) = 0 mais la réciproque est fausse.



f) Remarque : ρ(X, Y ) = ±1 ⇐⇒ X + λY = a presque sûrement. (où a et λ sont des
constantes).

VI: Inégalités probabilistes

1) ▶ Inégalités de Markov :

a) Première inégalité de Markov : Soit X une v.a.d. d’espérance finie, alors pour tout
t > 0, on a :

P(|X| ⩾ t) ⩽
E(|X|)
t

b) Deuxième inégalité de Markov : Soit X une v.a.d. admettant un moment d’ordre 2,
alors pour tout t > 0, on a :

P(|X| ⩾ t) ⩽
E(|X|2)
t2

c) Troisième inégalité de Markov : Soit X une v.a.d. et f une fonction strictement
croissante sur R+ telle que f(X) soit d’espérance finie, alors pour tout t > 0, on a :

P(|X| ⩾ t) ⩽
E(f(|X|))
f(t)

2) ▶ Inégalité de Bienaymé - Tchebychev :
Soit X une v.a.d. admettant un moment d’ordre 2, alors pour tout ε > 0, on a :

P(|X − E(X)| ⩾ ε) ⩽
V(X)

ε2

Corollaire : P(|X − E(X)| < ε) ⩾ 1− V(X)

ε2
.

3) Loi faible des grands nombres : Soit (Xn)n∈N∗ une suite de v.a.d. i.i.d. (ou même indépen-

dantes 2 à 2) admettant un moment d’ordre 2, alors, si on note Sn =
n∑

k=1

Xk, m = E(X1) et

σ = σ(X1),

▶ ∀ ε > 0, P
(∣∣∣∣ 1nSn −m

∣∣∣∣ > ε

)
⩽

σ2

nε2

Corollaire : P
(∣∣∣∣ 1nSn −m

∣∣∣∣ > ε

)
−−−−→
n→+∞

0.

VII: Quelques propriétés des lois usuelles :

1) Loi binomiale :
▶ Proposition : Soit X ∼ B(n, p) et Y ∼ B(m, p) indépendantes, alors X + Y ∼ B(n+m, p).

2) Loi géométrique :



a) ▶ Théorème - Définition : Si X ∼ G(p) alors X est sans mémoire,
i.e. ∀(n, k) ∈ N2, P(X > n+ k|X > n) = P(X > k).

b) Proposition : La loi géométrique est la seule loi de probabilité discrète à être sans mémoire.
c) SoientX1, ..., Xn n v.a.d. réelles mutuellement indépendantes telles que ∀ i ∈ {1, ..., n}, Xi ∼

G(pi). On pose X = min(X1, ..., Xn) alors X ∼ G
(
1− (1− p1)× ...× (1− pn)

)
.

3) Loi de Poisson :
a) ▶ Proposition : Soient X1, ..., Xn n v.a.d. réelles mutuellement indépendantes telles que

∀ i ∈ {1, ..., n}, Xi ∼ P(λi). On pose X = X1 + ...+Xn alors X ∼ P(λ1 + ...+ λn).

4) Lien loi binomiale - loi de Poisson :
a) Proposition : Si, pour tout n ∈ N, Xn ∼ B(n, pn) et si lim

n→+∞
npn = λ alors pour tout

k ∈ N, on a :

▶ lim
n→+∞

P(Xn = k) = e−λλ
k

k!

b) Remarque : Lorsque X ∼ B(n, p), le calcul peut-être compliqué lorsque n est grand.
On cherchera par conséquent à approximer X par une loi de Poisson.

c) La loi de Poisson est la loi des évènements rares :
En pratique : on utilisera une loi de Poisson pour modéliser un événement aléatoire lorsque :
i) Le nombre de réalisations de l’évènement au cours d’intervalles de temps disjoints sont

des v.a.d. indépendantes.
ii) La probabilité que l’évènement se réalise pendant un intervalle de temps donné est

proportionnelle à la longueur de l’intervalle.
iii) La probabilité que l’événement se réalise deux fois ou plus au cours d’une unité de temps

est négligeable.

VIII: Séries Génératrices :

1) Définition : Soit X une variable aléatoire discrète réelle à valeurs dans N,

la série entière GX(t) =
+∞∑
n=0

P(X = n)tn est appelée série génératrice (ou fonction génératrice)

de X.
2) On note RX le rayon de convergence de cette série.

Proposition : RX ⩾ 1

3) Remarque : ∀ t ∈ [0, 1] , GX(t) = E(tX).
4) Propriétés :

a) GX(1) = 1.
b) GX(t) est définie sur [−1, 1].
c) Soient X et Y deux v.a.r.d., GX(t) = GY (t) =⇒ X et Y suivent la même loi.

i.e. une v.a.r.d. est caractérisée par sa série génératrice.
5) ▶ Théorème :

X admet une espérance ⇐⇒ GX est dérivable en 1, et dans ce cas E(X) = G′
X(1).

6) ▶ Théorème :
X admet une variance ⇐⇒ GX est 2 fois dérivable en 1, et dans ce cas

V (X) = G′′
X(1) +G′

X(1)−G′
X(1)

2



7) ▶ Théorème : Si X ⊥⊥Y alors GX+Y = GX ×GY .
8) ▶Séries génératrices des v.a.r.d. usuelles :

Loi série génératrice R.C.V.

Loi de Bernouilli X ↪→ B(p) GX(t) = 1− p+ pt RX = +∞

Loi Binômiale X ↪→ B(n, p) GX(t) = (1− p+ pt)n RX = +∞

Loi Géométrique X ↪→ G(p) GX(t) =
pt

1− (1− p)t
RX =

1

1− p

Loi de Poisson X ↪→ P(λ) GX(t) = exp(λ(t− 1)) RX = +∞

9) Convolution : Proposition : Soit (Xn)n⩾1 une suite de v.a.d. à valeurs dans N, i.i.d. de même
loi X, soit N une v.a.d. à valeurs dans N∗ indépendante des Xn, et soit Y = X1 + ...+XN .

Alors Y a pour série génératrice : GY (t) = GN(GX(t)) .
Corollaire : E(Y ) = E(N)× E(X)

IX: Compléments de cours :

1) Le lemme de Borel-Cantelli :

a) Soit (An)n∈N une suite d’évènements aléatoires. On définit lim supAn =
⋂
N∈N

⋃
n⩾N

An.

Interprétation : ω ∈ lim supAn si et seulement si ω appartient à une infinité de An.
b) Lemme de Borel-Cantelli

i) Si
∑
n∈N

P(An) < +∞ alors P(lim supAn) = 0.

ii) Si
∑
n∈N

P(An) = +∞ et si les An sont mutuellement indépendants, alors P(lim supAn) =

1.
c) Applications :

i) marche aléatoire sur Z.
ii) Paradoxe du singe savant de Borel.

2) Chaînes de Markov : brève présentation :
a) Définition d’une chaîne de Markov, matrice de transition, états absorbants, bord.
b) Proposition : la matrice de transition est stochastique.
c) Les deux règles de la moyenne :

i) Soit T une partie du bord B. Soit mi la probabilité d’être absorbé dans T à partir de
l’état i, alors

mi =
n∑

k=1

pi,kmk

ii) On note di la durée moyenne avant absorption à partir de l’état i, alors

di = 1 +
n∑

k=1

pi,kdk

le prochain programme sera fonction de plusieurs variables.


