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PC3 Feuille d’exos n°9 : :

121 exercices euclidiens[] et préhilbertiens]] réels.

« Omep edet 6etlon », Euxdedee, Ytovyeia : Bifho 1, npotacelg 4.|ﬂ

Vrai / Faux V F
1 Soit D = diag(dy, ...,d,) € D,(R), (X,Y) — X DY est un produit scalaire sur R ssi O O
d; > 0, pour tout i € [1,n].
T
2 / f(t)g(t)dt est un produit scalaire dans C°(R, R). o o
0
3 Soit A e M, (R),|tr(4)] < vn Z a; avec égalité ssi A = A, o 0

1<i,j<n

Soient F et G deux sev, F' et GG supplémentaires <= F LG.

Soit F un sev de E euclidien, F & F*+ = E.

Soit F un sev de E préhilbertien réel, ' @ F+ = E.

Soit F un sev de E euclidien, F' = (F+)+ .

Soit F un sev de E préhilbertien réel, F' = (F4)+ .

© |00 [ | | O

Soit A e M,, (R), A € O,(R) <= det(A) = £1.

10 Soit A e M, (R), A€ O,(R) <= Sp(A) C {1, -1}

I I O N R O O
Ooo/o0/g|gjg|o|o

11 Une matrice symétrique de M,, (K) est diagonalisable.

Un endomorphisme u de F euclidien est antisymétrique si et seulement (u(x)|z) = 0 pour

12 tout x € F. S
13 Une symétrie est un endomorphisme symétrique. 0o o
14 Un projecteur orthogonal appartient au groupe orthogonal. 0o o
15 La matrice d’'un endomorphisme symétrique est symétrique. O O
16 f symétrique <= Im f 1 Ker f. 0o o

1. Euclide Euxhewdec : -325, -265 : Alexandrie. Mathématicien grec. On ne sait pas grand chose de la vie de celui qui
fut 'un des premiers mathématiciens de ’histoire, et sans lequel les mathématiques enseignées au collége ne seraient pas ce
qu’elles sont. Son oeuvre principal : Les Eléments constitue la base de 'enseignement des mathématiques. On sait cependant
avec certitude qu’Euclide ignorait & peu prés tout des espaces euclidiens (notions qui datent des XVIe et XVIle siécles)

2. David Hilbert (et non pas Préhilbert) :1862 Konigsberg - 1943 Gottingen mathématicien allemand. Considéré comme
un des plus grands mathématiciens du XXe siécle. Il a créé ou développé un large éventail d’idées fondamentales, que ce
soit la théorie des invariants, ’axiomatisation de la géométrie ou les fondements de ’analyse fonctionnelle. On retient de lui
notamment sa liste des 23 problémes qu’il présenta en 1900 au congrés international de mathématiques a Paris. Ces problémes
qui tenaient jusqu’alors les mathématiciens en échec ont marqué le cours des mathématiques du XXe siécle, cinq ne sont pas
résolus & ce jour et ont été en partie, notamment I’hypothése de Riemann, repris dans la liste des 7 problémes du millénaire
établie en 2000, et dont la résolution de chacun d’entre eux est dotée d’un prix d’un million de dollars...

3. « Quod erat demonstrandum », Euclidis, Elementorum, Liber 1, Prop. IV.



LES BASIQUES

Exercice 526 Mines 2022

Soit £ = R* muni du produit scalaire usuel. On note B = (ey, ..., e4) la base orthonormée canonique de E.
On note G le sous-espace vectoriel de E défini par le systéme suivant : (x1 + 29 = 0,23 + 4 = 0).

a) Trouver la matrice de la projection orthogonale sur G dans la base canonique 5.

b) On pose v = (a b ¢ d)T. Déterminer la distance de v & G.

2 -1

3 -1
a) La matrice A est-elle diagonalisable sur R? sur C?
b) Calculer A°.
¢) Montrer qu’il existe un produit scalaire sur R? tel que A soit la matrice dans la base canonique d’une
rotation.

Exercice 527 %@% Mines 2019 Soit A =

Exercice 528 Mines 2015, X 2019 et 2021  Soit A = (a;)1<ij<n € ST (R).

Montrer que max |a; ;| = max a, ;.
1<ij<n 1<i<n

Exercice 529 % Mines 2015
Soit A € §;"(R). Montrer que les coefficients diagonaux de A sont > 0.

Exercice 530 % Mines 2022 .
Soient n € N et £ = R,[X]. Pour P,Q € E, on pose (P,Q) = / P(t) Q(t)dt, ce qui définit un produit

-1
scalaire sur E. Soit @ : P € R,[X] — (X2 —1)P" +2XP".

a) Montrer que ® est un endomorphisme symétrique de (E, ( , )).

b) Montrer que ® est diagonalisable et donner ses valeurs propres.

¢) Montrer qu’il existe une base orthonormée (F, ..., P,) de E telle que : pour tout k € [0, n], Vect(Py, Py, ..., Py
Vect(1, X, ..., X*) et (P, X*) > 0.

d) Montrer que Py a la méme la parité de k.

e) Calculer Po, Pl, PQ, P3.

Exercice 531 % Centrale 2014, Mines et X 2021 Soit E un espace euclidien de dimension
n et soient vy, ..., v, dans E tels que pour tout z € E, ||z||*> = 37, (z,v,)?. Que dire de la famille
(U1, .., 0n) 7

Exercice 532 %% Centrale 2010, 2012 et 2015, Mines 2016, 2019 et 2022

n

1. Soit (ag, - . ,a,) € R™1. A quelle condition 'application (P, Q) € R, [X]? Z P(ay) Q(a) définit-
k=0
elle un produit scalaire sur R,,[X] 7

On suppose cette condition réalisée et on note (, ) ce produit scalaire.

2. Donner une base orthonormée pour (, ).



3. Soit F = {P € R, [X], P(ay) = O}. Déterminer la distance de X™ a F.

k=0

Exercice 533 %ﬁ% Mines 2017
Soient £ = Rg[X] et H = {P € E, P(1) =0}.

Pour A = ZaZXZetB ZbX’ on pose (A, B) Za“

Calculer la prOJectlon orthogonale de X sur H. En dedu1re la distance de X a H.

Exercice 534 :g% Mines 2019 et 2021, Centrale 2021
1 11

Soit X =0 1 1

0 01
a) Montrer que ¢ : (A, B) € M3(R)? — tr(’AB) définit un produit scalaire sur M3(R).
) Montrer que S3(R) et A3(R) sont supplémentaires orthogonaux pour ce produit scalaire.
)

b
¢) Déterminer le projeté orthogonal de X sur S3(R).
d) Déterminer la distance de X a S3(R).

Exercice 535 Mines 2011 et 2012 et 2019
Déterminer les matrices M € M,,(R) telles que M'MM = I,.

Exercice 536 % Mines 2022 Soit (E,(, )) un espace préhilbertien, A € R* et v un vecteur de
E non nul. On note f : F — E la fonction x +— = + A (z,v) v.
Donner une condition nécessaire et suffisante sur A\ et v pour que f soit une isométrie.

Exercice 537 % Centrale 2018 Soit (E,(, )) un espace euclidien.
a) Soit p € L(F) un projecteur orthogonal. Est-il symétrique ?
b) Soient p et ¢ deux projecteurs orthogonaux. On suppose que p o ¢ = 0. Montrer que g o p = 0.

Exercice 538 % X 2017, Mines 2021

Si A € M,(R), on pose n(A) = tr(A*A).

a) Soient A et B dans M,,(R). Montrer que n(AB) < n(A)n(B).

b) Soient A € S,,(R), A\; < -+ < A\, le spectre ordonné de A. Montrer que (), — A\;)? < 2n(A).

Exercice 539 % Mines 2019
Soient (E, (, )) un espace euclidien et A une partie de FE.
On pose B = {(z,y), (z,y) € A*}. Montrer que A est finie si et seulement si B est finie.

Exercice 540 X 2020

Soient E un espace euclidien de dimension n > 2, H un hyperplan de E. On cherche & déterminer les
s € O(E) telles que Ker(s —id) = H.

a) Déterminer les s vérifiant cette condition en se plagant dans une base adaptée.

b) Montrer P'existence de a € E\{0g} tel que H = Vect(a)=*.

¢) Si s est solution, exprimer, pour x € F, s(z) a 'aide de a et de z.



Exercice 541 % Mines 2010 et 2013
Soit A = (a;;)1<ij<n € Sn(R) de valeurs propres \; < Ay < -+ < A,. Montrer : Z amQ = Z pYE

1<i,5<n k=1

Exercice 542 iz% Mines 2022  Soient x et y deux vecteurs unitaires distincts d'un espace euclidien
et soit t €]0, 1[. Montrer que (1 — ¢)x + ty n’est pas unitaire.

Exercice 543 % Centrale 2022  Soit A € M, (R) telle que A% = AAT.
a) Que dire si A est inversible ?
b) Montrer que Ker A? = Ker AT et Ker A = Ker A2

1
¢) Montrer que R" = Ker A & Im A.
d) Montrer que A est symétrique.

LES INCONTOURNABLES

Exercice 544 % X 2022
Soit A une matrice antisymétrique réelle. On cherche & montrer que le rang de A est pair.

1. Montrer que c’est le cas si A est inversible.

2. Montrer que Im A et Ker A sont en somme directe.

3. Montrer que I'endomorphisme induit par A sur Im A est inversible.
4

. Conclure.

Exercice 545 ;ﬁg’? Mines 2011, 2015, 2021 et 2022, X 2017 Soit A € M,,(R) antisymétrique.
a) Montrer que le spectre complexe de A est inclus dans iR.
b) Montrer que A est de rang pair.

Exercice 546 SE% Centrale 2001, X 2009, Mines 2014, 2015, 2019 et 2022

Soit A = (ai)1<ij<n € On(R).
a) Montrer que g al; =n et que 5 ai;
1<ij<n 1<ij<n

b) Montrer que n < >, i, @i < ny/n.

< n.

Exercice 547 ié;;} X 2010 et 2014
Soient n = 2 et A = (a;;)1<ijen 00 V(i,7) € {1,...,n}* a;; = i(n— 1)+ j.
Déterminer le rang de A. La matrice A est-elle diagonalisable ?

Exercice 548 iﬁ?ﬁ X 2007, 2011, 2016 et 2021, Centrale 2012 On munit R™ du produit scalaire
canonique.

Soient (vy,...,v,) € (R™)P tel que : V(i,j) € {1,...,p}* i # j = (v;,v;) <0

(on dit que la famille (vq,...,v,) est obtusangle).



p p
1. Soient (xq,...,x,) € R, x = invi et y = Z |z;|v;. Comparer ||z]| et ||y]].
i=1 i=1
Si x = 0, montrer que les x; sont tous nuls ou tous non nuls.
Montrer que p — 1 vecteurs de (vq,...,v,) forment une famille libre. En déduire que p <n+1.

Trouver dans R? trois vecteurs unitaires (v1, v2, v3) satisfaisant aux conditions de I’énoncé.

s W N

Construire une famille de n + 1 vecteurs (vy,...,v,41) de R™ vérifiant les conditions de 1’énoncé.

Exercice 549

— Déterminants de Gram[!| - Centrale 2013 et 2019, Mines 2019
Soit E un e.v. préhilbertien réel.

Soient (uy,...,u,) nvecteurs de E. On note Gram(us, ..., u,) la matrice carrée d’ordre n dont le coefficient
(4,7) est (u;|u;) et on définit G(uy,...,u,) le déterminant de celle-ci.
1. Montrer que si la famille (uq, ..., u,) est liée alors G(uq, ..., u,) = 0.
2. Montrer que si la famille (uq, ..., u,) est libre alors G(uq, ..., u,) > 0.
3. Soit F' un s.e.v. de E de dimension p et soit (ej,...,e,) une base de F.
Gley,...,epT
Pour tout x € F, montrer que d(x, F') = G p )
G(el, ey €p>

Exercice 550 i% X 2009, Mines 2013, 2016, 2017, 2018 et 2019, Centrale 2014 et 2018
Soit A € M,,(R) antisymétrique.

1. Montrer que A + I, et A — I, sont inversibles. On pose M = (A + I,)" (I, — A).
2. Montrer que M est dans SO, (R).

3. Montrer que I, + M est inversible.

4. Montrer que A = (I, + M)~ (I, — M).

d

. Pour A € A,(R), on pose ®(A) = (I, — A)(I,, + A)~!. Montrer que ® réalise une bijection de A,(R)
sur l'ensemble des matrices de O, (R) n’admettant pas la valeur propre —1.

Exercice 551 % X 2012, 2013, 2014 et 2018, Mines 2018, 2019 et 2022, Centrale 2022
Soit (E, (, )) un espace vectoriel euclidien, (e, ..., e,) une base orthonormée de E et f un endomorphisme
de F non nul tel que

V(z,y) € E (z,y) =0= (f(2),[(y) =0
a) Soit (i,7) € [1,n]?. Montrer que e; +¢; Le; —e;.

b) Montrer que || f (e;)[| = [/ (e;)]l-
c¢) En déduire qu’il existe A > 0 tel que Vu € E, ||f (u)]| = X ||u]l.
Exprimer alors f comme la composée de deux endomorphismes & préciser.

4. Jorgen Pedersen Gram : 1850 Nustrup - 1916 Copenhague, Danemark : aprés des études de mathématiques, Gram
s’engage dans une compagnie d’assurance en 1875. A peu prés a la méme période, il commence & développer des modéles
mathématiques de gestion forestiére (il publiera quatre articles sur le sujet). En 1884, il fonde sa propre compagnie d’assurance.
N’ayant jamais enseigné les mathématiques & I'université, ayant pratiqué les mathématiques essentiellement en amateur, Gram
n’en a pas moins profondément influencé les mathématiques danoises. En 1884, il re¢oit la médaille d’or de la Videnskabernes
Society pour un article intitulé : investigations sur le nombre d’entiers premiers inférieurs & un entier donné.



Exercice 552 ii?g Centrale 2008 et X 2016

Soit A une matrice antisymétrique réelle et S € ST (R)

a) Montrer que les valeurs propres non nulles de A sont imaginaires pures.
b) Montrer que det(A+ I,,) > 1. ¢) En déduire que det(A + 5) > det S.

@

b g
Exercice 553 & Centrale 2009 et 2022, Mines 2011, X 2015, 2016 et 2019 Soit M € GL, (R).

1. Montrer qu’il existe un unique couple (K, P) avec K € O, (R) et T € 7,7 (R) telle que
Vi e [1,n], t;; > 0 vérifiant M = KT.

2. En déduire Pinégalité d’Hadamardf|: | det M| < ||Cy]|...||Cyll 0t C4, ..., C,, sont les colonnes de M.
3. Montrer qu’il y a égalité si et seulement si ‘M M est diagonale.
4. Interpréter géométriquement pour n = 2 et n = 3.

n
5. Montrer que | det M| < nz (maX’mi,j‘)
i,J

),

Exercice 554 & X 1998, 200/, 2018, Mines 2006, Ens 2012  Théoréeme de Courant-Fischer
On se place dans R" muni de sa structure euclidienne canonique. Soit M € S,(R) de valeurs propres
(A, An) avec 0 < A < ..o < Ay

On note (V4,...,V,,) une base orthonormée de vecteurs propres associés.
MX|X
On pose, pour X € R"\{0}, ¢(X) = ﬁ et Wy = Vect(V4, ..., Vi).

1. Mont X) = Ag.
ontrer que Xerir/ll/iii[)} o(X) k

2. Montre e 1 X) =\
nerer que  min  o(X) = Ay

3. Calculer min ( max go(X))
dim W=k \ Xew\{0}

@
Exercice 555 g Réduction des automorphismes orthogonaur X 2020
Soit f un automorphisme orthogonal d’un espace euclidien F.

1. Montrer que si G est un s.e.v. stable par f alors G+ aussi.

2. Montrer que u = f+ f~! est un endomorphisme symétrique de E. En déduire I'existence d’un vecteur
x non nul de E tel que Vect(z, f(x)) soit stable par f.

3. Montrer par récurrence sur la dimension de F que si f est un automorphisme orthogonal de E alors
E est somme directe orthogonale de s.e.v. vectoriels de dimension 1 ou 2 stables par f.

4. En déduire 'existence d’'une BON B dans laquelle la matrice de f est diagonale par blocs avec des

cosf) —sind
blocs diagonaux de la forme A = (1) ou D = (—1) ou bien R(#) = avec f € R.

sinf cosf

a
Exercice 556 g X 1998, 2004 et 2007 et 2020, Ens 2012
Soient A = ((a;;))1<ij<3 € S3(R) et B = ((a;;))1<i j<2 extraite de A .
Soient A1 < Ay < A3 les valeurs propres de A et p; < uo les valeurs propres de B.
Montrer que : A\; < 1 < Ao < g < As.

5. Jacques Salomon Hadamard (1865-1963) : déja rencontré a la feuille 5 avec les matrices & diagonale dominante et dans
la feuille 8 avec les disques de Gershgorin.



@
Exercice 557 g X 1998, 2004 et 2007 et 2020, Ens 2012

B|L"
On considére A = €S, (R), avec B € S,,—1(R).
L| «
On note A\ < Ay < ... < A\, les valeurs propres de A et p; < ... < 1 celles de B.

Montrer que Ay < p11 < Ap < g < A3 < oon < i1 < A

Exercice 558 % Centrale 2021 Soit E un espace euclidien.

a) Soit u un endomorphisme symétrique positif. Soit € E. Montrer que (x,u(z)) = 0 si et seulement si
xr € Keru.

b) Soient a et b deux endomorphismes symétriques positifs.

(i) Montrer qu’il existe h symétrique positif tel que h? = b.

(ii) On pose f = ab et g = hah. Montrer que g est diagonalisable.

(iii) En remarquant que f = (ah)h montrer que f et g ont les mémes valeurs propres et que les sous-espaces
propres associés ont méme dimension. Qu’en conclure sur f 7

Exercice 559 % Centrale 2012 et 2014, Mines 2015

Soient (E, (, )) un espace euclidien et u € L(FE) de trace nulle.

a) On suppose u symétrique.

(i) Montrer qu’il existe z # 0 tel que (u(x),z) = 0.

(ii) Montrer, par récurrence, qu’il existe une base orthonormée dans laquelle la matrice de u a une diagonale
nulle.

b) On ne suppose plus u symétrique. Montrer que le résultat de a) (ii) est encore vrai.

Exercice 560 % Centrale 2012, Mines 2022
a) On munit R™ de son produit scalaire canonique. Soient A € M,,(R), u € L(R") canoniquement associé
a A, v € L(R") canoniquement associé a AT.
(i) Montrer : V(z,y) € (R")?, (u(z),y) = (z,v(y)).
(i) Soit F un sous-espace de R". Montrer que F' est stable par u si et seulement si F'* est stable par v.
1 -1 1
b) Déterminer les sous-espaces stables par | 1 0 0

0 1 O

Exercice 561 @ X 2017, Mines 2019  Soient A € ST+ (R) et et B € S, (R) .
a) Montrer que (X,Y) = XTAY définit un produit scalaire sur M,, 1(R).
b) Montrer que A~'B est diagonalisable.

Exercice 562 @ Mines 2022  Soit A € S,(R). On note \; la plus grande valeur propre de A. On
note £ = M,,1(R). a) Montrer que VX € E, XTAX <\ XTX.
On suppose désormais que les coefficients de A situés en dehors de la diagonale sont positifs ou nuls.

I ]m1|

b)Si X =| : |, onnote X = © |. Montrer que VX € B, XTAX < X AX



¢) Montrer que si X est un vecteur propre de A associé & la valeur propre A;, il en va de méme de X.
d) En déduire que 'espace propre associé a la valeur propre A; est de dimension 1.

LES AUTRES

Exercice 563 % Mines 2016, 2017 et 2021
Si A = (ai )i<ijen € Mn(R), on note S(A) =Y " "af;.

i=1 j=1

Déterminer les matrices P € GL,(R) telles que VA € M,,(R), S(P~'AP) = S(A).

Exercice 564 % X 2020  Soient x et y deux vecteurs non nuls de E euclidien. Montrer que :

[zl [yl

1 x Y
o=l > g maxlel. ol || 55 = |

Exercice 565 % Mines 2011 et 2022

a) Montrer que (A, B) — tr (A" B) définit un produit scalaire sur M,,(R). On note || || la norme associée.
b) Montrer que VA € M, (R), |tr(A)| < y/ntr(AAT).

¢) Montrer que V(4, B) € M, (R)?, |[AB]| < || A]l || B]l-

d) Pour quelles matrices, a-t-on égalité dans I'inégalité de la question précédente ?

Exercice 566 %@% X 2012

On munit R” de son produit scalaire euclidien canonique. Soit v = *(vq,...,v,) € R" de norme 1.
a) Déterminer la matrice de la projection orthogonale sur Vect(v).

b) Déterminer la matrice de la projection orthogonale sur Vect(v)t.

Exercice 567 %% Centrale 1998, 2013 et 2018
Soit A € M,,(R). Calculer inf{Z(ai,j —m;)?, M € S,(R)}.

i7j

Exercice 568 % Ens 2012

Soient £ =R et D : (up) € E = (Ung1 — Un),5-

a) Montrer que D est un endomorphisme. Est-il surjectif 7 injectif ?

b) Déterminer les vecteurs propres de D.

¢) Soit F I'ensemble des suites de RY de carré sommable. Montrer que F est stable par D.

“+oo
On munit F' du produit salaire donné par : V(up)n>0, (Vn)ns0 € F, ((un), (vn)) = Zunvn.
n=0

d) Déterminer H = {(u, D(u))

TR u € F\{O}}.




Exercice 569 g% Centrale 2022

Pour (X,Y) € (M, (R))? on pose : (X,Y) = tr (X7Y).

a) Vérifier que (, ) est un produit scalaire dont on note || || la norme euclidienne associée.
b) Soit A € M,, (R) et E={M € M,,(R), tr (M) = 0}. Calculer ]&Irgg |A— M]].

¢) Soit A € M,,(R). Calculer inf |[A— M| et inf [A— M|
MES,(R) MeAn(R)

Exercice 570 % X 2017 et 2019
Soient (n,p) € N? avec 1 < p < n, M € M, ,(R) telle que rg(M) = p.

a) Soit y € R™. Montrer qu’il existe un unique = € R? tel que |Mz — y| = inﬂgp |Mz" — yl.
z'e

b) Montrer que MT M est inversible. En déduire une relation entre Im M et Ker M7,

Exercice 571 Centrale 2022

On munit M,,(R) de sa norme euclidienne usuelle : ||M || = y/tr(MTM). On considére M € GL,(R).
a) Montrer qu’il existe (S,Q) € ST (R) x O,(R) tel que M = QS.

b) Calculer d (M, O, (R)) = infyco, ®) [|M — V.

Ind. Montrer que, pour V € O,(R), ||MV| = |[VM| = ||M||.

@y

Exercice 572 g Mines 2008 et 2010 Soient E un ev euclidien et u € £ (F), 1-lipschitzienne.
1
Montrer que E = Ker(u — Idg) & Im(u — Idg).

Exercice 573 Centrale 2010
1. Soient (E (, )) un espace euclidien, || || la norme euclidienne, (z1,...,z,) € E".
2 n 2
Montrer : E1<i<j<n lzi — 25" =nd i, H%HQ — [z + |l

2. Soient £ un espace affine euclidien, B une boule de rayon R de &, My, ..., M, des points de B.
2n R

On pose a = min {M;M;, i # j}. Montrer : o < 7
n_

@) 1
Exercice 574 Ens MP 197} On munit R,, [X] du produit scalaire (P|Q) = / P(t)Q(t)dt.
0

& .
1. Montrer que la famille (Q;)o<;j<n définie par Q;(z) = m:ﬂ(l — x)’ est une base orthogonale.
x

2. Soit F},, 'ensemble des polynomes de R,, [X] dont le coefficient de ¥ vaut 1.
1
1
Montrer que inf / P(t)%dt =
PEF. Jo

o 2N (m+k+1)\2
2% + 1
(2k + )(k) ( % + 1 )

Exercice 575 ig Mines 2021 Soient (E,(, )) un espace euclidien et a,b € F.
(z,a) (x,b)

Déterminer les bornes inférieure et supérieure de f: z € E\ {0} — o
T,

Exercice 576 % X 2012 ,
Soient (a,b) € R* avec a < b, f1,..., fn € C([a,b],R) et A :</ fl-fj>

Montrer que det A = 0 si et seulement si la famille (fy,..., f,) est liée.

1<i,j<n



@

Exercice 577 g Centrale 2018

On munit R? de sa structure euclidienne canonique.

a) Soient (ey, e;) deux vecteurs linéairement indépendants de R® et f: 2 € R® — (z,e;) ea + (1, e5) 1.
Montrer qu’il existe une base orthonormée de R? dans laquelle la matrice de f est Diag(\1, Ao, 0) avec
A <0 et )\2 > 0.

b) Etudier la réciproque.

Exercice 578 % Mines 2022  Soit f € C°([0,1],R") différente de la fonction nulle.
1
Pour tout (P, Q) € (R[X])?, on pose (P, Q) = / f(t) P(t) Q(t) dt.
0

a) Montrer que ( , ) est un produit scalaire.

b) Montrer qu’il existe une famille (P,),ecn de R[X] telle que deg(P,) = n pour tout n € N et

(P, Py) = . pour tout (m,n) € N2,

¢) Montrer que, pour tout n € N, P, est scindé a racines simples, les racines de P, étant dans |0, 1[.

Exercice 579 % Mines 201}
Soit M € M, (R) telle que MT M = MT M et M? = —I,. Montrer que M est orthogonale.

Exercice 580 g Centrale 2011, Mines 2022
1
On munit R, [X] du produit scalaire défini par : V(P, Q) € R, [X]?, (P, Q) = / PQ.
0

a) Montrer qu’il existe 4,, € R,,[X] tel que : VP € R, [X], P(0) = (A,, P).
b) Montrer que A, posséde n racines distinctes dans ]0, 1[.
¢) Calculer A,(0) en fonction de n.

Exercice 581 {;% Combinaison de formes linéaires
Soient fi,..., f, des formes linéaires sur R" linéairement indépendantes.
Montrer que f est combinaison linéaire de fi,..., f, si et seulement si Ker f D Ker fi N --- N Ker f,.

Exercice 582 @ X 2015
Soit A € My(R). Existe-t-il P € SOy(R) telle que PAP™! ait ses coefficients diagonaux égaux?

Exercice 583 {;ﬁ X 2009, Mines 2018 Soit A € M, (R) telle que A2 = 0. On pose D = A+ 'A.
Montrer : Ker D = Ker ANKer ‘A et ImD =Im A @ Im A.

@
Exercice 584 & X 2009 Soient F euclidien, F' un s.e.v. de E, v € E\ F et a € R**.
Montrer qu’il existe un unique (A, u) € R x F tel que : u+ Av € FX, {u+ Av,v) = 0 et |Ju + M| = .

Exercice 585 % Mines 2022  Soit A € M,,(R). Montrer que A est antisymétrique si et seulement,
si, pour toute matrice orthogonale P, P~ AP est de diagonale nulle.




Exercice 586 25:% X 2020

Soit n € N* . On munit R” de sa structure euclidienne canonique.

a) Soit p € L(R™) un projecteur de R™. On note P sa matrice dans la base canonique de R”".

Montrer que le projecteur p est orthogonal si et seulement si la matrice P est symétrique.

b) Soient H et K deux sous-espaces vectoriels de R™, et soit A (resp. k) la projection orthogonale sur H
(resp. K). Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour que h — k soit inversible.

¢) Sous cette condition, préciser 'inverse de h — k.

Exercice 587 @ Centrale 2012, Mines 2017

Soient (E, (, )) un espace euclidien, p et ¢ deux projecteurs orthogonaux de E, H =Imp et G = Img.
a) On suppose que A € R* est valeur propre de p o g et que x est un vecteur propre associé. Montrer que
x € H, que q(x) — Az appartient a H+.

b) Montrer que toutes les valeurs propres de p o ¢ sont dans [0, 1].

¢) On suppose que p et ¢ commutent.

(i) Montrer que p o g est un projecteur orthogonal.

(ii) Montrer que Ker(p o q) = Ker p + Kergq.

(iii) Montrer que Im(p o ¢) = Imp N Img.

i— %
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Exercice 588 é \ X et Centrale 2011, X 2018

Soient E euclidien, p et ¢, 2 projecteurs orthogonaux.

a) Montrer que u = p o g o p est symétrique.

b) Montrer que les valeurs propres de u sont dans [0, 1].

¢) Montrer que F est somme directe orthogonale de (Imp + Kerg) et de (KerpNImg)
d) Montrer que p o ¢ est diagonalisable.

Exercice 589 {ﬁ:g Centrale 2011 Solent E et F' deux espaces euclidiens et f € L(E, F).

a) Si y € F, montrer qu'il existe x € (Ker f)* et v/ € (Im f)* tels que y = f(z) +v/'.

b) Montrer que le couple (z,y’) de a) est unique. On note g 'application qui & y € F associe le z € E du
couple (z,v').

¢) Montrer que g est linéaire. Déterminer I'image et le noyau de g.

d) Montrer que f o g et go f sont des projecteurs que I'on caractérisera.

e) On suppose ici que E = R3, F' = R? et que la matrice de f dans les bases canoniques (orthonormées)

1 10
est : . Déterminer la matrice de g dans les bases canoniques.

011

Exercice 590 % Mines 2019

Soient (p,q) € (N*)? et A,B € M, ,(R). On suppose que ATA = BT B. Soit f (resp. g) Papplication
linéaire de £(R?, R?) canoniquement associée a A (resp. B). On munit R? et R? de leur structure euclidienne
canonique.

a) Montrer que Ker(A) = Ker(B).

b) Montrer que : Vz,y € R, (f(z), f(y)) = {9(2), 9(y))-

¢) Montrer qu'il existe U € O,(R) tel que A =UB.




@

Exercice 591 © Mines 2022

a) Soit M € M,, ,(R). Montrer que det(MM7) > 0. Sip < n, montrer que det(MM7") = 0.

b) Soient X un ensemble fini et A;,..., A, des parties de X. Pour 1 < 4,5 < n, on note a;; le cardinal de
A; N A;. Montrer que le déterminant de la matrice (a;;)1<i j<m est positif.

Exercice 592 % Mines 2011 et 2015 Soit A € M,,(R). Montrer que le rang de A est égal au
nombre de valeurs propres non nulles de ATA (comptées avec multiplicités).

Exercice 593 Yi;% Mines 2011 Soit M € M, (R) telle que M? + M — M = I,,. Montrer que M
est symétrique.

Exercice 594 % Ens 2021

Soient F un espace euclidien et F' un sous-espace vectoriel de FE.

a) Soit v un endomorphisme auto-adjoint de E. On suppose que u stabilise F'. Montrer que u stabilise F'*-.
b) Soient wuy, us, ..., u; des endomorphismes symétriques de E, qui commutent. Montrer qu’il existe une
base orthonormée de E dans laquelle les matrices des u; sont toutes diagonales.

Exercice 595 % X 2016, Mines 2022  Soit A € S,(R); on suppose A inversible et semblable a
A~L. Montrer que tr (A?) > n et qu’il y a égalité ssi A est la matrice d’une symétrie orthogonale.

Exercice 596 ig X 2017, Mines 2019

Soit A = (a;;)1<ij<n € Sn(R). On suppose que x4 = H(X — ay.x). Montrer que A est diagonale.
k=1

Exercice 597 % X 2020

0
Soient U et V deux matrices orthogonales. On considére J,. = eM,,(R)et M =UJ,V .

a) Préciser les dimensions de U,V et M.
b) Calculer rg(M) et expliciter Im(M).

Exercice 598 ifg X 2019 Déterminer les M € GL,(R) telles que : VO € O, (R), MOM ™' € O,(R).

Exercice 599 % Ens 2018
Soit A € O3(R). Quel est le nombre maximum de coefficients nuls que peut avoir A?
Déterminer tous les entiers r pour lesquels il existe effectivement A € O3(R) ayant r coefficients nuls.

Exercice 600 % Mines 2018 Déterminer le cardinal de O, (R) N M,,(Z).




Exercice 601 % Mines 2015

Solent (E,(, )) un espace euclidien et u € O(FE). Soit A € R une valeur propre de u. Montrer que la
dimension de I’espace propre associé a la valeur propre X\ est égal & la multiplicité de cette valeur propre
dans le polyndéme caractéristique.

Exercice 602 g X 2021
Soient A € O3(R) \ {£I3}, B € A3(R) \ {0}. Montrer que AB = BA si et seulement si Ker B =
Ker (A — (det A)I3).

0 AT
A 0
On suppose : Vk € [1,n], tr(B?*) = 2n. Montrer que A est orthogonale.

Exercice 603 @ Mines 2022  Soient A € M, (R) et B =

Exercice 604 iﬁ?ﬁ X 2020

Soit E un espace euclidien de dimension n. Soit r € SO(FE).

a) Montrer que r admet au plus deux valeurs propres réelles.

b) On suppose n impair. Montrer que 1 est valeur propre.

¢) On suppose n = 2 et qu’il existe s € O(E)\SO(FE) telle que r o s = s or. Montrer que r = Id .

d) On suppose n = 3. Déterminer les rotations r telles qu’il existe s € O(E)\SO(E) telle que ros = sor.

Exercice 605 % Mines 2016 Soit S € S (R) .

a) Montrer qu’il existe une unique matrice 7' € S+ (R) positive telle que T2 = S.

b) Soit A € GL,(R). Montrer que ATA € S (R).

¢) Montrer qu’il existe existe un unique couple (Q,U) tel que Q € O, (R), U € S+ (R) et S = QU.

Exercice 606 % X 2019

Soit M € M, (R). On suppose que M = UQVT ou U et V sont deux matrices orthogonales et  une
matrice dont tous les coefficients sont nuls sauf les €2;; pour 1 <7 < r .

a) Préciser la taille des matrices U,V et .

b) Calculer M7 M.

c¢) Déterminer le rang de M et I'image de M.

Exercice 607 % X 2020
Soient A € S3(R) et
A A% A% AY
A2 A A A3
B p—
A3 AY A A
At A3 A2 A

Déterminer le spectre de B. Donner une base de vecteurs propres.




Exercice 608 % X 2014, 2020, Mines 2022 pour la question a)

Soit V' un sous-espace vectoriel de My (R) ne contenant que des matrices diagonalisables.
a) Déterminer la dimension maximale de V.

On suppose désormais dim V' = 3.

b) Montrer que I appartient a V' .

¢) Montrer qu’il existe @ € GLy (R) telle que Q~'VQ contiennent Dy(R).

d) Montrer qu'’il existe P € GLy (R) telle que P71V P = S(R).

Exercice 609 i@ Ens 2019, X 2014 et 2020

Soit V' un hyperplan de M5 (R) dont tous les éléments sont diagonalisables dans R.

a) Montrer que I, € V.

b) Donner un exemple de tel hyperplan V.

¢) Montrer qu’il existe P € GL5 (R) telle que P~'V P contienne toutes les matrices diagonales.
d) Montrer qu’il existe Q € GL, (R) telle que Q71VQ = Sy(R).

Exercice 610 % Mines 2013

a) Soit A = (ai)1<ij<2 € S2(R). On suppose que a;; appartient au spectre de A. Que peut-on dire de A7
b) Soit A = (ai;)1<ij<n € Sn(R). On suppose que a = ay; est valeur propre de A, que a est la plus petite
valeur propre de A et qu’elle est simple. Montrer que la premiére ligne de A est (a0 --- 0)

Exercice 611 % X 2012 Soit A € §,(R) ayant une valeur propre de multiplicité > 2. Six € R™,
montrer que (z, Ax, ..., A" lz) est lice.

ay az ... Qp
% a9 0 ... 0

Exercice 612 La matrice A € M,,(C) est-elle diagonalisable avec A= | ~ = |?
a, 0 ... 0

Exercice 613 {g Mines 2011, 20153 et 2019
Montrer que I'application M > M3 est une bijection de S,(R) sur lui-méme.

Exercice 614 @ X 2011 Soit A € S,(R). Nombre de matrices B € M,,(R) telles que A = B??

@

Exercice 615 Ens 2013, Mines 2021

a) Trouver les P € R[X] tels que, pour tout n € N* et toute matrice A € A,(R), P(A) soit antisymétrique.
b) Trouver les P € R[X] tels que, pour tout n € N* et toute matrice O € O, (R), P(O) soit orthogonale.

Exercice 616 g X 2014 et 2015
Soit M € M, (R) nilpotente. Trouver I'image de I'application X € R" — XTMX.



Exercice 617 iﬁ?ﬁ X 2007
On munit R” du produit scalaire canonique. Soient z € R"\{0} et & : M € M, (R) — (Mz|x).

1. Déterminer ®(M,,(R)).
2. Déterminer ®(O,(R)).

Exercice 618 @ Mines 2000 Dans un espace euclidien de dimension n, prouver l'existence
d’une famille de vecteur unitaires : (uy,...,u,) tels que : ||u; —wu;|| = 1 si i # j. Montrer qu’elle est
unique a isométrie pres.

Exercice 619 % X 2007 et 2011 Soient k € R avec k > 1, (E,(, )) un espace euclidien, n > 2
et vy, ..., v, des vecteurs de E tels que : Vi, ||v;|| =1 et Vi # j, (v;,v;) < —1/k. Montrer que k+ 1 > n.

Exercice 620 Q FEns 2018
Soient N € N* et 2 = {—1,1}". On note E P'ensemble des applications de Q dans R.
a) Déterminer la dimension de E et en donner une base.

Pour f,g € E, on pose (f,g) 2NZf

wel
b) Montrer que cette application définit un produit scalaire sur E. Donner une base orthonormée de FE.

Si [ est une partie de {1,..., N}, on pose, pour w = (wy,...,wy) € Q, frw le

el
¢) Montrer que les fr, pour I € P({1,...,n}), forment une base orthonormée de E.

Exercice 621 % Mines 2014

. 2 _l _ ~ _ _ .
Soient (a,...,an—1,U1,...,U,) € R et M = (m;;)1<ij<n OU My, = my,; = u; pour @ € {1,...,n},
m;; = a; pour i € {1,...,n — 1}, les autres coefficients étant nuls. On suppose a; < ag < -+ < @,_1.
Comparer les valeurs propres de A aux coefficients aq, ..., a,_1.

Exercice 622 @ Centrale 2015
Soit E un espace euclidien. Soient u et v dans ST (E). Montrer que :

Vo # 0, (u(z),z) < (v(x),r) = Sp(v ' ou) €]0, 1]

Exercice 623 iﬁ?ﬁ Ens 2016

Soient A et B dans So(R), A\; > Ao (resp. p1 = uo) le spectre ordonné de A (resp. B), v; > 15 le spectre
ordonné de A + B.

a) Montrer que vy + v = A\j + Ay + 1 + pio.

b) Montrer que v; < Ay + 1 et vy = Ao + fio.

¢) Montrer que v7 > max{us + A1, 1 + Ao} et vo <min{A; + po, Ao + 1}

Exercice 624 % Mines 2009 et 2022
Soit A € S+ (R). Montrer que (X7X)? < (XTAX) (XTA™'X) pour tout X € R™.



Exercice 625 {@ Mines 2022 Soit n e N.
a) Montrer que f, : P € R,[X] — Z Xk/ t)t* dt € R,[X] est un automorphisme.
b) Montrer que toute valeur propre de fn est strictement positive.

c) Montrer que f, admet une valeur propre. On note w, la plus petite de ses valeurs propres.
d) Déterminer la limite de (u,).

Exercice 626 % X 2010, Mines 2022
1
On définit le produit scalaire suivant dans R[X] : (P, Q) = / P(t)Q(t) V1 — t2dt.

~1
a) Pour n € N, montrer qu’il existe un unique polynéome @, tel que : Vu € R, sin((n+1)u) = Q,(cos u) sin u.

Déterminer le degré et le coefficient dominant de @,,.
b) Montrer que les @,, sont orthogonaux entre eux.

1
¢) Déterminer min / (t* — at® — bt — ¢)*V1 — 12 dt.
-1

(a,b,c)ER3

Exercice 627 % Centrale 2022 i

On munit R,, [X] du produit scalaire (P, Q) = / P(cosv) Q(cosv) du.
0
Pour tout k € [0, n], on admet qu’il existe un unique polynéme 7T}, de degré k tel que Vv € R, T, (cos (v)) =

cos (kv) et dont le coefficient dominant vaut max {1,257}
a) Montrer que (7)), est une base orthogonale et, pour tout k € [0,n], calculer la norme de Tj.

b) Soit n > 1. Montrer que T}, € (R,_; [X])™.

¢) Pour tout k € [0, n], calculer / cos® (v) cos (nv)dw.
0

Exercice 628 % Centrale 2022  On note E 'espace vectoriel des fonctions de classe C* de [0, 1]
dans R.

1
a) Montrer que (f,g) — / (fg + f'g’) constitue un produit scalaire sur F. On munit E de ce produit
0

scalaire dans la suite.
b) Montrer que V := {f € E, f(0) = f(1) = 0} et W := {f € E, f” = f} sont des supplémentaires
orthogonaux dans F.

¢) On note U := {f € E, f(0) = f(1) = 1}. Déterminer inf /l(f2 + (fD.
feu Jo

Exercice 629 % Centrale 2022
On note E l'espace vectoriel des fonctions continues de [0, 1] dans R, muni du produit scalaire défini par

(f,g>:/0fg. Pour f € E, on pose v(f x»—)/f

a) Montrer que v constitue un endomorphisme de E.
b) Montrer qu’il existe un unique v* € L(FE), que 'on déterminera, tel que, pour tous f,g dans E,

(v(f);9) = (f,v*(9))-




Exercice 630 % Centrale 2022

Soit n 2 2. Soit A = (min(i,j))1<i7]~<n c MH(R)

a) Trouver une matrice triangulaire supérieure T telle que A = TTT.

b) Montrer que A est inversible.

c) Montrer que A € S (R).

d) Soit « (resp. ) la plus petite (resp. la plus grande) valeur propre de A. Montrer que

9 1/(n—1) n+1
< < < B.
a x (n+1) < 9 \B

e) Calculer l'inverse de A.

Exercice 631 {g Centrale 2022

Soient Q € GL,(R), Be ST (R) , A= QTQ, et a, 3 des réels positifs tels que o + 3 = 1.

a) Montrer qu’il existe P € GL,(R) et D € M,,(R) diagonale a coefficients strictement positifs telles que
B=P'DPet A= PTP.

b) Montrer que det(aA + 3B) > (det A)*(det B)”.

Exercice 632 g% % Mines 2021
Soient A et B deux matrices symétriques réelles d’ordre n telles que A?Y23 = B2023_ Montrer que A = B.

Exercice 633 iﬁ?ﬁ X 2019

a) Soit A € §;(R). Montrer que la sous-matrice Ay = (a;;)1<ij<x € S, T (R) et que son déterminant Dy,
est strictement positif.

b) On suppose que Dy, > 0 pour tout k € [1,n] . Montrer que A € S (R) .

¢) Soit ¢ € ]0, 1[. Montrer qtlle At) = (t‘i_ﬂ)l@.,j@ € SH(R).
M B= () H(R) |
d) Montrer que T3 =]/ 1<ien € STT(R)

q
1
e) Soit ¢ € N*. On définit C € S, (R) par ci; = [ | Ty Montrer que €€ S, (R) .
i—J
=1

Exercice 634 iﬁ?ﬁ X 2020 On munit R™ de sa structure euclidienne canonique.
a) Pour B € M,, (R), on pose ||B|| = sup{||Bz||;x € R™,||z|| = 1}.

Soit A € S;F (R). Montrer que ||A]| < tr(A).

b) Soit B : R —— S (R) dérivable telle que : Vt € R, tr(B'(t)) < —tr(B(t)).

Montrer que B(t) — 0 quand ¢ — +oc.

Exercice 635 ig Mines 2016

0 T BRI 179

T <
Soient A € S (R), (x1,...,2,) € R" et B = '1 . Montrer que det(B) < 0. A quelle

Tn

condition a t-on det(B) =07




Exercice 636 Ens 2014
a) Soit C' € SH+(R). Montrer que det(I,, + C)/™ > 1+ (det C)*/™.

b) Soient A, B € ST (R) et t € [0,1]. Montrer : det (tA + (1 — t)B)Y™ > tdet AV/" + (1 — t) det B/".

Exercice 637 ifg X 2011, Centrale 2013 et 2019

a) Soit D € M, (R) diagonale a coefficients diagonaux positifs.
Montrer, si U € O,(R), que tr(DU) < tr(D).

b) Soit A € S;F(R). Montrer, si U € O, (R), que tr(AU) < tr(A).

¢) Le résultat est-il toujours vrai si on suppose simplement A € S, (R) ?

Exercice 638 {ﬁzg X 2007, Ens 2011, Mines 2016  Soit A = (a;;)1<ijen € ST (R) .

n

1/n n
1
Si sy Tpy) € RT* m t i < - i
a) Si (zy z,) € (RT™)" montrer que <Ha:> nlzlx

i=1

A n

b) En déduire que det(A) < (L :
n

¢) Montrer que les coefficients diagonaux de A sont > 0.

d) En déduire que det(A) < H Qe

=1

Exercice 639 i@ X 2019 Soient A € SFT(R) et B € S,(R).
Montrer qu’il existe P € GL,(R), C' et D dans M,,(R) diagonales telles que A = ‘PCP et B = 'PDP.

Exercice 640 3:% X 2019  Soit M € S (R).

a) Montrer que M + I,, est inversible.

b) Montrer que, pour tout X € R", [[(M — I,)(M + L,) ' X || < | X|.
¢) Déterminer les X € R” tels que |[[(M — I,)(M + L)' X|| = || X].

Exercice 641 {;g Centrale 2010
a) Montrer que S € M,,(R) est symétrique définie positive ssi il existe P € GL,(R) telle que S = PTP.
b) Soit A € M, (R). Montrer que A est diagonalisable ssi il existe S € ST (R) telle que AT = SAS™.

Exercice 642 i;% Centrale 2010 et 2022
a) On pose A = (a; ;) avec A=VVT ou V€ M, 1(R) et n’a aucun coefficient nul

1<i,5<n

1
et B = ( ) . Montrer que A et B sont dans S, (R).
1<i,j<n

@i,j

b) Soit A = (a; ;) € S (R) sans aucun coefficient nul.

! ) € SH(R) .
<i,j<n

6/ 1
(i) Montrer que ¥ (i,7) € [1,n]?, af; < aia;;.
A

(ii) Montrer qu'’il existe V € M, 1(R) telle que A =VVT.

1<i,j<n

On suppose aussi que B = <




Exercice 643 % Mines 2019, X 2022, Mines 2022
Soit A € S,,(R). Montrer que tr(A)? < rg(A) tr(A?). Etudier les cas d’égalité.

Exercice 644 @ Ens 2018
On munit R de sa structure euclidienne canonique. Si A est une partie de R", on pose A* =
{z e R"; Yy € A, (x,y) < 1}. Déterminer les A C R" telles que A* = A.

a b c

Exercice 645 % Mines 2022  Déterminer les triplets (a,b,c) € R3 pour lesquels | b o ¢ | est

c C a

orthogonale, et déterminer dans ce cas les caractéristiques de I'endomorphisme de R? canoniquement
associé.

Exercice 646 @? Mines 2022  Soit (eq,...,e,) une base orthonormée d’un espace euclidien E, et
(fi,-.., fn) une liste de vecteurs de E telle que |le, — fx|| < \/%7 pour tout k € [1,n].

a) Montrer que (fi,..., f,) est une base de E.

b) Le résultat précédent tient-il si les inégalités de ’hypothése sont seulement larges ?




