Soit (Xy)n>0 une suite de variables aléatoires i.i.d. a valeurs dans N. On suppose que P(Xy =0) < 1 et E(Xj) < +00. On
note R le rayon de convergence de Z X, t".
a) Rappelez la définition du rayon de convergence d’une série entiére.

b) Montrer que : (R > 1) = (X, =0 a partir d’un certain rang N € N). En déduire que (R > 1) est un événement et
P(R>1)=0.

¢) Soit 0 < ¢ < 1. Montrer que P(R < ¢) = 0.

d) Montrer que P(R=1) = 1.

1. Rappelons que si R = sup{r € RY | (X,7"),, est bornée}, alors R = sup {r e RY | (Z Xkrk> converge} et encore
k=0 n
R =sup{r e R} | X,,»" — 0}.

2. Montrons que (R > 1) = (X,, = 0 & partir d’un certain rang).

Si R > 1, alors X,, — 0. Comme (X,,) est une suite a valeurs dans {0, 1}, elle est donc nulle & partir d’'un certain
rang.

Réciproquement, si X,, = 0 & partir d’un certain rang, alors pour tout r» > 0, X,,r™ — 0, donc R = +00 et en particulier
R>1.

Ainsi, (R > 1) = (X,, =0 APCR).

C’est bien un événement et P(R > 1) =P U ﬂ {X, =0}
neNk>n

Posons A,, = m {X}, = 0}. Comme A, 11 D Ay, le théoréme de continuité croissante donne P(R > 1) = lim P(A4,).

n—00
k>n

P
Or, en notant B, = ﬂ {X,x=0},ona A, = ﬂ B,.
k=n p>n
Par continuité décroissante, P(A,,) = lim P(B,).
p—o0

P
Par indépendance, P(B,) = H P(X}y = 0).
k=n

Si P(Xy =0) = q < 1, alors P(B,) = ¢” "' —— 0.

p—00
Donc P(A,,) = 0 pour tout n, d’ou P(R > 1) = 0.

3. Soit € € (0,1).
Montrons que P(R < ¢) = 0.
Sir € (1) et si R<e, alors la suite (X7*), n’est pas bornée.
Autrement dit, Vn e N, 3k >n, XprF>1.

Comme X € {0,1}, cela équivaut a X >

Ainsi {R<e} c ) U{sz:k}

n>0k>n

1
Posons B,, = U {Xk > k}.
r

k>n

rk’

n>0

Par continuité décroissante, P m Bn) = lim P(B,).

Par I'inégalité de Markov, ]P’(X k>
Si E(Xj) = m, alors

1 k r’
P(5) < S P(Xz ) sm ¥ ot =
k>n k>n
Comme r < 1, P(B,,) —— 0.
n—oo

Par conséquent, P(R < ¢) = 0.



4. On en déduit que P(R=1) = 1.

En effet, P(R > 1) =0 et Ve € (0,1), P(R<¢) =

1
Oor(R<1)=J (Rgl—n>.
n>1
1
P -additivité, P 1)< P <1——]=0.
ar sous-additivité, P(R < 1) < T; (R < n) 0
Ainsi P(R < 1) = 0.
Finalement, PIR=1)=1-P(R>1)-P(R<1)=1.



