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PC3 Devoir Surveillé n°5 25 janvier 2025

L’usage de la calculatrice ou de tout dispositif électronique est interdit. Le sujet se compose de deux problémes.

Probléme 1 : Le but de ce probleme (tiré de Maths 1 Mines Ponts 2024 MP) est de calculer l'intégrale de

Dirichlet généralisée

o001 _ 2p+1
(cos(®)?*
0 t2

Partie I : Calcul d’une intégrale

Dans tout ce qui suit, z est un élément de ]0, 1] fixé.

1 > Montrer que pour tout € |—7, x], la fonction f définie par

10,400 — C

E 21

t —_—

1+ tet
est définie et intégrable sur |0, +ool.

Soit r la fonction définie par
]_77’ 71'[
T +oo  gz—1
0 — /
1+ te’e

2 > Montrer que la fonction r est de classe C! sur |—7, 7| et que :

oo ©
Vo € -m,x[, 7(0)= —iele./ t72 dt
0 (1+te?)

Indication : sozt g €10, 77[ montrer que pour tout 0 € [—3; 0] et t € [0, 400,
'1 +tei?|? > ]1 +18]” = (¢ + cos(B))? + (sin(B))2.

Soit g la fonction définie par
|-m,7x] — C
g [t el
0 — e”e./ ——pdt
0 1 + tel

3 > Montrer que la fonction g est de classe C! sur |—m, 7| et que pour tout 6 € |—x, 7],

400
J'(6) = ic™® / W (t)dt
0
ou h est la fonction définie par

10, +o0] —> C
h: tr

t e —
1+ teif
Calculer h(0) et lim h(t) .
t——4o00
En déduire que la fonction g est constante sur |—, 7.

4 > Montrer que pour tout 6 € ]0, 7|,



9(6) sin(wt) = 2% (g (=6)™" —g (9>e_m9> = sin(6) /0+°° t2 4 2t f;w) 1

oo (usin(f) — cos(0))* du

5 > En déduire que :
Vo € |0, 7|, 0)sin(fz) = /
] [ g( ) Sln( l') cotan(6) 1+ u?

N cos(6
ou cotan(f) = sin((G))
6 > Montrer, en utilisant le théoreme de convergence dominée, que :

+oo
lim g(0)sin(x0) = / 1 jl_u 5
0 u

O—m— _

7 > En déduire que

+oo gr—1 T
[T
o 1+t sin(7x)

Partie II : Une expression (utile) de la fonction sinus

On rappelle que = est un élément de ]0, 1] fixé.

+o00 tl‘—l 1 tx—l t—x
/ dt = / — 4+ —— | dt
0 1+t o \1+¢ 141

8 > Montrer que.

9 > Montrer que :
1 T 1
/0 - Z n + T
10 > établir 'identité N N
1 ta:—l 0o (_1)n o (_1)n
dt = — _
/0 1+¢ T;n—&—z—'_z::on—i—l—x

11 > En déduire que 'on a

1 X2
sm( 75_2 n2—m2

12 > En déduire enfin que :
S~ 2(=)"ysin(y) _ | sin(y)

vyelonl, Y

n=1

yQ — n2x2 Y

Partie III : Calcul d’une intégrale de Dirichlet généralisée

13 > Montrer que 'intégrale

+oo 1 — 2p+1
(cos()H
0 t2

converge et que :
+oo 1 — 2p+1 400 ;
/ (CO;(“) dt = (2p+1) / (cos(t))%mt(t) dt
0 0




14 > Montrer que pour tout n € N* :

/ﬂ T cos(t) @) gy /0 % (cos(tyw 221"t

§+(n—1)77 t t2 - n27r2

15 > En déduire que :

jus

/;OO(cos(t))ZpSin(t) dt = /02

n t

X 2(—1)"tsin
(cos(t))2p (Z 2(1)75(t)> dt

12 — n2x2
n=1

16 > En déduire que :

us

oo psin(t) [z »
/0 (cos(t))? . dt—/o (cos(t))?P dt

Quel résultat bien connu obtient-on pour p =07

(cos(t))2? = ;p (( >+22< )cos (p—Fk)t ))

L ] . ity o—it 2p
Indication : On pourra développer (%) .

17 > Montrer que :

18 > En déduire que :

+o0 1 — (cos(t))?PH! P (2p+1)!
/0 2 T 92p+1 (p!)2

Probléme 2 : la formule des compléments

I 1) Soit a un réel strictement positif, on pose pour tout x réel positif, et pour tout k € N :

up(x) =1
ug(x) = 0 pour z € [0, K]
et pour k > 1, 1 —k
up(z) = 2= 1). x(:: +1)a o pour x> k.
+oo
Montrer que la série de fonctions : Z ug(z) converge simplement puis normalement sur R .
k=0
“+oo
2) En utilisant le théoreme de la double limite, calculer hm Z ug(z

3) On consideére la suite de fonctions f,, de C dans C définie par : f,(z) = (1 + Z) .

En développant a I’aide de la formule du binéme, montrer que

z n
lim <1 + > = e
n—-+4oo n

II 1) Soit x € R, montrer que

ir 2n+1 i 2n+1
<1 *3 1) B (1 2 1)
sinz = lim n n+

n—-+00 21




2) On pose P(X) = (1 + X)2H! — (1 — X)2n+1,

n X2
Montrer que P(X) =2(2n+ 1)X H It
k=1 tan?
o 1)
n .%’2
3) En déduire que sinz = lim |z H 1-
el (2n + 1)% tan?( )
2n+1
vE(t) = 0 pour t € [0, 2k]
4) Soit a €10, 1] fixé, on pose pour k > 1, a?

ve(t)=In [1— ———— | pourt>2k.
9. o kT
2 tan*(—)
t

a) Montrer que u? < tan?(u) pour tout u € [0, 5.
b) Montrer que vy est bien définie et continue sur R .
c) Montrer que la série de fonctions ka(t) converge simplement.
d) En déduire que la série de fonctions ka(t) converge normalement sur R.

e) En utilisant le théoréme de la double limite, montrerE]
+o0 2
x
siny =x 11— ——=

+o0
III Pour x € RY, on pose I'(z) = e tteL,

On rappelle (il n’est donc pas nécessaire de le redémontrer) que I'(z) est bien définie et est de classe C*°.

n t n
1) Montrer que I'(z) = lim (1 — ) t*at.
0 n

n—-+00

o ) n*n!
2) En déduire que I'(z) = lim 2@+ 1)..(z+n)

3) Pour z € ]0,1[, montrer la formule des compléments :

™

MNz)T(1—2) =

sin mx
4) Applications :
a) Calculer I'(). Retrouver la valeur de I'intégrale de Gauss.

b) La fonction InT" est-elle intégrable sur |0, 1[? Si oui, la calculer.

n

1
IV On note v = lim Z T Inn, la constante d’Euler.

n—-+o0o

1) Montrer, a partir de la question III : 3), et en en justifiant ’écriture, la formule de Weierstrass :

1 +o0 T Ik
_ T —x
Vo >0, O xe? kl;[l(l + E)e
I'(z) 1 RES
2) En dédui v 0,1 =———
) En déduire que Vx €]0, 1], 2) - ’y+k it )
=1
+oo
3) En déduire, apres en avoir montré l'existence, la valeur de / In(t)e " dt. FIN
0

1. Cette formule, ainsi que celle de la partie I, ont été établies par Léonard Euler dans son Introductio in analysin infinitorum en
1748.



