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Mathématiques 2

On se fixe un entier naturel n non nul. Pour P € R[X] on note deg P le degré de P et cd P son
coefficient dominant lorsque P est non nul.

I L’opérateur de translation et ’opérateur de différence

I.A L’opérateur de translation

On définit 'opérateur de translation sur les polynémes ainsi

7 Ry[X] — R,[X] .
P(X) —» P(X+1)

ILA.1. Ecrivons P = Z(C)l apX¥ ottd > 0 est le degré de P. Alors 7(P) = Z(C)l ap(X+1)k = Zg ak Z’S (I;)Xj =

Zg(Z? ar (’;))XJ = aq X%+ > o<jck<d—1 Tk (I;)Xj par la formule du bindéme de Newton. Ainsi,
7(P) est de degré d et de coefficient dominant ag.

‘Pour tout P € R,,[X] non nul, deg 7(P) = deg P et cd(7(P)) = cd(P). ‘

I.LA.2. Montrons par récurrence sur k € N que 7%(P) = P(X 4+ k). Pour k = 0 il n’y a rien a démontrer
car 70 = idg par convention. Soit k& € N tel que 7F(P) = P(X + k). Alors 7¢T1(P) = 7(7*¥(P)) =
7(P(X + k)) par hypothése de récurrence. D’ott 7#1(P) = P(X 4+ 1 + k) ce qui conclut la
récurrence.

Pour tout P € R,[X] et k € N, 7%(P) = P(X + k).

ILA.3. Soit j € [L,n+1]. Onar(P;) =7(X7 ) = (X + 1)/ =33 (X =31 ()P

Les coefficients de M sont donnés par Mij = (j[:i) avec la convention (3:;) =0si?>].

Cette définition est cohérente avec la définition des coefficients binomiaux : si ¢ > j il y a 0 fagon
de tirer 4 éléments parmi j.

ILA.4. La matrice M est triangulaire supérieure avec des 1 sur la diagonale. Elle admet donc une seule
valeur propre : 1. Si M était diagonalisable, sa matrice dans une base de diagonalisation serait
la matrice identité I, 1. Mais alors M serait la matrice identité, ce qui n’est manifestement pas
le cas.

‘Sp(]\[) = {1} et M n’est pas diagonalisable.

On retiendra de cette question que les seules matrices diagonalisables ayant une seule valeur
propre sont les matrices scalaires.

ILA.5. En dimension finie, un endomorphisme f est bijectif si et seulement si il est injectif. Or Ker f =
{0} revient a dire que 0 n’est pas une valeur propre de f. Puisque 0 ¢ Sp(7) on en déduit que
7 est injectif donc bijectif. On considére p : R,[X] — R,[X] . 1l est clair que 7o p =
P(X) —» P(X-1)
porT =idg,[x]- Ainsi =
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LA.6.

LLA.7.

1.LA.8.

LA.9.

I.B

‘ L’endomorphisme 7 est bijectif d’inverse P — P(X — 1) ‘

De plus, pour j € N, 7/(P(X — j)) = P d'ot P(X — j) = 779(P).

La formule 77 (P) = P(X + j) reste vraie pour j € Z.

Puisque 7 est inversible, M := mat(p,)T est une matrice inversible d’inverse mat( pk)(T_l). Pour
Je{ln+1}onar (P = (X — 1)L =07 () (~1) X = ] () (- 1R

La matrice M est inversible et Z\Ji;l = (—1)-7’i(z:i) pour tout 7,5 € [1,n + 1].

On reconnait les coefficients de la matrice M dans la formule définissant la suite v. On pose
Vg i

V= | |etU=]:] Soitie{l...on+1} Alors ;i = v = >0 (5w =
Un Un

1 (T = X0 MU = ("MU); 1.

‘ La matrice Q = M convient. ‘

Puisque M est inversible, TM 1’est aussi et de plus, (*M)~! = {M~!). En multipliant 1'égalité
V = QU par Q' = {M~') on obtient {M ')V = U ce qui permet d’écrire les termes de la suite
u en fonction de ceux de v. Soit i € [0, n]]j Onaw = U =" M]Ti{kl‘/j?l =Y g(=1)7 (;)vZ
ce qui est bien la relation souhaitée car (;) = 0si j > i. Ceci est vrai pour tout i € [0,n] et tout
ke N.

k
Pour tout k € N, uy, = Z(*l)kﬂ ( ->”j~

0 J

Soit k € N. On a vj, = Z’g (];))\j = (14+\)7. Par ailleurs, Zg(—l)k_j(l-i-)\)j = (=1+1+N)k = Ak
par la formule du binéme de Newton. On retrouve bien la suite initiale.

Si u = (A¥) alors v = ((1 + \)¥).

L’opérateur de différence

L’opérateur de différence est 'endomorphisme ¢ de R, [X] tel que 6 =7 —Idg (x] :

1.B.1.

1.B.2.

J: Ry[X] — R,[X] .
P(X) —» P(X+1)-P(X)
Soit P = Zgaka € R,[X] de degré d € [1,n]. Alors §(P) = Zgak ZIS (];)Xj - Zganj =
Eg (E? ak (’;) — aj) X7. Le terme d’ordre d vaut ag (3) —ag = 0 et le terme d’ordre d — 1 vaut

adg—1 (gj) + aq ( dfl) — ag—1 = dag qui est non nul. Le monéme dominant de §(P) est dag X9

‘Pour tout P € R,,[X] non constant, deg(§(P)) = deg P — 1 et cd(0(P)) = deg P.cd(P). ‘

Les polynomes constants sont clairement dans le noyaux de §. Réciproquement, soit P € Ker§.
Considérons le polynéme @@ = P— P(0). Alors @ € Ker§ i.e est 1-périodique, et comme Q(0) = 0



1.B.3.

1.B.4.

1.B.5.

1.B.6.

onal=@Q(01)=Q(2) =.... Ainsi ) s’annule sur N, a une infinité de racine et donc est le
polynéme nul. Donc P = P(0) est bien constant. Nous venons de montrer Ker § = Ry[X].

Par ailleurs, nous avons montré a la question précédente que si P est de degré d < n alors §(P)
est de degré au plus d— 1. Ainsi §(P) est de degré au plus n—1 i.e 6(R,,[X]) C R,,—1[X]. Puisque
R,,[X] est de dimension finie, nous pouvons calculer la dimension de Im § grace au théoréme du
rang : dimR,[X] = dim Ker Ro[X] + rgd donc rgéd = n et dimImé = dimR,,_;[X]. L'inclusion
Imd C R,,—1[X] est donc une égalité puisqu’il y a égalité des dimensions.

‘Keré = Ro[X] et Imé = R,,_1[X]. ‘

Supposons que Im(6’) = R,_;[X] et Ker(6’) = R;_1[X]. Alors, un polynéme P € R,[X] est
dans le noyau de 6711 si et seulement si 6(P) est dans le noyau de &7 si et seulement si 6(P) est

de degré au plus j — 1. Donc P € Ker(6/*!) si et seulement si P est de degrés au plus j d’oil
Ker(67T1) = R;[X].

Pour P € R,,[X], 67(P) est de degré au plus n — j donc 8/+1(P) est de degré au plus n — j — 1.
D’ott Im(67*1) C R,,—;—1[X]. De plus, le théoréme du rang appliqué a 8’1 montre que rg(6/*!) =
(n+1)—(j+1) =dimR,_;_1[X]. L’inclusion est donc une égalité : Im(&/*!) = R,,_;[X].

On en déduit le résultat par récurrence sur j € [0, n].

Pour tout j € [0,n], Im(67) = R,—;[X] et Ker(67) = Rj_1[X].

On se place dans 'anneau £(R,,[X], +,0). Les éléments 7 et —id commutent donc nous pouvons
appliquer la formule du binéme de Newton (la chance) ce qui donne : 6* = (7 —id)* Zo ( )rio

(—id)*J. D’ou, 6%(P) = Zo( ) (—1)kIiri(P) .

: k ~ (k k—j_j
Pour tout k € Net P € R,[X], 77(P) = Z < >(1) Tl (P).

C’est une question classique qui présente un gros piége. Il ne faut surtout pas faire une récurrence.
Cela reviendrait a redémontrer le binéme de Newton.

Prenons k = n dans l'équation de la question m D 0M(P) = Y, (?)( )” iri(P). En se
souvenant que Ker(6") = R,,_1[X] et 77(P) = P(X +j)ona 0= ¢ ( )(=1)" P(X + j) pour
tout P € R,,_1[X]. On obtient I’équation souhaitée en évaluant en 0.

Pour tout P € R,,_1[X], Z <n> (=)™ P(5).

o \J

(@) Onauod=u?=dou.

‘ Les endomorphismes u et 6 commutent. ‘

On remarque que § = P(u) avec P = X? donc § est un polynéme en u. Or un endomorphisme
et un polynéme en cet endomorphisme commutent toujours.

(b) Si deux endomorphisme commutent alors chacun stabilise les espaces propres de 'autre. Or,
R1[X] = Ep(62) ott E = R,[X]. Traitons néanmoins la question. Soit P € R;[X] montrons
u(P) € Ry[X]. On a 6%(u(P)) = u(6?(P)) = u(0) = 0 donc u(P) € Ker §? = R [X].

‘ L’espace R;[X] est stable par u. ‘




(c) Par 'absurde montrons qu’une telle matrice ne peut exister. Puisque C est algébriquement

clos, A est trigonalisable sur C : A = (3

de C. Alors Tr(A%) = A2 + u? = 0. Par ailleurs, A est réelle donc A et p sont conjuguées. Il
existe a,b € R tels que A = a+1ib et u = a—ib. Mais alors, \? + u? = (a®+2iab+b%) + (a® —
2iab + b?) = 2(a® + b?). Une somme de carrés de réels est nulle si et seulement si tous les
termes de la somme sont nuls. Donc a = b = 0 soit A = u = 0. Donc A est semblable & une

:) ou A, u € C sont les valeurs propres complexes

2
matrice de la forme (0 c> et A est semblable a (8 g) = 0 et donc A2 = 0. ABSURDE.

0 0

Il n’existe pas de matrice A € M,,(R) telle que A% = <8 (1)>

(d) Supposons par l'absurde qu’il tel u existe. Puisque Ry [X] est stable par u les restrictions de
u et & = u? 4 Ry[X] sont deux endomorphismes de R;[X]. La famille B = (P}, P;) est une

base de R;[X]. La matrice de la restriction de ¢ dans la base B est précisément <(O) (1)> Si

on note A la matrice de la restriction de u dans la base B on a alors A2 = (8 (1)) Nous

savons déja que c’est absurde.

‘ L’endomorphisme § n’est pas un carré. ‘

I.B.7. (a) D’aprés la question 67(P) est de degré d — j. La famille (P,§(P),...,6%(P) est donc
une famille de polynémes NON NULS échelonnée en degrés, donc libre.

La famille (P,§(P),...,%(P) est libre.

De plus, c’est une famille de d + 1 vecteurs de Ry[X] qui est de dimension d 4 1; c’est donc
une base de cet espace.

Vect(P, ...,04(P)) = Ry[X].

Il ne faut surtout pas oublier I'hypothése de non nullité des polynémes d’une famille éche-
lonnée en degré. La famille (0,1, X) est échelonnée en degrés mais pas libre pour autant.

(b) Posons N := {deg P: P € V non nul}. C’est une partie de N. Puisque V' # {0} elle est non
vide. Puisque V' C R, [X] elle est bornée (par n). Elle admet donc un plus grand élément,
disons d > 0. Soit P € V tel que deg P = d. Alors V contient P, ..., %P ainsi que l'espace
vectoriel engendré par ces éléments : Ry[X]| C V. Si V # Ry[X], il existerait @ € V tel que
d < deg @ ce qui contredirait la maximalité de d. Donc V' = Ry[X].

Réciproquement, il est clair que les espaces Ry[X] sont stables par d.

‘Un ss-ev V' de R, [X] est stable par ¢ ssi V = R4[X] pour un certain d € [0, n]. ‘

II Applications en combinatoire

Pour tout couple (p, k) d’entiers naturels non nuls, on note S(p, k) le nombre de surjections de [1,p]
dans [[1, k]. De fagon cohérente, pour tout p € N* on pose S(p,0) = 0.

II.LA  Quelques cas particuliers

ILA.1. Sip < n, il n’existe aucune surjections de [1,p] dans [1,n].



I1.A.2.

11.A.3.

‘Si p < n alors S(p,n) = 0. ‘

Une fonction de [1,n] dans [1, n] est surjective si et seulement si elle est injective. Pour construire
une injection f de [1,n] dans [1,n] on a n possibilités pour f(1), n — 1 possibilités pour f(2),...,
1 possibilité pour f(n). On a ainsi n.(n — 1)...3.2.1 injections possibles.

‘Pour tout n € N*, S(n,n) = nl. ‘

Le nombre de surjections de [1,n + 1] dans [1,n] est donnée par la formule

S(n+1,n) —n.(n—;_l)S(n—l,n—l).

Expliquons-la. Un (et un seul) des éléments de [1, n] est atteint par deux éléments de [1,n+1]. 11
y a n possibilités pour cet élément. Il y a (”;1) choix possibles pour ses deux antécédents. Une fois
ces deux éléments choisis et envoyés sur leur image, il reste encore a envoyer les (n+1)—2 =n—1

éléments restants de maniére surjective sur les n—1 éléments restants de I'image. D’ott la formule.

Pour tout n € N*, S(n+1,n) = w

II.B Recherche d’une expression générale

I1.B.1.

11.B.2.

11.B.3.

11.B.4.

Des points cadeaux offerts par le sujet. On prend.

Il y a nP applications de [[1,p] dans [1,n]. ‘

Dénombrons le nombre de fonctions de [1,p] dans [1,n] de deux maniéres différentes. On sait
déja qu’il y en a nP. une disjonction de cas sur la taille de I'image nous indique qu’il y en a

n
Z (n) S(n, k).
- k
Expliquons cette formule. Nous commencons par noter k le cardinal de I'image. Alors k est un
entier naturel compris entre 1 et n (I'image ne peut étre vide). Ensuite, il y a (Z) fagons possibles
de choisir les éléments de I'image parmi {1,...,n}. Enfin, une fois I'image déterminée, il y a
S(p, k) fagons possibles d’envoyer p éléments sur k éléments de maniére surjective d’oi le terme
S(p,n). Il manque le terme k = 0 dans la somme. Or S(p,0) = 0 donc on peut I’y ajouter sans
modifier notre dénombrement.

Pour p > n, on an? = Z <Z>S(p, k).
0

Une égalité entre entiers naturels peut (souvent) s’interpréter de maniére combinatoire. On isole
le terme le plus simple (ici n”), on cherche un ensemble fini simple & dénombrer de cardinal
cet entier (ici F([1,p],[1,n])) et on dénombre cet ensemble d’une autre maniére en faisant une
disjonction de cas.

Utilisons la formule d’inversion binomiale établie a la question|[[LA.8] Attention, ici p est constant,
I'indice des suites est k.

Pour p > n, S(p,n) = Z(—l)"ik <Z> kP.

0

Pour p < n, on a vu que S(p,n) = 0. Par ailleurs la question appliquée au polynoéme
P = X? € R,,_1[X] montre que le terme de droite est aussi nul. Tout est cohérent.

‘ L’équation établie a la question précédente reste vraie si p < n. ‘




I1.C
I.C.1.

II1

On reconnait S(n,n) a gauche et S(n + 1,n) a droite.

i e i

k=0

Etude des polynomes de Hilbert

On considére la famille de polynémes

Hy=1

1 .
=4 H pour k € [1,n]

ITI.A  Généralités

ILA.1.

ILA.2.

ILA.3.

I1.A.4.

IILA.5.

Pour tout k£ =0, ...,n, Hy est de degré k. La famille (Hy, ..., Hy) est une famille de polynémes
non nuls échelonnée en degré donc libre. De plus elle est de cardinal n + 1 = dim R, [X]. C’est
donc une base.

‘ La famille (Hy, ..., Hy) est une base de R,,[X]. ‘

Le polynéme Hy est constant donc 6(Hp) = 0. Soit k € {1,...,n}. Alors klo(Hy) = ( lg_l(X +
1- J) o (X =) =TI (X =) Ty (X =) =TT (X =) x [(X +1) = (X = (k—1))]
kH ( ) k(k—l)!Hk_l. D’ou 5(Hk) :Hk—1~

‘Pour tout k € [0,n], 0(Hy) = Hi_1 avec la convention H_; = 0. ‘

OnarT=40+id. On a 7(Hy) = §(Hp) + id(Hy) = Hy. Pour k € [1,n], 7(Hg) = Hg + Hp_1.
La matrice de 7 dans la base (Hy, ... H,) est M’'. Les matrices M et M’ représentent un méme
endomorphisme dans deux bases différentes; elles sont donc semblables.

‘Les matrices M et M’ sont semblables. ‘

On pose H; = 0 pour tout j € Z\N de sorte que la relation §(H;) = H;j_; reste vraie si j < 0.
On a donc 6F(H;) = Hy_j. Sil—k < 0 alors Hi_j, = 0 et H;_;(0) = 0. Sil—k > 0 alors X divise
Hy et H_;(0)=0.Sil—k=0alors H_, =1et H_;(0) = 1.

Pour tous I, k € [0,n], §¥(H;)(0) = &, .

La famille (Hy, ..., H,) est une base de R,,[X] donc il existe des coefficients ayg, ..., a, € R tels
que P = agHo+ -+ + ap,H,. Composons par §* et évaluons en 0 : 6*(P)(0) = > a;6%(H;)(0) =
Y0 @l = ag.

Pour tout P € Ry [X], P =Y (6°(P))(0)H;.




III.B Etude d’un exemple
111.B.1. Notons T := X3+2X2+5X +7. Pour déterminer les coefficients ao, . . . , ag calculons §°(P), ..., 5*(P).

On a
OT) = X34+2X?+5X+7
SUT) = 3X24+7X+8
52(T) = 6X+10
§$3(T) = 6.
Evaluons en 0 :
ag = 7
ay = 8
ay = 10
az = 6.

X3 +2X2 4+ 5X + 7= THy + 8H, + 10H, + 6H;.

11.B.2. | Le polynome P = 7Hy + 8H3z + 10H, + 6Hs € R5[X] vérifie §2(P) = T.

I11.B.3. Commengons par déterminer une solution particuliére. Posons pr, = P(k) ou P est le polyndome
de la question précédente. Alors, ppyo — 2ppr1+pr = P(k+2) —2P(k+1) + P(k) = 6%(P)(k) =
T(k) = k3+2k?+5k+7. La suite p = (pi)k>0 est donc bien une solution particuliére du probléme.

Soit u une autre solution du probléme. Alors la suite v := u — p vérifie vpyo — 2vk11 + v = 0.
C’est donc une suite linéaire récurrente d’ordre 2. Le polyndéme caractéristique associé a cette
suite est X2 —2X +2 = (X — 1)2 qui a une racine double r{ = ro = 1. Il existe donc des réels
a,b € R tels que v, = (a + bk).1¥. D’ott up, = a + bk + pj. Réciproquement une telle suite est
bien solution du probléme de la question.

Enfin, remarquons que H;(k) = w = (Z) toujours avec la méme convention si h > k.

La suite u vérifie ugyo — 2ug1 — ug ssi up = a + bk + 7(]5) + 10({;) = 3(5”1) + 13(§) oua,b e R.

III.C Polynoémes a valeurs entiéres

I.C.1. Pour k € [0,n — 1], Hp(k) = kk=D)oolk=ntl) — o Pour k > n, H,(k) = (:fb) Pour k < —1 alors

n!

H, (k)= (_1)71(*]“)("*1*7{)--(*’6) _ (_1)n(n717k).

n! n

@) sik >0,
("M sk < -1

Pour k € Zet n € N, Hy(k) = {

I11.C.2. Un coefficient binomial étant toujours entier :
H,(Z) C Z.
I11.C.3. Soit k € Z. Alors §(P)(k) = P(k+ 1) — P(k) € Z.

3(P)(Z) C Z.



11.C.4. Soit P € R,[X] tel que P = Y 7 axH ou ay,...,an € Z. Alors P(l) = > arHy(l) € Z. Donc
P(Z) C Z.

Réciproquement si P(Z) C Z, par récurrence immédiate, 6% (P)(Z) C Z, en particulier 6*(P)(0) €
Z, pour tout k € N. Or P = "7 (6%(P)(0))Hy, donc P a ses coefficients dans la base (Hy, . . ., Hy,)

entiers.
‘ Un polynéme P € R, [X] vérifie P(Z) C Z ssi ses coefficients dans la base (Hy, ..., H,) sont entiers. ‘
I11.C.5. Soit P € R[X] de degré d € N tel que P est a valeur entiéres sur les entiers. Il existe ag, ...,ax € Z

tels que P = agHo+- - -+aqHy. Alors d!P = Z(C)l apd Hy. Pour 1 < k < d,d'H, =d(d—1)...(k+
DX(X—-1)...(X—k+1) € Z[X]. Et d!Hy = d! € Z[X]. Donc P est a coefficients entiers comme
somme de polynoémes & coefficients entiers.

[Pour P € R[X], si P(Z) C Z alors d!P € Z[X].|

La réciproque est fausse comme le montre le polynéme P = X? + % Onad=2et?2P =
2X?%+1 € Z[X] mais P(0) = § ¢ Z.

‘ La réciproque est fausse. ‘

IV  Généralisation de 'opérateur de différence et application

Pour une application f : R} — R de classe C°°, on définit I'application

5(f):R*+ — R .
x = flx+1)— f(z)

IV.A

IV.A.1. La fonction x — f(x+ 1) est de classe C*> sur R’ donc d f est de classe sur R} comme différence
de fonctions de classe C* sur R . En particulier, § f est dérivable et (0f) (z) = f'(x+1)— f'(z) =
5(f")(x) pour tout = > 0.

6] €C® et (5f) = 8(f").]

Posons E = C>(R%.) et définissons D : E — E par D(f) := f'. Alors D, 6 € L(E) et Do = §oD.
IV.A.2. Posons

x = flz+1).

Alors 7 € L(E) et 6 =7 —idg.

Dans lanneau (L(FE),+,0) les éléments 7 et idg commutent. Nous pouvons donc appliquer la
formule du binéme de Newton : 6" = >~ (?) Tio(—idg)" ™7 d'ot 6" (f)(x) = Y ¢ (?)(71)"_jf($+
7)-

Pour x > 0etn e N, §"(f)(z) = Z (n) (=)™ f(x + j).

o \J

IV.A.3. Soit > 0. La fonction f est de classe C! sur [z,x + 1] donc d’aprés I'égalité des accroissements
finis, il existe z1 € (z,z + 1) tel que f(z + 1) — f(z) = f'(z1)(x + 1 — z) soit (6f)(x) = f'(2).
Posons y; := 21 —z € (0,1).



IV.A.4.

‘ Pour tout x > 0, il existe y; € (0,1) tel que (6f)(x) = f'(z + y1). ‘

On devrait noter y; = y1(z) pour souligner que y; dépend de x voire méme y; = y1(x, f).

Montrons par récurrence sur n € N* que pour tout f € E et tout z > 0 il existe y,, € (0,n) tel que
6" f(z) = f™(z + y,). L'initialisation & n = 1 a été traitée a la question précédente. Supposons
la propriété vraie au rang n — 1 € N*. Soit z > 0. Appliquons I’hypothése de récurrence a la
fonction §f au point z : 6" (6 f)(x) = (6f)" D (z + y,_1) pour un certain y,_; € (0,n — 1).
Or D et § commutent d’aprés la question donc (6f) ™ V(x4 yp_1) = 5(f V) (z +
Yn-1) = (f" V)Y (z 4+ yu_1 + €1) pour un certain e; € (0,1) d’aprés linitialisation. Posons
Yn = Yn_1 + €1 € (0,n). Dot §"f(z) = f™(x + y,) ce qui conclut la récurrence. D’aprés

I'expression de (6" f)(x) trouvée a la question [[V.A.2.|:

n
Pour tout x > 0 et n € N*| il existe y,, € (0,n) tel que Z(—l)"’_j (n) fl@+35) =" @+ yn).
J
0

IV.B

On considére dans toute la suite de cette partie un réel . On suppose que pour tout nombre p premier,
p® est un entier naturel. On se propose de montrer que « est alors un entier naturel.

IV.B.1.

IV.B.2.

IV.B.3.

Soit k € N*. D’aprés le théoréme de décomposition en facteur premier, il existe s > 0 un entier
et p1,...,ps des nombres premiers (non nécessairement distincts) tels que k = p;...ps. Alors
k® = p{...p§ est un entier naturel comme produit d’entiers naturels. De plus, k% = e® Ink Har

définition donc k% est non nul.

‘Pour tout entier k£ > 0, k* € N*.

Sia<0alors aln2 < 0 doi 0 < e*"2 =29 < 1 ce qui contredit 2* € N.

a > 0.
Pour tout v > 0, la fonction f, : z — 2% = e*™* est de bien définie et de classe C* sur R%.

Si a € N alors f, est un monéme de degré « et fo(éaﬂ) est la fonction identiquement nulle. En

particulier elle s’annule en 1.

Réciproquement, s’il existe k € N* et x > 0 tels que fék) (r) = 0alors a(a—1)... (a—k+1)z*F =
0. Comme z > 0, 2® # 0 et donc ... (a —k+1) =0 et il existe j € [0,k — 1] tel que « — 5 =0
t.ea=jetaeN.

Il existe kK € N et « > 0 tel que fé’“) (x) = 0 si et seulement si « € N.

IvV.C

On applique la relation trouvée a la question [IV.A.4.a la fonction f, et a lentier n = |« + 1. On
choisit désormais x € N*.

IV.C.1.

D’aprés la question [IV.B.1.| fo(x + j) = (x 4 j)* est un entier car x + j € N*. Les coefficients
binomiaux étant eux aussi des entiers, on en déduit

n

L’expression Z(—l)"fj (n> fa(z + j) est entiére.
J
0




IV.C.2.

IV.C.3.

Ici, 'entier n est fixé et c’est l'entier = qui varie. On ne peut pas faire tendre = vers +oo
immédiatement dans I’expression fén) (z+yn) car y, dépend de ! Commen > aet 1 < x < z+y,
ona (a—n)lnz > (a—n)In(z+ y,) pour tout x € N*. Posons Cyp, := (@ —1)...(a —n+1)
de sorte que fo(én) (x) = Coupx®™. D'on, |f(§n) (2)] < |Canle@™ @ — 0F quand = tend vers +oo
car o« —n < 0.

Pour n := |z] + 1, fé”” (x 4+ yn) = 0 quand z — +o0.

D’aprés les deux questions précédentes, la suite (u, = fc(yn) ( + yn))zen+ est une suite d’entiers
relatifs qui converge vers 0; c’est donc une suite stationnaire de constante de stationnarité égale
a 0. En particulier, il existe x € N* assez grand et y, > 0 tel que fo([n) (z + yn) = 0. D’apres la
question [[V.B:3] le réel « est un entier.

a € N.

* % % FIN * %
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