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SPOIR

Correction du DS n°1

Probléme : produits infinis

partie I
Soit n € N*
1. Par récurrence sur n. Le cas n = 1 est clair.
Soit n € N*. Supposons 'inégalité vérifiée au rang n pour tous réels x1,--- , zy.
Soit 1, - ,Tpy1, n+1 réels.
n+1 n n
‘ (H(l + wk)) -1 = ‘ <H(1 +$k)> — 1t g [J(1+ %)
k=1 k=1 k=1
n
< <H(1 + a:k)> — 1|+ |zpta H(l + )| inégalité triangulaire
k=1 k=1
n n
< (H(l + |xk|)> — 14 |zp41] H(l + |xk|) hypothése de récurrence
k=1 k=1
n
< (1 + |zngal) (H(l + !wk)> -1
k=1
n+1
< (H(1+ |l‘k|)> -
k=1

2. Pour tout x € R, 1 + x < €® par une simple étude de la fonction x — e* — x — 1 ou par convexité de exp
(courbe située au dessus de la tangente en 0) ou par croissance de I'intégrale :

X X
opouerO,ex—lz/etdtZ/lzx
0 0
0 0
opouracg(),exl:/ etdt>/ 1dt = z.
X X

Par conséquent, comme 1 + x > 0 pour zx € [—1,400[, on peut multiplier les inégalités (1 + z1) < e™* de

k=1lan:
n n n
H(l + x) < H "t = exp (Zxk)
k=1 k=1 k=1
+o0 k
3. (a) Soit t € C, en utilisant 1'égalité : ¢! = Z o ainsi que l'inégalité triangulaire puis k! > (k — 2)! :
k=0 "
ISP |t|k \t\’f LR
G+ —el=|-S <> rtrZ = ltPel
k=2 k=2
(b) On a par 'inégalité triangulaire :
n—1
" = 0" = |(a—b) ) a1 F b|Z|ak| |b|” 1=k <nM™a — bl
k=0

<Mk Mn—1— k



(c) Soit n € N*, on pos.eM:max{‘l—i—E ,
n

(042 -] (1)

|z| Lz
—<en

et |e
JEd]

Deplus,ona‘l—ki‘ <1+
n

Zz < . P
en } D’aprés les questions précédentes :

2]

2
‘ e "

z n z
(eﬁ) )énM”_l‘l—i—E—eﬁ
n

1%
< nM™ ‘7
n

=]

en (obtenu par inégalité triangulaire et développement

E2
<

en série de l'exponentielle) donc M < e™n et par conséquent,
2 | (n=1)z| |z 2
(3 o] i g < EE R
n n n n
* || |2] . |2 |2] PE )
(d) On a:Vn e N*0< |u, —€e*] < —el? et limy, 4o ——e!*! =0 donc par le théoréme d’encadre-
n
ment, lim |u, —€*|=0 c'estadire lim wu,=¢€"
n—+o0o n—-+o00
N N
N 1 N ((n—1)(n+1) L= 1y 1 N+1
_ n— n _ n=2 n=2 _
4.PourN>2,H<1—nQ>—H< 2 )— ~ ~ =N 32
n=2 n=2 H n H n
n=2 n=2
N +o00
1 N + 1 1 1 1
D i 1— — = —  d’on 1— — — _
v 1L ( n2> Noteo 2N 2 °% }1 < n2> 2
Et pour N > 2, en séparant le produit pour n = 2k (alors n + (=1)"*! = 2k — 1) et n = 2k — 1 (alors

n+ (=) = 2k) .

2N

2

N

2N
(—1)ntt 1 1
1 = —1)"*t) -1 @k ==
() = gy Ll e DICIEE
n=2 n=2 k:l k=2
De plus
2N+1 2N
( 1)n+1 (_1)n+1 1 1
1 = 1+ -— 1-— - =
< R— ) ON+1) 2
n=2 n=2
00 1
( 1)n+ 1
D =—
onc H (1 + -
n=2
5. Question vue en classe, on obtient (n + 2)W,,19 = (n + 1)W,, par une IPP.
L’expression de W, 1 s’obtient alors par récurrence (pour l'initialisation, W7 = 1)
n\”" 2n\ "
6. On utilise la formule que nous livre Stirling : n! ~ 27n (—) et (2n)! ~ 27(2n) ()
n—-4o00 e n—-+oo e
D’ou
220 (n!)? 22" 27n(n/e)?" 1

Wont1 =

Puis, pour n > 1,

n

4k

(2n + 1) (2n)! n—too (2n) 2¢/n(2n/€)27 n—stoo 2

~

s
n

[Tk 2k

STEN ] =4"(n!)? A = (2n + 1)} ~ I

kUl< TR ) kl:[l (2k —1)(2k + 1) (n) @n)l(2n + 1)! @n+ Wiy |~ 5
+oo 1 -

DOHCH<1+4n2_1>:2



partie 11

1. (a) Par définition, si le produit infini H u, converge, alors (pn),cy admet une limite £ non nulle.
Pn+1

Or u, = . Par passage a la limite, on en déduit que la suite (uy), .y converge vers 1.

n

n
1
b) H(l + %) =n+1— +oo. La réciproque de a) est donc fausse.

n
, . L1 n+1
2. Par une récurrence immeédiate, on trouve (1 — 22 H — 22
k=1
+00
ok 1
Comme |z| < 1, on trouve : H(l +2z7) = el
-z
k=1

0 0 0 0 0
3. (a) On applique de maniére itérée la formule sin(f) = 2 sin(i) COS(§), puis sin(i) = 2Sin(1) COS(Z), ete ...
On obtient : sin( H cos( 2k sm(é?)

(b) Si @ =0, alors le prodult est constant et vaut 1.

6 0 0
Si 6 #£ 0, grace a 'équivalent sin(z—n) ~ — et comme le terme sin on est non nul pour n assez grand, il

27’L
—+o0 .
0 0
vient : 161:[1(3052]C = LH; #0 .

partie III

1. (a) Par continuité des fonctions exponentielle et logarithme, la suite (py),>1 converge vers une limite non
n

nulle si et seulement si la suite In p,, converge. Comme Inp,, = Z In ug, la convergence de la suite In p,
k=1

est par définition la convergence de la série Z In u,. Dans le cas de convergence, on a donc P = ¢ .
Inn 1 L. In N .
(b) On a In Yn = — > — pour n > 3. Donc la série Z — diverge par théoréme de comparaison, et
n n n

d’aprés (a), le produit infini H {/n est donc divergent.

2. (a) On alnu, = In(1l +¢&,) ~ &,. Comme &, est de signe constant, on peut invoquer le théoréme sur les
équivalents : les séries Z Inu, et Z €n, sont de méme nature.

(b) Si a <0 alors u,, ne tend pas vers 1 et le produit diverge. Si & > 0 alors on a bien u,, qui s’écrit 1+ &,
na

1
avec £, — 0 et qui est de signe constant, donc la question a) s’applique : Le produit infini H <1 + >

1
si et seulement si la série de Riemann Z — converge, i.e. si et seulement si a > 1.

n

1
(c) D’apres a), H (1 — 4n) converge.
n n
(2k — 1)(2k + 1) 2n+1)((2n))2  2n (2n)4mn  etn ,

onakUl(l 4k2> H( >: L (Stir-

4k2 42n (nl)4 24n e4n n4n(2ﬂ-n)2

2
ling) ~ —.
m

Par conséquent, [[ (1- — ) = =

ar consequen — | = —

AHEHE 4n? T

1
3. Onaln(l+¢e,) —e, ~ —55%. Comme la série Z €n, converge, la série Z In u,, est de méme nature que la

série g —552 (on peut appliquer ici a nouveau le théoréme sur les équivalents car cette derniére série est a

termes strictement négatifs).



partie IV

n +o0
1. Par inégalité triangulaire, on a |p,| < H (I+ex]) < H(l +|ex|) = M, car ce produit infini converge d’aprés

k=1
II. 2.a).

2. Pour n > 2, on a |p, — pn—1| = |pn—1(un — 1)| = |pn—1llen| < Me,. Par conséquent, la série Z\pn DPr—1]
converge. La série Z(p” — pn—1) converge donc aussi.

3. Par conséquent, la suite (p,)n>1 converge.

2P RN 22 [
4.|exp(z)—1—z\:zg TZ(n—i—Q Z .
n=2 n=

1
Par conséquent, e~%/" = 1 — Zy O(—)- On a donc : (1 + —)efz/” —1 = 0(1/n?), qui est le terme d'une
n n n

—z/n

o z
série absolument convergente. Le produit infini H(l + —)e est donc absolument convergent.
n

7

5 0 = by L lation de ré d 1 = 1-——
n pose z, = a, + tb,. La relation de récurrence donne alors z,41 Zn( CESCES)

). On a donc

1
Zn = 20 H nln+ 1)) Or la série Z m converge d’aprés le critére de Riemann, donc d’aprés les

questions qui précédent, le produit infini H(l — ) converge absolument, donc converge. Conclusion,

)
n(n+1)
la suite z, converge et par conséquent les suites a, et b, sont également convergentes.

partie V

Identité d’Euler (1737)

1. 1ére méthode

(a) 1. Ecrivons le produit de Cauchy de ay, et by, : a; = Z arbj_y, puis le produit de Cauchy de oy, et de

k=1
n
Cp : dp = E QjCp—j.
—1
On a donc :
n j
dp = E E arbj_gcn—j = agbocn + apbicy—1 + arbocn—1 + agbacy, 2 + arbicy—2 + asbocn—2 + ...
j=1 k=1

On voit que ga revient & sommer sur tous les triplets d’indice dont la somme est égale a n. Ce qui
donne donc d,, = Z a;bjcy.

(4,4,k)EN3
i+jt+k=n

Justifions la convergence; par Cauchy, si Zan et an sont ACV alors Zan est ACV et a

nouveau, par Cauchy, E dy, est ACV.
ii. Généralisons : Soient a1y, a2, ...,an,, N suites qui sont chacune le terme général d’une série ACV
alors le produit de Cauchy itéré de ces N suites donne d,, = E a1y X ... X ANy €b Clest

le terme général d’une série ACV.

+o0
. . . . 1 .
(b) i g —5 ©st une série géométrique de raison — < 1. Cette série est donc convergente et sa somme
k=0 " m

1

vaut Oém(S) = 17])_5
—MPm



()

N N +oo

ii. On calcule le produit partiel : H am(s H Z

=1 m=1 k=07
Il s’agit d’un produit fini de serleb absolument convergentes d’aprés le résultat établi plus haut sur

le produit de Cauchy itéré :
On a :
N

1 1 1
Tglam Z Z k1s x kos X st Z Z 7]41\!)3

n=0 ki+kot....+ky=n P1 %) n=0 ki+kot...+ky=n (p1'.--PN

iii. Les entiers (p11p22...pNN ) sont tous distincts par unicité de la décomposition en facteurs premiers

et par conséquent, pour tout N :
“+o00

1 o 1
Z Z 77@\7)5 est majorée par ((s) = —.

( n?
n=0 ki+kot..+ky=n \P1 PN n=1

iv. On a donc Py = H am(s) < (), or Pny1 = Py xan41(s) donc (Py),, oy est une suite croissante,

m=1
majorée d’apreés la question précédente. Elle converge donc vers une limite non nulle. Par conséquent,

H am(s) converge et sa limite vérifie H am(s) < ((s).

v. Par ailleurs, si Ny est assez grand (en particulier si Ny = py), la somme partielle obtenue & partir
du produit partiel ci-dessus contient tous les entiers de l'intervalle [1,py] car les nombres de cet
intervalle ont tous leurs facteurs premiers parmi p1, ..., py.

PN No
On a donc : ZE < H am(s) < ((s).
n=1 m=1

vi. Il ne reste plus qu’a invoquer les gendarmes pour en déduire que le produit infini H am(s) converge
et vaut ((s).

1
Supposons que Z — converge.
Pm

+oo
1 1
Les séries géométriques E —— convergent et ont pour somme o, (1) = =
Dm -
k=0

1 1
Or, amm(1l) — 1 ~ — et d’aprés la partie III, la convergence de Z — entraine celle du produit infini
m Pm
H am(1)
PN N
Cependant, les calculs de I’avant-derniére question ont montré que Z — < H am (1), on aurait donc

n=1 m=1
PN

Z — < H am(1) ce qui est impossible car il est notoire que la série harmonique diverge.

n=1

2. 2éme méthode

(a)
(b)

o)

1
Si la série converge, la suite des restes partiels tend vers 0 donc il existe un entier IV tel que Z — <

1

i=N+1 P S
soit ¢ = pi"* py? ... p{" la décomposition en facteurs premiers de g.
On pose 1 = L%J,...,ﬁN = LQTNJ et v1 = a1 — 2B1,...,7yv = any — 208n. En fait, §; et v; sont les
quotients et les restes de la division euclidienne de «; par 2.
On peut donc écrire ¢ = k*>m avec k = pf v p?VN et m=p]'.. p?VN et comme les ~; valent soit 0, soit 1,
m n’a pas de divisieur carré autre que 1. D’ou 'existence de 1’écriture.
De méme, si ¢ s’écrit k?m avec m n’ayant pas de diviseur carré autre que 1, alors k et m appartiennent
a Ay, et sil'on écrit k = pi* ...p?VN et m = p'...p)Y alors on doit avoir a; = 20; +; avec v; < 1
donc nécessairement, (3; et 7; sont les quotients et les restes de la division euclidienne de «; par 2, d’out
I'unicité de I’écriture.

q=k>m. Or, ¢ <n donc k? <n =k < y/n, donc il y a au maximum /7 choix possibles pour k.
Par ailleurs, I’entier m s’écrit uniquement avec les N facteurs premiers p1, ..., py, et de plus, les mul-



tiplicités de ces facteurs premiers sont égales a 0 ou & 1, car m est sans diviseur carré. Il y a donc 2V
possibilités pour m.
On en déduit que le cardinal de A,, est majoré par /n 2V,
(d) Soit ¢ € [1,n]\ A, donc ¢ est divisible par p; avec i > N + 1.
Or, il y a au plus ng multiples de p; dans I'ensemble [1,n].

)

oo oo
Le cardinal de [1,n]\ A, est donc majoré par Z LEJ < Z < g
i=N+1 Pl i=N+1 P
n
Donc card A,, > 5

(e) D’on g </n2N, ¥Vn > 1, ce qui est d’'une absurdité abyssale.



