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Probléme 1 :

1. Soit ¢ > 0. Supposons 1 + te?? = 0. Alors :

te’ = —1 donc t= |te’| = 1.
On en déduit e = —1 ce qui est absurde car 6 € |7, 7.
z—1
Ainsi, la fonction t — T 2@ est bien définie, et continue (par opérations) sur R .
Etude en 0. On a I’équivalent simple suivant :
-1
1+ tet?

qui montre que f est intégrable en 0, par comparaison & un exemple de Riemann (z — 1 > —1).
Etude en +o00. On a :
e 1

ft) ~ 2 = %O(tZ_””)

donc f est intégrable en +oo, par comparaison & un exemple de Riemann (2 —z > 1).

En conclusion, f est bien définie et intégrable sur R .

2. Pour tout (¢,0) € R x |—m,7[, on pose :

tx—l
900 = e
txfl
Soit t > 0. La fonction 6 T 1c? est de classe C! sur |-, [ et de dérivée :
twieié
I ity

Pour tout € |—m, x|, la fonction t — g(t,6) est intégrable sur RY.

Hypothése de domination. Soit § € |0, 7[. Soit t € R% et 6 € [0, ].

Ona:
0 t* t* t*
a0 |1 +te?|2 142+ 2tcosh ~ 1+1t2+2tcosf
——
Pooa =p5 (1)

La fonction ¢g est bien définie et continue sur Ry et :

a(t) avec 2—x > 1,

t%:oo t2—=
ce qui montre que @g est intégrable sur R et fournit I’hypothese de domination sur tout segment.

Conclusion : r est de classe C! sur |—7, 7] et :

.
. . 40
V9 € ]—71', 7T[ 7",(9) = —1€ /O m dt



3. Tout d’abord, la fonction h est de classe C' sur R% et :

1 62'0
Vt>0 R(t)=axt* ! _ 47 —
(t) == 1+ tet? (1 + teif)2

Les fonctions 6 — e et 7 sont de classe C! sur |—=, 7[. Par produit, g est de classe C' sur |—7, 7| et :

VO € —m,w[  ¢'(0) = (izr(0) + ' (6))e™?.

Par linéarité de I'intégrale on en déduit :

+o0 xtm—l ewtx

—+o0
Vo € 1— ’e:'iw/ _ . dt:'”e/ W (1) dt.
€l-mnl g(0)=e 0 1+ te (1+ tew)Q v 0 (*)

Limite de » en 07. Comme z > 0, on a, par opérations :

Limite de h en +o0o. On a I’équivalent simple suivant :

h(t)

o—i0
avec 1—x > 0.

t%NJroo tl-z
On en déduit :
h(t) —— 0.

t—+o00

+oo
D’aprés ce qui précede, 'intégrale / h' est convergente et :
0

/+oo h' =limh — limh = 0.
0 +o00 0+
On en déduit :
Vo €l-mm[ 4(0)=0
donc g est une fonction constante sur l'intervalle |—m, 7|
4. Soit 6 € ]0,x[. Alors (0, —0) € ]—77,7r[2 donc, par la question précédente :

1 eiac@ _ e*'ixO

9(=0) = g(0) puis (g(=0)e™" = g(0)e™"*") = g(0)———— = 9(0) sin(20),
En repartant de la définition en g, on a aussi :
. ) +oo 1 1
-6 izl 9 —izf _ / t:cfl _ ) dt
g( )6 g( )6 0 (1+t6—19 1 —|—t620>

+o0 2it sin 0
= vt : __ dt
/0 (1 + te=0)(1 + tei?)

0 —+o00 t:l?
= 2¢8i de
oSt /0 14+t2+2tcosf

ce qui conclut.

5. Soit 6 € ]0,7[. Comme sin@ est strictement positif, on peut effectuer le changement de variable affine
strictement croissant [t = usin@ — cos ] dans la derniére intégrale de la question précédente. On obtient

alors :

: : +oo t*
g(0) sin(z0) = sm9/0 T2 dt

cos O + t2
too (usin @ — cos 0)*
cotand 1 + 2ucos @ sin @ — 2 cos? § + u? sin? 6 + cos?  — 2u sin 6 cos
oo (usin @ — cos 6)*
/cotana u?sin? 0 + sin? 6
oo (usinf — cosf)”

= du.
cotan 6 1+ u?

=sinf sin 8 du

sin? 6 du




6. Pour tout 6 € [7/2, 7|, on pose fy la fonction définie sur R par :

(usin @ — cos )*
fo(u) = L+u?
0 sinon.

si u > cotan6

On a:

cos —— —1 et sin —— 0" donc cotanf —— —oc.
O0—m— 0—m— 0—m—

Soit u € R. Pour # assez proche de 77, on a :
(usin@ — cos 0)* 1

fo(u) = 1o donc  fo(u) o 1w

par continuité de s — s* en 1.

Hypothése de domination. Soit § € /2, 7[ et u > cotan6.

Siu <0, alors :

: (usin @ — cos 0)* 1
0< f—cosf <1 d = <
usin @ — cos onc | fp(u)] T T
par croissance de s — s” sur R,.
Siu >0, alors :
1 x
0<wusinf —cosf <u+1 donc |[fg(u)|l < m
On dispose donc de la majoration suivante :
0 si u<0
VueR |fo(u)l < plu) avee ¢(u) =9 (44 1)
W si u>0.

La fonction ¢ est continue par morceaux sur R, intégrable en —oo car nulle au voisinage de —oo et :

o(u) ~ avec 2—x > 1

u—4oo 2T
donc ¢ est intégrable en +o0.
Par le théoréme de convergence dominée (et la question précédente), il vient :

du
14+ u?

9(0) sin(z0) Z/Rfe(u) du PR /R

7. Comme g est une fonction constante sur |-, 7[, on a aussi :

. . . . oo gt
g(0) sin(z0) = ¢(0) sin(z0) — 9(0) sin(am) = sm(:mr)/o 111 dt.

Par unicité de la limite, on en déduit :

oo gr—l d
sin(anr)/ dt = 7u2 — [arctanu] "> = 7.
0 1+t rR1+u R

Comme z € ]0,1[, on a z7 € ]0, [ donc sin(zm) # 0 puis :

+o0 tm—l T
/ dt = — .
o 1+t sin(mx)




Partie II : Une expression (utile) de la fonction sinus

8. Par la relation de Chasles, on a :

+o00 t:rfl 1 t:tfl +00 tzfl
dt = dt / .
/0 1+t o 1+t * 1 1+¢

Dans la seconde intégrale, on effectue le changement de variable [t = 1/u] :

t= = du.

Foo pr—l Loyl=2 du Loy
/1 1+t 0o 1+1/uw?®  Jo 14u

On conclut par linéarité de I'intégrale :
“+00 tx—l 1 t$—1 t—T
/ dt = / Co
0 1+t 0 1+t

tw—l

9. Pour tout ¢ € ]0,1[, on a :

+oo

— Z(_l)kt:vflJrk.

1L+t =

Hypothése de domination. Soit ¢ € ]0,1[ et n € N. La suite (#*~'7%).cn est décroissante et converge

vers 0. Par le théoreme des séries alternées, on dispose donc de la majoration :
n
’ Z(—l)ktz_1+k‘ < t:E_l.
k=0

La fonction ¢ ~— ¢! est intégrable sur ]0, 1] (exemple de Riemann avec z — 1 > —1).

Par le théoréeme de convergence dominée, on a donc :

n n

1 1.n 1
: _ 1\ksz—1+4+Ek — _1\krz—1+k — 7 _1\k z—1+k
f ol Srfet = i[OS = i S e

ce qui justifie I'interversion série-intégrale :

1 tm—l 400 1 400 -1 k
/ dt = (—1)’“/ R =" ()k
o 1+1¢ P 0 im0 T +
10. D’apres la question précédente, on a :
Y +o0 (_1)k

1
~1 —dt=) =
vy el /0 1+t =y+1+k

En remplagant y par —z, on en déduit :

1 tfx +o0o _lk
/ dt22¥.
o 1+1 kzo—:r+1+k

Par somme, en utilisant la question [§] on peut conclure :

+o00 tx—l +o00 —1)" 00 _1k;
/ dt:z( ) +Z¥.
0 1+1¢ n—+x n+1—=x

n=0 n=0

11. D’apres la question [7] et par décalage d’indice dans la seconde somme, on a :

T Foo gz—1
ey,
sin(7x) o 1+t
1SRy S

TIN5

x n=1 n=1

A | 1
:5_;(_1) (n—x_n—i-:c)

n—+x n—ax




12. Soit y € ]0,7[. On prend x = y/m dans ce qui précéde pour obtenir :

T 7
siny y y/7r)
On a ensuite :
+o0o ( 1)n
24 si -2
ysmynzzlyz n27r2 ysiny 22 y/7r
_osiny /. ow _z
oo <siny y)
:1_s1ny'
Y

Partie III : Calcul d’une intégrale de Dirichelet généralisée

2p+1
1-— (cos(t))
13. Considérons la fonction continue (par opérations) ¢ : |0, +0o[ — R qui & tout ¢ > 0 associe 2
Etude en 0. Puisque lim cos(t) = 1 et que (1 4+ u)?**t* —1 ~ (2p+1)u, on a :
t—0 u—0
2p+1 2p+1 5
((cos(t)) -1 oo (2p + 1)(cos( ) — 1) ot —Tt : (1)

2p+1
2

2p+1
t—0 2

1 2 1 1
Donc ¢(t) - Puisque / p2+ dt converge et que > 0, on en déduit que / o(t)dt
0 0

converge.

+oo dt
. Puisque / converge, on en déduit
1

Etude en +oo. On remarque que pour tout t > 1, 0 < p(t) < )

5
+oo
que / o(t) dt converge.
1

400 1 — ((cos(t)
Finalement, l'intégrale /

2 dt converge.
0

1 2p+1
Posons ¢ : t > 0 +— 7 et ot >0 1— ((cos(t)) . D’apreés I’équivalent obtenu dans la relation ,
ona: i1
1-— ((cos(t))
lim =0
t—0 t
Par ailleurs, comme la fonction cos est bornée,
2p+1
1-— ((cos(t))
lim =0.
t——+o00 t

Ainsi le crochet [1/111#2]0’%0 converge et est nul. Puisque les fonctions 1 et 1), sont par ailleurs de classe C' et

+oo
que l'intégrale / 1’ (t)12(t) dt converge d’apres la premiére partie de la question, I'intégration par parties
0

+oo +o0
assure d’une part que intégrale Y1 (t)o (t) dt converge et d’autrre part que / Py (t)o(t) dt =
0 0

—+00

-, 1 ()’ () dt. D’ont

2p+1
) 2p sin(t)
t

dt.

/+oo 1-— ((Cos(t)
0

t2

dt =(2p+1) /()+OO ((cos(t))



14. Soit n € N*. Remarquons que la fonction intégrée est continue sur le segment [§ + (n — 1)7, § +n7|. Faisons

15.

16.

les changements de variable affines [s =t — n7]

gtnm 2p sin 2 2p (—1)"sin(s
/’2“+(n1)7r ((cos(t)) t( ) dt = /er ((cos(s)) 7( s)—i— mr( ) ds
e / . ((cos(t))” sinft) 4y / : ((cos(w)” ED"sinw) 4,
T4 (n—1)m t N -z U — NI ’

Wi

En sommant puis en divisant par 2, on obtient :
PRl 2p sin(t) 1 2p 1 1
t dt = = t —1)"sin(¢ dt
[ (o)™ 5 5 /- (teost®) " 1sinte) (1 )

= /72' ((COS(t))Qp Mdt

2 _ 2752

M\:l

=

la derniere égalité venant de la parité de la fonction intégrée.

[ME]

[NE]

2p 2(—1)"tsin(t)

2 _ n2r2 dt,

((cos(t))

Soit N € N*. En sommant de n =1 & n = N la relation trouvée a la question précédente et en utilisant la

relation de Chasles, on obtient :

3 i p SiIl N % D . n Sin
/772 o ((COS(t)>2 t(t) dt = Z/O ((COS(t))Q w dt. (2)
2 n=1

2 _ n2n2
2

2p 2(—1)"tsin(t)
2 _ n2n2

- 1 s
- Comme la série Z — converge, on en déduit que la
n

Considérons, pour tout n € N*, la fonction f, : t € [0, 5] — ((cos(t))
1
x® 1)

série de fonctions E Jn converge normalement donc uniformément sur le segment [0, 5]. Comme par ailleurs

- Alors pour tout

n € N* et pour tout ¢t € [0,7], | fn(t)| <

pour tout n € N*, les fonctions f, sont continues, on en déduit que la série Z / ’ fn converge et que
0

7T+oo

Z/ fn—/ anDou

2p 2(—1)"tsin(t) 2p 2(—1)"tsin(t)
Nl—l)r-{-loo Z / COS t t2 n2 3 d = / Z COS ) W dt
La relation se réécrit donc ainsi :
T4+NT

i ; ((cos(t))” Smt(t) dt = /0 : ((cos(t))” (io W) .

n=1

. : - +oo 2 sin(t) L
Or, d’apres la question (13} I'intégrale / ((cos(t)) " dt converge. On en déduit finalement que
0

[ oot 25 0= 7 (ot (8 2G50 ) o

2 n=1

s . e oo 2p sin(t) s .
D’apres la question |13, I'intégrale / ((cos(t)) — dt converge. En utilisant la relation de Chasles
0



puis la question précédente, on a :

/(:Oo ((cos(t))zp sin(t) dt

t

= /og ((cos(t))zp sin(t) dt +/ (cos(t )2p (JFZ n:;::;(t)> dt
= /og ((cos(t))Qp (smt(t) dt + JFZO:O n:;mQ )

n=1

dt

2 2p
= cos(t dt,
|7 ((eostt))
la derniere égalité venant de la question

17. On écrit, en utilisant la formule d’Euler puis la formule du binéme de Newton et enfin en regroupant les

termes :
22 (cos(t))?? = (el 4 e )2
(A

p
e ikt —i(2p—k)t

2p
2D\ 2itk—p)t 2D\ 2itk—p)t
k)e (k—p)t | Z L e (k—p)

k=p+1

Il
= o

S
N~ 0 0 ~—0—_—
+
S
LM
L N R o
?TM
=
~_
o
N
=
=
+
/N

2p o2i(2p—k—p)t
2p — k

2p> (et 1 c2ito—bir)

k
12 (if)cos( (p— k)t).

18. D’apres les questions [13] et

2p+1
too 1 — ((cos(t)) T %
/0 2 dt = (2p + 1)/0 ((cos(t)) dt
donc, d’apres la question précédente et la linéarité de l'intégrale,
2p+1
foo 1 — ((cos(t)) 9 ™
w2+ 1(2p)  2p+17% :
/0 2 dt = 5 o (p) 51 Z / cos(2(p — k)t) dt.
3 in(2kt)] %
Or, pour tout k € Z*, /2 cos(2kt) dt = {sm()] = 0. Donc
0 2k o
2p+1
/+00 - ((cos(t)) 4t — m2p+1(2p)  w2p+1 (2p)! 7w (2p+1)!
0 t2 2 222 \p) 2 2% (p[)2 2 2% (p)2

Probléme 2 :

I 1) Convergence simple : a x fixé, la série est une somme finie car si k > x alors ug(z) = 0.

‘ Il y a donc convergence simple sur R;.. ‘
r(x—1)..(r—k+1)
xk N

(z—k+1) C
X ... X — = < 1 ce qui implique :
T

SHES

Pour x > k remarquons que 0 <

k
-7 qui est le terme général d’une série convergente (dont la somme vaut e®). Cette

< <



II

2)

3)

2)

3)

majoration est valable aussi pour x € [0, k].
k

On a donc, pour tout z € Ry, 0 < ug(x) < T et ce majorant est indépendant de =,

‘Conclusion : il y a donc convergence normale sur R;. ‘

. , ve—1D.(z—k+1 x x—k+1 ak
a k fixé, ( ) (k ) = — X ..X ( ) > 1 donc ug(z) parya) . La question
x x x z—400 Kl
précédent avait établi la convergence normale, on peut donc appliquer le Théoreme de la Double Limite
+oo
btenir : li = e
pour obtenir xirfm;)uk(m) e
Fixons z € C.
2\ &\ 2P Gnn—1)..(n—k+1)2F X
Par le binome,ona (1+ —] = — = — = vE(n
e (103) = () - S - B
ou l'on a défini vg(x) comme ug(x) de la question a) en remplagant a par z.
+oo
On pose a = |z|. On a donc |vg(z)| < ug(z), par conséquent la série de fonctions Z vg(z) converge
k=0
+o00 +00 Zk‘
s N . _ Lz
normalement sur R4 et d’apres le T.D.L., nll)riloo kz:O Z ngrfoo vg(n) = kz_jo =
On en déduit :
: z
TLETOO fn(Z) —¢
eix _ e—ix
1) A partir de la relation : sin(z) = — et du résultat de la question 3),
i
on obtient
i 2n+1 i 2n+1
(+5e1)  —(-me0)
sinz = lim n+ - nt
n—-+o0 24

On factorise P dans C[X].
Un petit coup de binéme nous fournit le degré de P : 2n + 1
et son coefficient dominant 2 (les termes de degré 2n + 1 ne s’annulent pas).

Soit z une racine de P, z ne peut pas étre égale & 1, on peut donc factoriser par z — 1 pour obtenir

1 2ik
Onadoncl+zzexp( i
—z

1 2n+1 1
(1 + Z) =1, dou 7 tz = wy, ou wy, est I'une des racines 2n + 1-éme de 'unité.
—z

) avec k =0, ..., 2n, ce qui donne, par factorisation par ’angle moitié :

2n+1
wr — 1 . km
2L = = tan .
wg +1 2n+1
Or étant donné que tan(2m — #) = —tan(d), si 'on regroupe les racines deux par deux : z; avec zay,, 22

avec zon—1, 23 avec 2a,—2, etc ..., en remarquant également que 0 est racine, on obtient :

n km km n km
X)=2X X —it X +it =2X X? + tan? >
) ,El( Zanzn+1)< +Zan2n+1> H( +tan (o~ ) (+)

k=1

X2

Dou: P(X)=2X []
tan?(

t
) XH an (2n+1>
2n+1

). D’apres la relation (%), 24 est le coefficient de X dans P(X), donc

n
v
P A = ] tan?
osons 1l an <2n+1

A =2n+ 1 d’apres la définition de P(X) = (1 + X)**1 — (1 — X)?"1, ce qui acheve le calcul.

D’apres 2.a), sinz = lim P( ), la formule établie en 2.b) permet alors de conclure :

n——+oo 2n+1



2

n
sinz = lim T H 1-— L
n—-+o0o - 2 )
= (2n + 1)? tan?(

)
2n+1
a) La fonction h(u) = tanu — u est de dérivée positive et vaut 0 en 0, donc v < tan(u) pour tout

€ [0, 5[ d’ou le résultat.

krm m km k2n?
b) Pour ¢ > 2k, 0 < - <73 Si on utilise I'inégalité précédente, on obtient tan2(7) > 2 d’ou
2, o kT 22 ? a’ . .
t“tan®(—) > k*m° et 0 < < < 1, donc vy, est bien définie sur Ry.
t 9 km k272
t2 tan?(— " )

s 2 km p
De plus, lorsque t — 2k par valeurs supérieures, tan®( e ) — +o0, par conséquent : vg(t) — 0,
t—2k~
ce qui assure la continuité de vj en 2k et donc sur R% car ailleurs, v, est bien continue comme

composée de fonctions continues.

c) La série de fonctions ka(t) converge simplement a ¢ fixé car c¢’est une somme finie.

2 2
a a
d) En reprenant les inégalités de b), pour ¢t > 2k, 1 > 1 — >1- > 0,
k"ﬂ' k2ﬂ-2
t2 tan?(—)
) t
d’ou |vg(t)| = —vk(t) < —In (1 - k:;12> = by, et cette majoration est valable pour tout ¢ € RY.
T

2
a . ;s s . .
De plus by, ~ 722 qui est le terme général d’une série de Riemann convergente.
T

Conclusion : la série de fonctions ka(t) converge normalement sur R .

a2
e) De plus, vg(t) Py In (1 ~ 22

400 2
Par le théoréme de la double limite, on en déduit que S(t Z v (t % In < a).
+00
En remplagant ¢ par 2n + 1, on obtient S(2n + 1) = ka 2n 4+ 1) Z 2n+1) ——
k=1

+oo
Z In <1
k=1

jusqu’a n).

2

a

k2 2) (la somme est finie car si 2n + 1 > 2k alors vg(t) est nulle, donc k ne va que
T

n 2 +00 2
. P . B a
Puis, par continuité de I’exponentielle, H 1 . p p——— H < k:27r2>
k=1 (2n + 1)2 tan?( )

o
—_

2n+1
Pour conclure, il suffit de remplacer a par |z|.

Si |z| < 1 alors les hypotheses du début de la question 4) sont vérifiées. Si |x| > 1, on peut refaire

le méme raisonnement avec une suite de fonctions v (¢) en prenant k > K ou K est le rang & partir
2

x
k272

22
Conclusion : [sinx = x H < 2k2>
T

duquel < 1.

+o0o
ITI Pour z € R%, on pose I'(z) = / ettt
0

n n o0
1)/ (1—t) t’”‘ldt:/ gn(t) tLdt.
0 n 0

Appliquons le Théoréme de Convergence Dominée a la suite de fonctions hy,(t) = g, (t)t* ! :
(i) hy, converge simplement vers e~'t*~! sur R% d’apres 1)a).

(ii) hy est continue et intégrable sur RY.



(iii) 0 < hn(t) < e t*7 1 ( d’aprés l'inégalité In(1 — x) < —x), et ce majorant, indépendant de n, est

intégrable sur R* d’apres a).

n t n
Par conséquent : |I'(z) = lim (1 - ) " at
0 n

n—-+o0o

t n t\" !
2) On effectue le changement de variable u = — : I, = / (1 - > t*dt = n® / (1 —w)"u® tdu
n 0 n 0
n*n!

Puis, par I.P.P. successives qui vont abaisser 1’exposant de (1 — u), on trouve I,, = .
z(z+1)...(x +n)

n*n!
lim .
n—+oo z(x + 1)...(x + n)

Conclusion : [I'(z) =

3) A partir de la relation précédente :

n*n! nt=n!
r I'l—2)= 1
@) > T —a) = I wsn A9t 1=1)
. 1 n ) 1 1
:ngr-ﬁ{loo x2 x2 Xn—i—l m:nkrfoo n 2 Tt 2
21— - B z
(1l =22)(1 = -)...(1 = —5) ][0-2) «JJa- )
k=1 k=1
Conclusion : | T'(z)['(1 — ) = — u
sin

1
4) a) Pour z = 3» on trouve I'(3)? = .

+o0 ot +
Oorri) = -  _dt=2 - e~ dx par changement de variable.
2o W/t 0

+oo 2 s
Conclusion / e Vdx = L .
0

2

1
b) La formule des compléments pour x qui tend vers 0 donne I'(x) ~,_,g+ — car I' est continue sur
x
1
1—x
Or la fonction I' est continue (c.f. question 1) et positive strictement sur |0, 1[. Par conséquent,
In(T") est bien définie sur |0, 1].

De plus, In(I'(z)) ~z—0 —Inz et In(I'(z)) ~;—1  donc ‘lnF est intégrable sur |0, 1] ‘

R% donc en 1, et I'(x) ~, -

Par la formule des compléments : In(I'(z)) + In(I'(1 — z)) = In(7) — In(sin(7z)).
On integre cette relation sur 0, 1[.

1
Par changement de variable ¢ = 1 — z, on trouve 2 In(I") = In(n) —/ In(sin(7z))dz =
10,1] 0

1 ™
In(m) — ;/0 In(sin(u))du. On reconnait 'intégrale d’Euler.

1
En conclusion : / In(T") = = ln(z).
0.1] 2 2

1
1) On peut donc écrire Ta) ~ im (n‘%(l +z)..(1+ 2)

1 1
Par ailleurs, n™* = exp(—zInn) = exp (—:U(l + B +..+ - +v+ 5(n))>

n

Etudions le produit A,, = H (1+ E) exp(—g).
Pt k k

n 2

InA, = Z ar avec ap = In(1 + E) _ro —x—Q lorsque k£ — +o00. Donc cette série converge, et en
= k k 2k

“+o0o
passant a l’exponentielle, le produit infini H (1+
k=1

X

k

x ,
) exp(—E) converge également.
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2) DouVz >0, In(I'(z)) = —Inz—vyz—In (nl_ll <1 + n) en ) = —lnw—yaj—nz:lln ((1 + n) en )

+o00
€ x
D In (I =—lnz— N o)=L m(1+% ).
onc In (T'(z)) nz 7x+nz::1w (x) avec wy(x) ” n( +n) (I11)

. Chaque wy, est de classe C! sur ]0, 1].

. la série de fonctions Z wy, converge simplement sur |0, 1].
n>1

. la série de fonctions E w}, converge uniformément sur 0, 1].
n>1

1 1
En effet Vz €]0,1], w;,(z) = a —

IN

1 <
— 5, d’ou la convergence normale de Z w;,
n nt+zx nn+z) " n

n>1

sur |0, 1].

D’apres le théoreme de dérivation des séries de fonctions, on peut dériver terme a terme dans (III) et

on obtient :
I(z)
vz €]0,1], = -
z €10, 1] I'(z) vt nz>:1 (n+x)
+o0
3) Or I'(z) = / In(t) et #*~1dt. L’intégrale demandée est donc égale a IV(1).
0
1 (1) 1
=1 ——— ) =1l 1-— =1.D =—-1- — =

Orzn(n 1m2< k+1> ”n( n+1) M T (AR

+o0
—~. Ainsi / e ! ln(t)dt = —
0

La justification de I'existence de I'intégrale se fait en disant que la fonction ¢ — In(t)e™" est continue

sur R%, équivalente & In¢ en 07 (qui est intégrable) et négligeable devant %2 (intégrale de Riemann

convergente) en +00 par croissance comparée.



