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1 Préliminaires

sin(n’r)
2
n
e Pour tout n € N*, f,, est définie et continue sur R par opérations sur les fonctions usuelles.
(2
sin(n®x)

1. Posons, pour tout n € N*, f,, : x € R—

e Pour tout n € N*, pour tout = € R, |f,(x)| =
égalité car f,(m/(2n?)) = 1/n?).

1
Or — converge (Riemann et 2 > 1), donc, par comparaison, | fulloo converge, donc fn

converge normalement, donc uniformément, sur R.
+00

e Par suite, R : z — Z fn(x) est définie et continue sur R.

n=1

1, )
< ol donc || fulleo < 3 (il y a méme

n2

sin(z?)
22

.I‘Q

e f(x) ~ — — 1, donc f est prolongeable par continuité en 0, donc intégrable sur |0, 1].
=0+ T2 zo0+

1
e Pour tout z > 1, [f(2)| < —.
x

2. o fix >

est définie et continue sur Ri.

1
Or z — — est intégrable sur [1,400], donc, par comparaison, f est intégrable sur [1, +oo].
x

sin(x?)

+00
e f est donc intégrable sur RY , donc, en particulier, / dx converge.
0

xr2

2 Calcul de I

1. Effectuons le changement de variable 22 = ¢ ce qui équivaut & = v/t qui est bien une application
bijective de classe C' de R? dans lui-méme.

+00
On obtient : [ = / Wﬂ )
0 to2vt

—1
On va ensuiite ipéper I en dérivant sint et en intégrant

1
—— en —.
AVt Vi
sint
Pour justifier cette ipépé, montrons que le crochet 7 admet des limites en 0 et en +o00 :
En 0, cette fonction est équivalente & v/t donc tend vers 0, et en +00, le numérateur est une fonction
périodique continue, donc est bornée tandis que le dénominateur tend vers +oo, donc la limite est
nulle.
Ainsi le crochet a des limites en 0 et en 400 qui sont de surcroit toutes les deux nulles. Par conséquent,
+ cos(t)
——=dt
o Vi
e : L o 0 cos(t)]
2. L’intégrale converge mais la fonction n’est pas intégrable car —

o Vit

(k+1)m t
. L. L oS
Pour le montrer, on considére la série de terme générale u; = —_—

T]?ﬂ' ; \/E
Jcos(t)]

o Vt+km

dt, ce qui est le terme général d’une

on obtient I =

dt est une intégrale diver-

gente.

dt.

Par le changement de variable : ©w =t — k7, on obtient u; =
T t 2
cos(t)]_,

o (k+1)m - V(kE+ )7

On peut ensuite minorer uy >



série divergente. Par conséquent, la série de terme général u, diverge, ce qui permet d’en déduire la

+o0 t
divergence de l'intégrale / | cos( )ldt.

o Vit

. Montrons ¢ est définie et continue par le théoréme de continuité d’une intégrale & parameétre.

1 )
On pose f(x,t) = —=e e

Vit

— at e R} fixé, I'application x —

1 , .
—e "™ est continue pour tout z € R.
Vi
o | . .
— a x € R fixé, lapplication t — —e 'e™" est continue sur R? donc continue par morceaux.

Vi

—t ixt

et o . -
= —~= qui est une fonction intégrable sur R’ car équi-

Vit

valente a 7 (intégrale de Riemann convergente sur |0, 1[) et O<t_2) en +00 (qui également une

intégrale de Riemann convergente sur |1, 4+00[) . Par conséquent, ¢ est définie et continue sur
R .
T Lea-rap)
. p(0) = —e 'dt =T1(1/2).
o Vi

On effectue le changement de variable ¢ = u? ou u = v/t qui est bijectif et de classe C' sur R

+oo
©0(0) = / 2¢™ du = /7.
0

. Appliquons le théoréme de dérivabilité d’une intégrale a paramétre. Avec les notation précédentes, a

1
— Hypothése de domination : |—e
P ‘ Vi

1 , 0 .
t € R fixé, 'application x — We_te“‘t est continue pour tout z € R et a—f(:v, t) = ivte te™.
x
Hypothése de domination : ‘%(x,t)‘ = Vite ! qui est intégrable sur R* car continue sur Ry et

négligeable devant 1/¢? en +o0. .

Il s’ensuit que ¢ est de classe C* sur R et que ¢'(z) = / ivtel™ Vit

0
Ipépons cette intégrale en intégrant I'exponentielle et en dérivant la racine carrée.

Z\/_ e(zx—l)t

Le terme entre crochets vaut - 1
1T —
t — +o00.

+o0 .

—1
On obtient donc ¢'(z) = / R
#12) o 2(iz— 1)Vt
Par conséquent, ¢ vérifie I’équation différentielle :

|
2 +14)”

qui vaut 0 en 0 et qui tend vers 0 en module lorsque

€(im_1)tdt.

y +

. Résolvons cette équation différentielle linéaire d’ordre 1. Il faut pour cela calculer une primitive de
1 T —1 1 i
= . On trouve - In(z? + 1) — - arctan .
2z +1i)  2(2%2+1) 4 (" +1) 2

D’otl en tenant compte de la condition initiale p(0) = /7,

iarctan x

e

o(r) :ﬁﬁ

. Dans la définition de ¢(x) = —e"'dt, effectuons le changement de variable u = xt avec z > 0

o Vi

1 [T®e o
o(z) = ﬁ/o eﬁewdu, ce qui donne :

u



On aimerait appliquer le théoréme de convergence dominée a paramétre continu . Le probléme est

que si 'on majore en module, on ne peut obtenir mieux comme majorant que — qui n’est pas

Ji

intégrable en +oo.
On va donc couper l'intégrale en 2 :

u

\/_ Aefi . Ae’; .
xp(x :/ —e“’“du%—/ —e"du
W= ) . v

0
Le TCDAPC peut s’appliquer a la premiére intégrale, on obtient donc que

2’ A i
ez . e
mnu
e"du 5 du
/0 Vu T+00 /0 Vu

On dégaine les ¢ :

% cos(u)

o Vu

400 - —+o00
. sin(u , N
de méme que / dt converge et que par conséquent, 'intégrale /
0 0

Vu
+00 eiu
du
[
e—u/w

— Soit 0 < A" < B, on pose g(u) = N C’est une fonction positive et décroissante.
u

— On a montré dans la question 1 que l'intégrale dt convergeait. On eut pu montrer

U

Ji

du est conver-

gente.

Il en résulte qu’il existe A > 0 tel que pour tout x > A,

< e

Ipépons
B’ ‘ 1 .. . B ‘
/ g(u)edu = S(eP g(B') — ¢ g(A) + 1 / ¢ (W) du

’ 1 ’

On majore en module :

B '
/ g(u)e™du

/

|9/ (w)] du < 29(A’)+/ (=¢'(w))du = 39(A")—g(B') < 39(4")

/ /

< g(B)+g(A)+ /

Comme ce majorant ne dépend pas de B’, on peut faire tendre B’ vers +oo.
e A/ 3
<

On obtient donc :
+oo %
e z= .
/ e™du
, \/ﬂ /A /A

On choisit donc A" pour que \/7 < e. (On remarque que cette majoration est vraie pour tout
r € RY)
— On pose ensuite A” = max(A, A").

<3

Soit € > 0, il existe B > 0 tel que pour tout x > B,

<e

/+oo eiu
v AU

Al _u A" i
ez . e
e™du — / du
0o Vu 0o Vu

— Avec les inégalités précédentes, on obtient, pour tout x > B,

+oo 6_% o oo iu
—e"du — —du
0o Vu 0o Vu

d’ou

<

+

+oo e_% .
+ e“du
v AU

< 3¢

A// _u A// ZU/
e = . e
/ —e"du — —du
0o Vu 0o Vu

+o00 z 400 _iu
/ € Ay / ¢ du
6 —_—
0o Vu o Vu

+oo  iu
. e

Conclusion :




NG
V1422

8. D’aprés la question 6., v/zo(z) = \/%emczw

D’aprés la question 7., on en déduit que

En prenant la partie réelle , il vient :

9. Effectuons le changement de variable (C', bijectif) u = 2> , On obtient :
+oo Jiu +0o0
/ € _du= 2/ ¢ dz. Par parité,
0 0

W
400 Ly 400 -, +ooeiu \/§
e”dx:2/ e”dx:/ du = vVr—(1+1i

/—oo 0 0 \/a 2< )

3 Etude de la dérivabilité de R en 0

C
1. Pour tout A > 0, pour tout n € N*, |f(nh)| < e < nQChQ'

C
Or Z 72,3 converge (Riemann et 2 > 1), donc, par comparaison, Z|f(nh)| converge, donc
n

nx1 n>0

+o0
Z f(nh) converge absolument, donc converge, ce qui assure 'existence de S(h) = hz f(nh).
n=0 n=0
1. Soit h > 0.
e [l faut d’abord penser a justifier l’existence de l’intégrale...
©n est continue par morceaux que R car sur tout segment [a,b] de R, ¢, a un nombre fini de
discontinuités (les éléments de hZ N [a, b]).

Pour tout ¢ > 0, t :
ol =l (|77 < mmgeet

z—1 x T
Or, I'encadrement classique de la partie entiére donc, pour x > 0, < L—J < — =1, dong,
x x
d’aprés le théoréme des gendarmes, |z| ~ .
r—r+00
On a donc
C 1 1
lon) € =~ =3

1
donc pp(t) = t_QLOO (t_Q) :

Or ¢ = — est intégrable sur [1, +o00[ (Riemann et 2 > 1), donc, par comparaison, ¢y, est intégrable

sur [1, 400
De plus, ¢y, est continue par morceaux sur le segment [0, 1], donc intégrable sur [0, 1].

—+00
©p est donc intégrable sur R, donc, en particulier, / n(t)dt converge.
0



e Par suite,

+o00 nh
/ op(t)dt = lim on(t)dt  (car U'intégrale converge)
0

n—-+o0o 0

n—1  .(k+1)h
= lim Z / op(t)dt (relation de Chasles)

n——+oo =0 kh
n—1  .(k+1)h "
= nl_l)r_{loo ; /kh f ({EJ h) dt  (définition de ¢p,)
(k+1)h

= lim Sf/ﬁ F(kh)dt (car Vt € [kh, (k + 1)h]

t
,—€lkk+1
n—>+ook:0 Lh h { D

n—-+o0o

n—1
= lim Z hf(kh) (intégrale d’'une constante)
k=0

n—-+o00

n—1 400

=h lim Z f(kh) = hz f(kh) (car la série converge)
k=0 k=0

= S(h).

. Pour tout h €]0, 1], pour tout ¢ € [1,+o0o[, on at/h > 1 et

o=l ([5]9)|< s

L
(

car pour tout x > 1, [z] >z —1>0)
—1)h)°+1
C C

. @ Pour tout x € R, x — 1 < |z] < z, donc, pour tout t € Ry,

t t t
~h=(+-1)h< | |h< h=t
e (b e

t
Or limt — h = t, donc, d’aprés le théoréme des gendarmes, flLin% {—J h = t, et donc, par continuité
%

h—0 h
lim (H h) — f(t).

de f sur R, donc en t, on a
e Pour tout ¢t € [0, 1],
t C
() e
L+ ([5]7)

C
et, pour tout t > 1, |¢x(t)| < [T d’aprés la question précédente, donc
C sitel0,1]
t)| < C ) = p(t
fon ) Ly =el
14+ (t—1)2

ou ¢ est intégrable sur R, car

— intégrable sur [0, 1] car constante sur ce segment



— intégrable sur [1, +oo[ (car primitive classique en C'arctan(t — 1))

e Do, par le théoréme de convergence dominée a paramétre continu,

+oo
lim S(h) = f(t)dt
h—0 0
sin(z?) |
4. Prenons f :x — 12 5156#0.
1 siz=0
sin 22 2

~ — — 1= f(0)), donc f est continue sur R.

f est continue sur R* et en 0 (car
2 20 g2

De plus, pour tout x € R,

2
sin(z?) w_Q siz € [—1,1] (car |sin(t)| < || pour tout ¢ € R)
fla) = 00
x :
—  silz|>1
x
1 2

T 2)/2:1+ > size[-1,1] (car pour tout z € [-1,1], 0 < (14+2%)/2 < 1)
T T

<
2 , L 14a? 1
T si|z| > 1 (car pour tout |z| > 1, 1;’:“:1; =— a2 = 1+ p < 2)

2

14 a2

sin(n’r) sm(n%)
De plus, pour tout x > 0, f(ny/z) 5, donc =z f(ny/), donc
n2x n?

R(z) = Z sin(n’z) Z VT f(ny/T) =z (ﬁfﬂnm) —Vz (ff Fn/z) — \/Ef(0)>

—>\/F7eo
i wm )
+oo (t)d \/_2 —0

f V5
R(z) — R(0) T

e Par suite, comme R(0) = 0, = — 400, donc R n’est pas dérivable
x—0 z o0t \ 27 asor

en 0 (et la courbe représentative de R admet une demi-tangente verticale en 0)

4 Transformée de Fourier

1. f est intégrable, et | f(t)e ™| = |f(t)| , ce qui prouve que f est bien définie sur R.
Appliquons le théoréme de continuité d’une intégrale & paramétre :

Soit g : (z,t) € R* > f(t)e™".

e Pour tout z € R, t + g(z,t) = f(t)e"" est continue par morceaux sur R comme produit de
fonctions continues par morceaux.

e Pour tout t € R, z + g(x,t) = f(t)e™" est continue sur R (exponentielle...)

e Pour tout x € R, pour tout ¢t € R,

lg(@, ) = [f@O)] ™| < | (1)l



ou |f| est intégrable sur R (car f est).
° f x / g(x,t)dt est donc définie et continue sur R.

Le théoréme de continuité d’une intégrale a parametre s’applique directement, I'hypothese de domi-
nation étant fournie par l'inégalité précédent. On en conclut que la fonction f est continue sur R.
o
On montre au passage que |f(z)| < |f(t)|dt
—0o

2. On suppose que f est de classe C* sur R et que f, f' et f” sont intégrables sur R.
+oo

On remarque que f(x) = f(0) + / f'(t)dt . Or lintégrale / f' converge, donc f admet une

limite en 400. Comme f est intégraqble, alors cette limite est nlglle.

Il en va de méme en —oo et également pour f’.

Ipépons en dérivons f(t) et en intégrant I'exponentielle : ’exponentielle est toujours de module 1 et
le crochet tend vers 0 en oo d’aprés la remarque précédente. On obtient donc :

—+00 “+o00

Fay= [ rwertar="L [ paea

1T

—0o0 —o
On peut réipéper pour les mémes raisons que précédemment :

-1
2

fla) = f "(t)e " dt
~ —1 [
Ceci prouve que |f(z)] < — /_OO |7 (8)]dt.

Comme fest continue sur R et est un O(1/ :c2) en o0, on peut en conclure que fest intégrable sur
R.

5 Formule sommatoire de Poisson

1. Posons, pour tout n € Z, f, : x € R— f(z + 2nm).
e Soit x € R.
Pour tout n € N,

o 1
|fo(@)| = | f(z + 2n7)| < T (1 2mm) donc  f(z + 2nm) :n—>O+oo <ﬁ) .
r Z 5 converge abso ument (Riemann et 2 > 1), donc, par comparaison, Z fn(x) converge
n>1 >0

absolument, donc converge.
De méme, pour tout n > 1,

|fon(@)] = |f(x —2nm)| < G 5, doncf(z —2nm)= O (i>

1+ (x — 2nm) n—to0 \ n2

1 . .
Or E — converge absolument (Riemann et 2 > 1), donc, par comparaison, E f-n(x) converge
n=1 n n>0
absolument, donc converge.

Par suite, Z fn(z) et Z f-n(x) convergent, donc F(x Z fn(x) existe.

n=0 n>1 nez
e Pour tout x € R, pour tout n € Z,

Fulw+27) = fla+ 207+ 27) = f(o + 20+ D)) = fura (@),



nez nez

donc F(z + 27) Zf T+ 27) = mel(x) o posn s — i 1 zezzfn(x) = F(z), donc F est 27-
j

périodique.
e Comme F est 2m-périodique, F' est continue sur R si et seulement si F est continue sur [0, 27]. Or :
— Pour tout n € N, f,, est continue sur [0, 27].
Pour tout n € N, pour tout x € [0, 27,
Ch Ch

@) = 1@+ 2nm)| < T e 5 S T

C 1
d el L o (=),
onc Hf ||oo 1_|_ (27’L7T)2 400 ng

Or Zﬁ converge absolument (Riemann et 2 > 1), donc, par comparaison, Z | £ ) 0271
n=1 n=0
converge, donc Z fn converge normalement, donc uniformément, sur [0, 27].
n=0
Fo:zw— Z fn(x) est donc continue sur [0, 27].
Pour tout n € N*, f_,, est continue sur [0, 27].
Pour tout n € N*, pour tout z € [0, 27},
Cl Cl
—n — - 2 < < )
Fn@ = e = 20ml S T =505 S Ty @ — )2
Ch 1
d -n [0.27] < = 0 — | -
onc Hf Hoo 1+ (2( _ 1)7T>2 n—4oo \ n2
Or Z — converge absolument (Riemann et 2 > 1), donc, par comparaison, Z | fn]102
n? -

n>1 n>1

converge, donc E f-n converge normalement, donc uniformément, sur [0, 27].

n=1
+0o0o
Fi:zw— Z f-n(x) est donc continue sur [0, 27].
n=1

F = Fy + Fj est donc continue sur [0, 27] comme somme de fonctions continues, et, par suite, F' est
continue sur R.

. Posons, pour tout n € Z, g, : ¥ € R+ f(n)e™.

e Pour tout n € N, g,, est continue sur R.

Pour tout n € N, pour tout z € R,

lgn ()] = [f(n)e™] = [f(n)] € ———

Cy 1
< = 2 )
donc HgnHoo X 1 4+ n2 n—>O+oo <Tl2)

Or Z — converge absolument (Riemann et 2 > 1), donc, par comparaison, Z |gn]lco converge,
n

n>1 n=0

donc g gn converge normalement, donc uniformément, sur R.
n=0

Go:z— Z gn(x) est donc définie et continue sur R.

e Pour tout n € N*, g_,, est continue sur R.
Pour tout n € N*, pour tout = € R,

~

9= ()] = |f(=n)e™™| = | f(—n)| < —



Cs 1
d “nlloe S = 0 - | -
one [lgn| 1+ n? n%+a>(n2)

Or E —3 converge absolument (Riemann et 2 > 1), donc, par comparaison, g lg—nllcc converge,
n=1 n=1

donc g g_n converge normalement, donc uniformément, sur R.
n>1

C X Z g_n(z) est donc définie et continue sur R.

e G =Gy + G1 est donc définie et continue sur R comme somme de deux fonctions continues.
e Comme, pour tout n € Z, g, est 2m-périodique, donc, pour tout z € R,

G(x+2m) = Zgn (x +2m) = Zgn(:c) = G(z),

nez nez
donc G est 2m-périodique.
. Soit p € Z.
o Z fu(t)e ™ et Z f-n(t)e"" convergent normalement, donc uniformément, sur [0, 27] car Z fn
n>0 n>1 n>0

et Z f_n convergent normalement et |e~?*| = 1 pour tout t € [0, 27].

n>1
De plus, pour tout n € Z, t — f,,(t)e” """ est continue sur [0, 27].
On a donc :
2
¢(27F) = o~ / o (Z Fult ) it gt
nez
2 +oo “+o0o
= / <Z fult) + Z f_n(t)> e P'dt (par définition de Z)
0 n=0 n=1 neZ
2 +00 21 +00
— / (Z fn(t)> e Pt +/ (Z f_n(t)> e P'dt (par linéarité de I'intégrale)
0 n=0 0 n=1

2r +00 on +oo
= / an )e Pt + / Z fon(t)e Pt
0
oo
- nz% /0 Fa(t)e™Phdt + nz:l /0 fon(t)e Pat

(intervertion Z / / justifiée grace aux hypothéses vérifiées avant le calcul)

—Z/ f(t+2nm)e ”’tdt—l—Z/ f(t —2nm)e Pdt

(n+1)m
= Z / f(t)e~Pt=2nm g Z / )e P+ gt (changement de variable affine
n=0"2

nm 2nm

+00  L2(n+1)m —2(n L )
_ Z/ e Phdt + Z/ e P'dt  (car t — e " est 27-périodique)
2

n=0 Y 2nm —2nm
+o0

= f(t)e Ptdt + / f(t)e Pat

0

Ch

T f est intégrable)

(relation de Chasles et intégrales convergentes car, comme | f(t)| <

400

= f()e™dt = f(p).



~

e De méme, pour tout n € Z, t — ]?(n)emt est continue sur [0, 27] et Z ]?(n)ei”t et Z f(=n)e ™

n=0 n=1
convergent normalement, donc uniformément sur [0, 27].
On a donc
6 (G) = / (Z f(n mt) e~ "rdt
neL
1 2w +00 o +oo
_ f( ) i(n— pptdt +— / —z(n—l—p)tdt
2 Jo HZ:O
+00 2m
_ i Z f( Je in=p)pt gy 4 — Z f —z(n+p)tdt
27 —Jo 2m
+00 2
_ i Z f(n)/ z(n p)ptdt+ Z f / —i(n-l—p)tdt
C2r 0
n=0 N J/ -~ S/
=0 si n#p =0 si n#—p

=5 (p) /027r 1dt = f(p).

e On a donc ¢,(27F) = ¢,(G) pour tout p € Z, donc, d’aprés la propriété admise (on a bien aussi
(27F,G) € (Car)?), on a G = 27F.

. Soit g : tE]Rr—>f(2t>
T

e g est continue sur R comme composée de fonctions continues.

e Pour tout t € R,
at Cl
t)] = — < —.
) ‘f (2%)’ 1+ (at/27)?

(&1

1+ (at/2m)2 Ci(1+¢2
Or,h:teR— e tl/ 2m? 11+ )2 est continue sur R comme quotient de fonctions continues
= 1+ (at/m)

dont le dénominateur ne s’annule pas.

2
De plus, tl}inoo h(t) =

, donc il existe A; et Ay tel que

Clﬂ' 0171'2

a?

Vit > Ay,0 < h(t) < +1 et Vt< Ay 0<h(t) < +1.
De plus, h est continue sur le segment [A;, As], donc est bornée sur cet intervalle.
h est donc bornée sur | — oo, As], sur [Ay, Aq] et sur [A;, +00[, donc h est bornée sur R.

Soit M un majorant de A sur R, alors pour tout ¢ € R,

C 1 M
l9(@)] < o = <
1+ (at/2m)? 1+ ¢t2

e Pour tout x € R,

+oo ) +oo at ]
g(x) = /_OO g(t)e " dt = /_OO f <%) e "t

e o/ 27 ¢
= f (u)e’z“”w/ o200 (changement de variable affine u = ;—)
a m

2_7T f( ) —i(2mx/a) Uy = f (QWLU)

a



Comme pour f, on montre alors I'existence de N € R tel que pour tout z € R,

2m f 2rx < N

a a S l4a?

e En appliquant alors le résultat de la question précédente a la fonction g, qui vérifie les mémes
hypothéses que f, on a

Zﬁ(n) = QWZg(er), ie Z %f(%%n) = QWZf(na).

nez nez neZ nez

9(x)] =

En divisant enfin par 27 de part et d’autres, on obtient bien le résultat demandé.

6 Etude de la dérivabilité de R en 7

oo 4

z
1. e Pour tout z € C, €* = Z — donc, pour tout ¢t € R*,
n!

n=0
it 1 1 +00 't2 n
1) =" :tE(Z%_l)

n=0
1 +00 (th)n +00 Z’nt2n—2

e nl n!
n=1 n=1
+0o Z’n+1t2n

~ (n+ 1)1

+oo Z'n+lt2n

"0 m =1 = f(0), donc

Cette formule est encore valable pour t = 0 car, pour t = 0,

+oo .
Zn+1t2n

VieR, f(t)= Zm,

n=0

et f est donc développable en série entiére sur R.
e Par suite, f est de classe C* sur R.

2. Pour tout t # 0,

2itei* 12 — (e’ — 1) 2,6“2 e’ —1
= = 21

1) # t 3

Comme |¢’| = 1 pour tout ¢ € R, on a
oo (1 1\ /1
ron=o(;)-o(5)=0(;) w0

2ite™t — e 2ite’ 13 — 32 (e — 1)

Pour tout ¢ #£ 0,

() =2i 2 -2 o
it? it? it?
- 2 € , e —1
= —4e" — 2 2 — 4 2 +6t—4
it2 it2
_ it2_ e € —1__ it2 l
= —4e 61 » + 6 e de —i—t_goo (t2>'



1
. 9 . ;2
3. e x> e est continue sur le segment [0, 1], donc / e dx converge.
0

1 1 . 2 7 .2
S t = — ¢ == — ! = wr = —— v
e Soit u(z) —u (x) Tl () = xe™ | v(x) 5¢
u et v sont de classe C' sur [1, 4-oc].
. : .2
,l T . o
I ~ lim —LC 0 car ] = 1.
mirfmu(x)v(x) Jm —o— car |e™"|
too 5 400 +oo i eia;2
D’on, par intégration par partie, / e dr = / w(x)v'(x)dx est de méme nature que/ 52 dx.
x
i e’ 1 1 1 1
Or, |- = 0 (=
b9 z—400 <x2) ’

2

1 1
donc, comme z + — est intégrable sur [1,+o0[, ¥ — 5 est intégrable sur [1,4o00], donc, en
T

xr2

+o0 i too )
particulier, / 3,2 dx converge, et, par suite, / e dx converge.
1 1

1 2 +oo 2 +oo 2
° / e dx et / e dx convergent, donc / e dx converge.
0 1 0
“+o00

2 . ix2
Comme de plus z — e est paire, [ = / e dx converge.

— 00

1 .
4. o Comme f est continue et intégrable (car f(t) = . Oi <—>) sur R, f est définie sur R d’aprés la
—4o00

12

partie 4.
e Soit z € R*. ,
Posons u(t) = f(t), u/'(t) = f'(t), v'(t) = e, v(t) = e~

x
u et v sont de classe C! sur R.

. . : 1 1t _
borné :O(t%)—m
+o0 N

Enfin, l'intégrale / u(t)v'(t)dt converge (et vaut f(x)), donc on peut intégrer par parties et on a :

o) = / Tt (0t = F f(t)e—m] f: _ / L et = /_ Lt gy,

. T o T o T
e Posons cette fois u(t) = f'(t), v'(t) = f'(t), v'(t) = —iem, v(t) = e
T T
u et v sont de classe C 118111" R.
: _ : = it / _
N borné —0 d’aprés@
Enfin, I'intégrale / u(t)v'(t)dt converge (et vaut fA(x)), donc on peut intégrer par parties et on a :
~ Too g
for= [ ey
e X
1 izt e ! jzt
! —1T 1" —1T
~ o) - [T e
1 ee " —ixt

—00



e Enfin, pour tout = € R,

f//(t)e—ixt _ (_461'752 +j(t)) et _46i(t2—;vt) —|—j(t)e_m
_ _467L(t—x/2)2 % e—ix2/4 _|_j<t)€—i:r:t _ _46—2'902/467;(75—90/2)2 —{—j(t)e_ixt,

N Y —it? l ,
ou j(t) = f"(t) +4e™ = t_gm (t2) (et ne dépend pas de x).
Par suite, ¢ — j(t)e ™" est continue sur R et, comme |j(t)e”"*| = |j(t)| = . Oi (t_z) Jte g(t)e ™
—00

+o00o
sera intégrable sur R, et, en particulier, / j(t)e " 'dt converge et
—0o0

r—F00

'/_:Oj(t)emdt’é/_:o]j(t)\dt: 0 ().

De plus, le changement de variable affine u = ¢t — x/2 donne la convergence et la valeur de 'intégrale
suivante :

+00 +oo
/ _4e—ix2/4ei(t—z/2)2dt _ _4e—iz2/4 / e‘“ﬂdu _ _46—m2/4_,’

[e.e] [e.e]

car I converge d’aprés la question [3|

+oo
Finalement, / f"(t)e "™ dt converge comme combinaison linéaire d’intégrales convergentes et
— 0o

“+o0o i +oo . o . 2 oo .
f//(t)e—zmtdt — / Y P /461(15—35/2) dt + / j(t)e_mtdt

—4e "My = 0 (D= 0 (1)

r—+o0 r—+o0

e On a donc bien

o) = [T pweta--L o0 = o (L
(x)__ — oo ()6 __Q,’Qz—kl:oo()_z—ttoo x2 )

. e f est continue sur R.

_ 1 2 _ 2 )
De plus, comme f(t) = t_}Oioo <t_2) ,(E+1)f() = t_goo(l), donc t — (t* + 1) f(t) est bornée au
voisinage de 400 et de —oo, et sur tout fermé borné de R, donc il existe M € R tel que :

M
Vt € R 1) <

[\)

~ ~ 1
De méme, f est continue sur R (d’aprés la question ??) et f(t) = . Oi <ﬁ> (d’apres la question
—+oc0
, donc il existe N € R tel que :

N
1+t

VteR, |f(t)]<

On peut donc appliquer la formule sommatoire de Poisson a f. D’ot, pour tout x > 0, en prenant

a=+/z,on a
> rova = = S F(2F).

neEL nez

ie, comme f est paire et donc faussi (via le changement de variable u = —t),

B e A VUR WA e
n=1 71293' _\/E \/E .



Comme toutes les séries suivantes sont absolument convergentes, on a

“+o00 z'2 anm “+00 1
Z _Z —Zﬁ:F(x)—F(O).
n=1 n=1

On a donc
2
1+—

Enfin, pour tout n € N*,

~{ 2nm 02 51302 02
< == < X 5
N& 14 <2m)2 x + 4n2m2 An27?
NE

donc, en sommant et en utilisant 1'inégalité triangulaire généralisée,

+00 2 +o0 /9 +o0 02
() <2 )| <X aem
N———

+oo
donc Z f(%) = x_QH(I) et, par suite,
F(w) = F0) + %0 >——+fo (Z) -ro+Fi0 -5+ 9

1~
On a donc b= —i/2 et a= if(O)
6. Pour tout x € R,

+oo el (z+m)
Flx+7) = 5
n
n=1
+00  in2. o2 “+o0 2 2

M-T N

=Y Tt T

n=1 n=1
n pair n impair
+o0 in?x oo in’z
e 2 A sz in?m
= o E 5 (car n et n” ont la méme parité, donc e
n n
n=1 n=1
n pair n impair
+oo eik2(4x) +oo zn T in
DRl PO > 2
k=1 n= n=1
n pair
1 f ik (4z) F( ) +oo ik? (4z)
== — x) — E
44~ k2 c~ Ak?

1

= {F () - (F(x) - F(4x)> = SF(42) ~ F(z).

e~ |

— (F(2) = F(0)) = % (f(O) +2Zf(2”—ﬂ>> , de F(z) = F(o>+\/—§f(0)—i—x+\/z§:f



7. Pour tout x > 0,

Rz + 1) = Im(F(x + 7)) = ~Im(F(4z)) — Im(F(z))

2
= %Im (F(O) + V2 f(0) — 2ix +$3)+(x\/5)) —Im (F(O) + TxA(O) — % +w_%+(x x)> (q
— —%:c +r_())0+(x\/5) (car F(0) € R)
=TT, %@

Rlr+a) = R(ro-2n) = R(~(n+(-2))) = ~Rlr+(-0) = = (~3(-a)+ o () ==3o+ o ()

2 z—0~

1
On a donc R(z) = —=x + o (z).
2 z—0
R est donc définie et continue en 7 (question |1]) et admet un développement limité a 1'ordre 1 en 7,

donc R est dérivable en 7 et R' (1) = —5
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