Mines 2022 — Maths 1 — PC : un corrigé

Partie A

n

z

n

n

. L z .
<1. Donc la suite numérique (—} est bornée et donc la
n=1

1 — Pour |z|<1 etneN",ona
n

série enticre ZZ— est de rayon R >1. Par suite, elle converge simplement sur D.
SIRL
+00 n
‘s X - .
On peut alors légitimement poser pour x € ]—1,1[ : L(x) = Z— ; on peut dériver terme a
n=l
+00 1
terme pour obtenir : Vx € ]—l,l[,L'(x) = ZX’H = T et sachant L(O) =0 on obtient :
-X

n=l1

Ve |FLI[LL(x)=—In(1—x)]

2—Pour zeDette [—1,1] ona |tz| <1 et L est dérivable sur ]—1,1[ ; par composition :

@ est dérivable sur [—1,1] , qui contient [—1,1] , et CD'(t) = zL'(tz) = -
—1z

3 — Toujours pour z € D on a en dérivant sur [0,1] :
W(1) = —ze™) + (1-12)®'() ™" = 0
Donc YW est constante sur I’intervalle [0,1] et en outre ‘P(O):exp(L(O))zl. Donc pour

t€[0,1] : (l—tz)exp(L(tz))zl et donc exp(L(tz)):%. En particulier pour r=1 on
—1z

obtient : exp(L(z)) = IL .
-z

n
, . oy z
4 — Comme la série entiere Z— est de rayon >1, elle est absolument convergente pour z € D
S

+0 n

Zi

n=1 n

< iz_ =L(|]).Or exp(L(|z|)) = I—L|z| d’apreés la question 3,

n=1 n

ce qui permet d’écrire :

et les deux membres étant strictement positifs on en déduit : L (|z|) =—In (1 - |z ) , et finalement :

L)< ()]

S—ln(l—

. n n o 7 J R
Par suite on a pour neN" : ‘L(z") z ) ~ |z| car |z|<1 ; la série géométrique
n—>+0

22” converge et par comparaison : [La série ZL(Z") converge absolument].

n n=l

5 — Comme I’exponentielle ne s’annule pas sur C, ona P(z)#0.

1




En outre par continuité de I’exponentielle on a :

exp[iuz")j—exp(;gnssz( )= timeso{ 37| i Teso( (=)

n=l1

et finalement : |P(z) =

N —+o0 el 1_

_ 1
Pour >0 ona ¢’ €D etdonc P(e )— lim | I — ; par croissance de la suite a termes
N —>+o0 —e

—nt

N
strictement positifs (H

n=1

ln(P(e"t))lei_)r?mln(ﬁl lmJ —th Zln(l e_”’)
nel 11— e

€

1 J ona P(e‘t) >0 et on peut affirmer par continuité de In :
—e
N2l

En d’autres termes : [la série Zln(l —e"”) converge et ln(P(e*’ )) = —Zln(l —e*”’) :

n=l

Partie B

6 —La fonction partie entiére est notoirement continue par morceaux sur R et I’ensemble des

fonctions continues par morceaux sur R est un sous-espace vectoriel de R™. Il s’en suit que la
fonction ¢ est continue par morceaux sur R.

Sachant que | x+1|=1+| x |, on a immédiatement g(x+1)=g(x) et g est I-périodique.

Enfin pour x € R, de partie entiere n :
e Si xeZ, alors | —x |=—n. Done ¢(x)=g(~x) :% et |g(x)] =[a(=x)|.
e Sinon n<x<n+l et —n—l<-x<-n, donc |-x|=-n—1. 1l s’en suit que
q(x)zx—n—% et q(—x)z—x+n+%=—q(x) - on a & nouveau |g(x) =|g(x)|

Donc dans tous les cas ‘q(x)‘ = ‘q(—x)‘ et |g| est paire.

7 — La fonction a intégrer est continue par morceaux sur [1,+00]. Par ailleurs, comme

q(x)= x—% sur [0,1] ona ‘q(x)‘ S% sur [0,1] et cette inégalité s’étend & R par périodicité.

| )| 12 H
‘ e _lu»+oo 2

—- converge, on en déduit que J
u 1

Ainsipour u>1et >0 :

+00

#u)ldu converge pour

Comme en outre I’intégrale J
1

toutréel 1> 0.

n -1 k+1 (u)
8—P0urn>10naj Z

1 k=1



1 k+lq(u) k+1 k-l-i
Or pour k entier et u €[k,k+1[ ona q(u):u—k—E, donc J du :J (1— 2jdu
k

etdoncjl ) gy — -1 Z( j (kl_:lj' o u

Par télescopage, Zln(kljlj = ln(n), et par ailleurs en forgant le télescopage :
n—1 n—1 n—1
$hl ("“] S (k1) (k +1)—kIn(k)) =S In(k +1) = nln(n) - In(n)
k=1 k=1 k=1

On regroupe tout : J Mdu=n—l——ln(n)—nln(n)Jrln(n!):ln e'n! —1l
1 2 n"\/;

u

9 — On rappelle quon a vu que |q|£1/2. De la on a pour x>1:

f“ _q(u) du
x| U

hml_x_| +00 et donc lim =0,dou: hmj Q(”)duzo.
L

X—>+00 x40 LxJ X400 x| u

ol . :
< du < X L’inégalité x|>x-1 montre
Jm 2u 2ij( L) ZL i L=

Par suite on a pour x>2 et n, =[x |>1:

JXMdu:J”*q( u), J_”)

X ny, '
On vient de voir que limJ q( )du 0 tandis quej 9 u)d =In [ N ]—I.Avec la

nY
X—>+00 n, u 1 u nx 2 ’nx

~ «/2m, donc sachant n_ eN" et limn =+c0 ona:

n »\/ n—+0 x40

lim =21 puis lim J a(v) du = %ln(Zn) —1, et finalement :

X—>+00 7’l [ x X—>+00 u

formule de Stirling, on a

lim J av) 4, :%ln(Zn)—l

X—>+00 1 u

On en déduit : [I’intégrale J Mdu converge et J Mdu :%ln(Zn)—l.

1 u 1 u

10 — On sait que pour u>0 on a e¢"e]0,1[ donc ln(l—e'”)=—§le’"”. Posons
n=l 1

fi(u)= Lo Alors :

n

. ) L, 4o | L
® Pour neN", f, est continue et intégrable sur [0,+o0[ et J-O f, =—— (immédiat).
n



e [a série de fonctions z f, converge simplement sur ]O,+oo[ vers la fonction continue

nxl

U ln(l—e"”).

% +00
® Pour ne N, .[0

J

On déduit de ces trois points :

40 1 . . 1
= —IO | = el et la série numérique Z—z converge.

n=l1

L’intégrale J-Om ln(l —e )du converge et J'OM In (1 —e" )du = —i% = —%2
n=1 1

—X

11 — Soit f1a fonction définie sur ]0,+o0[ par f(x)= 1= ; fest dérivable sur ]0,+o0[ et on

xe " —=1+e™*
xZ

apour x>0 : f'(x)= ;onpose g(x)=xe" —1+e™, de dérivée donnée par :

Vx>0,g'(x)=e"—xe —e " =—xe* <0
Donc g est strictement décroissante sur |0,+o0[ puis sur [0,+o0[ par continuité en 0 et en outre

2(0)=0.Donc Vx>0,g(x) <0, puis Vx>0, f'(x)<0. Ainsi :

fest strictement décroissante sur ]O,+oo[ .

Par suite, pour u €]0,1] et >0 ona en posant x=fu : 0<x<t. Puis sachant lim f(x)=1
x—0"
_ At _ atu At _ atu
onaf(t)Sf(x)<1.Donc1 ¢ l=e <1 puis ln( ! te ]Sln(l © j<ln(u).
t tu u

tu

La fonction u —

est prolongeable par continuité en 0, donc elle est intégrable sur ]O,l] ;
u

en outre la fonction In est notoirement intégrable sur ]0,1] tout comme la fonction

u Hln(ul_te_ J:In(u)ﬂn[l_te_ ] Ainsi :
ln{l_e ]Jrj-olln(u)du SJ.;ln[l_e jdu SI;ln(u)du

t u

Or [ (u)du =[un(u)~u], = 1. Ainsi : —1+ln(1_e ]gﬁln(l_eujdu <-1.

t u

—t

. 1-e . l1-¢” .
Or lim =1 puis lim ln( }: 0, donc les deux termes extérieurs tendent vers —1 en

A t—0" t

_atu
0" et la Gendarmerie Nationale nous indique alors : |lim Olln(1 © ]du =-1|
t—0" u

12 — On fixe k € N et on pose pour ¢ >0 et ue[k/2,(k+1)/2] D o(tu)= tq(ui sit>0 et

tu

(p(O,u):M

u




e Pour tout 7 >0, la fonction u (p(t,u) est continue par morceaux (cf Q6) et a ce titre
intégrable sur le segment |:k/2,(k+1)/2] lorsque k e N*.

e Pour tout u € |:k/2,(k+1)/2], la fonction 7> ¢(z,u) est continue sur ]0,+o0[ . En

t
outre ¢(,u) ~ M, donc lime(t,u) ~ ax)
—0"  fuy t—0" =07y
en outre continue en 0 ; elle est finalement bien continue sur R
® Reste la domination. Pour >0 et u € [k /2,(k+1)/ 2] on a sachant ¢" —1>x :

ot < 20 Lot)

tu u

=¢(0,u) et la fonction ¢ > ¢(#,u) est

M reste valide pour ¢ =0. De plus la fonction u — M est

et ’inégalité ‘(p(t,u)‘ <
u u

intégrable (car continue par morceaux) sur le segment |:k /2,(k+1)/ 2] :

Il ressort de tous ces points que |u, est continue sur R”|.

13 — Soit >0, k€ N". On raisonne selon la parité de £ :

e Si k est pair, alors pour ue[k/2,(k+1)/2] on a I_MJ:% et q(u):u—%éo ;

(k+1)/2 —tq (u) (k+1)/2 t‘q (u)‘

done ‘1) < o (1) == (0)= | —du:J

tu 1 tu 1 du .
¢ k2 o €T kw2 €7

e Si k est impair, alors pour ue[k/2,(k+l)/2[ on a LuJ:? et q(u):u—gzo ;

) (k+1)/2 t‘q(u)‘
on a alors de méme : ‘uk (t)‘ =u, (1) = ”‘—ldu :
w2 ©
(k+1)2
Donc dans tous les cas : ‘uk (t)‘ = j Mdu .
ki2 e’ —1

I1 ressort en outre des études de signes précédentes que |u, (t) = (—l)k+1 u, (t)‘ 1l y a ici une

coquille dans I’énonce.
11 s’en suit que la suite (u, (t))keN* est alternée.

(k+1)/2
En outre la majoration ‘uk(t)‘éajm e’”—ldug 2 (e’”fz—l) ——0 montre que
lim Ju, (2)|=0.

Regardons maintenant la décroissance en utilisant que ¢ est 1-périodique et que |q| est paire :

e Si k est pair on fait les changements de variable u =v+k/2 dans ‘”k (t)‘ et

U, (t)‘ :
n 0 ; no
‘”k (t)‘ = J ‘q(V)‘ dv et ju,,, (t)‘ = J t(l-lc/]ZEvt\?‘ dv W_ZVJ t(1+k‘Z)(M;n)v‘ dw

kt/2 (tv
1€ e’ -1 o © e -1

u=1+v+k/2 dans

o € e" =1



Orpour we([0,1/2], t(1-w)=mw, donc ¢*? (e’“’ - et(l_w)) <0 puis e < gtk

o (1) < | (1))

e Si k est impair, on fait le changement de variable u :v+(k+l)/ 2 dans ‘”k (t)‘ et

uk+1(t)‘ :
" ta() 7 ta(w) ¢ ta(v)
‘l/lk (t)‘ = de = Wd\) et ‘uk+l (t)‘ = de
-1/2 0 0

e
u,., (t)‘

ukﬂ(t)‘ et la suite (‘uk DkeN* est décroissante.

finalement

Or pour ve[0,1/2], e —1< ™" -1 donc ‘uk ‘>

Finalement dans tous les cas ‘u . (t)‘ >

Toutes les hypotheses du critere sur les séries alternées ont été vérifiées on peut conclure :

s (n+1) /Zt‘ ‘
D u (1) S‘un (t)‘Sj ——du
k=n n/2 € _1

t

(n+1)72 (n+1)/2

14 1 t e \ X

Or - ‘Z ‘du < ———du=——-——; on utilise a nouveau ¢" —12>x pour
wr € 1 2),, ¢ -l 4(en _1)

La série Zuk (t) converge et on a la majoration du reste
k=1

' (n+1)/2 t‘ (u)‘ / 1
obtenir : - du < et finalement :
Ly ei—=1 ant/2 2n

Ta(u)

14 — On commence par remarquer I’existence de J -

1 du a été établie a la question 7 pour
1 € —

¢t >0 et on peut alors écrire : J du Z”k . En outre on a également vu a la question
| _

9 la convergence de J Mdu et on peut écrire J Mdu = iuk (0)
u 1

u
1 1
Or il a été vu que les fonctions u, sont continues sur R* et on vient de montrer la convergence

S, (1)

k=n

simple de Zuk sur R" ; en outre la majoration du reste

1
<— (prouvée sur |0,+oo
k>l 2n @ ] [

et admise en 0) montre que la convergence est uniforme sur [O, +oo[ . Il s’en suit que Zuk est
k=1

continue sur [0,+o0[ et donc que hmZuk (1)= iuk (0) ce qui signifie :

t—0"

lim J tq (u )du:J q(4) 4, (1) |
t—0" 1 e 1 1 2

u
u

15 — On sait que sur [k,k +1[ on a q(t) =t—k —% ce qui nous amene a découper I’intégrale :

kl -
tu( k )
d = —du
j1 kzl: k l-e

On integre par parties :



—e u=k

k+1 , —tu —k—i n +
L %du:[(”‘k—%)m(l—e'mﬂ g du

1 —t(k+ 1 —1 ket —tu
:Eln(l—e (k l))+§ln(1—e k)—jk lln(l—e )du
Avec la question 5 on apour >0 :

%g(ln(l—e_t(“l))"'ln(l —e*’k)) = —ln(P(e’))—%ln(l —eft)

donc : J:wz(—f)du = —ln(P(e-f )) _%ln(l —e! ) _ gj'kk“ ln(l e )du . Or I’équivalent
(valide pour 7>0) ln(l —e™ )u_;w— e ™ montre I’existence de Lﬂo ln(l —e™ )du , donc

i J. :H In (1 - ) du = J‘:w In (1 —-e™ )du et finalement :
k=1

. —t 1 ~t +eo —tu
‘v’t>0,J1 ei(fidu=—ln(P(e ))—Eln(l—e )—L ln(l—e )du

+o0

16 — Ainsi pour >0 : ln(P(e")):—J tq(—uzdu—%ln(l—e‘t)—J‘:wln(]_e‘”')du_
1 © —

On regarde chaque terme :
° ln(l—e"t) = ln(t+0(t2))=ln(t)+ln(1+0(t))=ln(t)+0(t)=ln(t)+0(l).

t—>0"
e Avec la question 14 : J ti]u(uzdu = ln(22n) —1+0(1)
, e’ - 1>
2 t

® Avec la question 10 : jl wln(l—e"’”)du = %L ln(l—e_v)du :—%—%J‘Oln(l—e”)dv
On a établi : ln(l—e*V) = In(v)+0O(v), donc il existe une fonction r, bornée par une
constante K telle que ln(l — e‘v) =In(v)+vr(v).Dela:

1t _V Y 1 et

;.[0 ln(l—e )du =;IO ln(v)dv+;jovr(v)dv.

1 tin(r)—1t : 1 1 tK
Or ;joln(v)dvz ; t:yln(t)—ljto(l), tandis que ;jovr(v)dv SK;fovdv:7
1 ¢t
et donc ;Lvr(v)dvtjro(l).
2
On regroupe tout : ln(P(e")) =1 —@—@+%+ ln(t) -1 +0(1) et finalement :
2
ln(P(e ’)):—ln(zzn)+lnTt)+n—t+o(l).




Partie C

N
17 - Soit (a,,....ay) € P, . Pour k€[[1,N] on a par positivit¢ des a, : a, <ka, <) ia,=n ;

i=1

donc pour chaque kona 0<a, <n etdonc (&,...,ay)€[0,n]" . Onamontré: P, <[0,n]".
De plus pour N >1 ona (n,0,...,0)e P, ,, donc P, , #O.
Considérons I’application ¢ définie sur P, par @(a;,...,ay)=(a,....ay,0). @ est clairement

injective et a valeurs dans P, ;. Donc card(Pn’N) < card(PmNH) et p,y < P, ya- On vient de

montrer que : [la suite ( Doy )N>l est croissante].

N+l
Pour NZmax(n,l) et (al,...,aNH)ePN+l ona n= ZZCI > N+1)aN+l, donc si on avait
i=1

ay,, #0 alors a,,, =21 et n=N+12n+1 :absurde. Donc a,,, =0 et’application injective ¢

précédemment définie est également surjective de P, dans P ,,,. Donc

card(Pm )— card( ’ N+1) et finalement p, , =p, v, :

La suite ( D )N>1 est stationnaire a partir du rang #|.

On notera pour la suite qu’on a donc p, = p, ..

+00
= Zsz . On a donc le résultat voulu avec :

18 —Pour ze D ona ‘zN‘<1 donc :
—Zz k=0

a, y =0 sinn’est pas un multiple de N et a, , =1 sinon|.

Soit ze D. Appelons HR,, la propriété :

N

400
_ nos
k zpn,NZ
n k=1 n=0

Pour N=1:o0na P, = {(n)} donc p,, =1 etla série z P,z estabsolument convergente de

nxl

somme z Doz’ —Zz :— donc HR, est vraie.

n=0
Supposons désormais HRN vraie. On a alors :

N+1 +00
(Z P, N2 j(z an,N+IZ” j .
n=0

Les deux séries sont absolument convergente : celle de gauche par hypothése de récurrence et

k=1 l-z

celle de droite car c’est la série géométrique de raison ‘ZN ‘ < 1. Donc par produit de Cauchy :

N+l 1 +00
H Z(ZpkNan kN+1jZ

k=11_Z n=0 \_k=0

Or on a la réunion disjointe :



k=1

= U{(al,...,aN,i),(ap---aaN) N et Yk, - ”_(N”)l}

ieN k=1

N+l
_ n+l _
Py —{(al,...,aN+l)eN ,Zkak —n}

Orpour ieN :

N
card{(al,...,aN,z'),(al,...,aN) e NV et Zkak =n—(N+1)i

k=1

} 0sin—(N+1)i<0

Dy STRON

Ainsi: p,yu= D, D, (Vo) Z:pkNan,”\,+1 (onaposé k=n—(N+1)i : ke[0,n] etle

ieN k=0
n—(N+l)120

terme p, , estneutralisé par a,_, ,,, lorsque n—k n’est pas un multiple de N +1). Finalement

N+1 +o0
= z DPinaZ €t HR,  estvraie. CQFD.
n=0
14 4
19— On a pour x€[0,]] z = an,nx” . Or on a vu que la suite (pn,N )N> est constante,
=0 =0 =
14 4
donc pour n</ ona p,, =p, z z p,,X" etpar positivité :
n=0 n=0
4 ( 1
z x <zpn1x _H k
n=0 n=0 k=0 I_X
S|
Or la suite Hl - est croissante, donc inférieure a sa limite P(x) (question 5). On a
k=0 —X leN

donc : z p,x" < P(x) . Par suite la série Z p,x" converge pour x € [0,1[ en tant que série a

n

termes positifs dont les sommes partielles sont majorée, et diverge grossierement pour x =1

car p, >21. Donc : le rayon de convergence de la série enticre z p,x" estl]

n

20— Soit ze D et N e N" ; il résulte du résultat ci-dessus que la série Z p,z" converge, et la

n

convergence de Z PunZ a déja été ¢tablie. On peut donc

regarder f, (z an an,Nz". Or pour n<N on a p,,=p,, donc
=0

+00

fv(z)= z (pn —pn,N)z” . Or par croissance, pour n>N+1: 0<p,  —p,  <p,  , donc

n=N+1

|7 ——==—0.0r lim Zp wZ"=P(z).Onadonc:

N>+

()<

n=N+1

ZPZ _fN anNZ WP( )

Le membre de gauche ne dépend pas de N et ainsi : Z p,z'=P(z




21 —Pour >0 ona: f e"i”eP(e"eie)de = zpkei(k*n)efkt do
" —n k=0
i(k=n)0—kt

Or |p,e

=pe . 0r e €[0,1] et on a vu que la série entiére )_ p,x* est de rayon 1.
k

Donc la séric numérique »_ p,e™

k

converge et la série de fonctions (de la variable 6)

i(k—n)e—kt
> pe converge normalement sur le segment |-, 7).
k

Donc fne_i"eP( B ‘e)de Zpk ’“J._ne(k*")ede. Or '[nnei(k_")ed(%:O pour k#n et

f ¢“°d0 =2 sinon. 1l reste donc : f e"i”eP( - ‘e)de 2np e et finalement :

nt nt -\ (" o0 ~1aif
Pa= Ee’i”eP(e”eie)dG S Pl )J’ Pl )dG

2n P(e*’)

Partie D

1

-z

xe e D, donc 1—x=exp(—L(x)) ot — :exp(L(xeie)).

22 — On rappelle que pour ze D on a

:exp(L(z)). Comme x&[0,1[ ona xeD et

1—xe®
Ainsi : —xie =ex p(L(xe ) L(x)) et — :exp(Re(L(xeie)—L(x))).
—xe
Or Re w e ) _§ x cos(n@) tandis que Re(L(x)):Re ix—n v
n q n=1 n n=1 n ’
doil (*w cos(n6)— }
1—xe®
Or iw (cos(e) 1)+§Mx” ,d’ou f“%x” <cos(0)-1 et
n=l1 n n=2 n n=1 n
<0
finalement : ‘1—_xei° Sexp((cos(e)—l)x).
P(xe® N
Or pour zeD on a P(x dim ] , donc 1():2)) =1}Lr§w1}ﬁ puis par
P 0 N _oon
continuité du module : M = lim H I-x 5|- Or avec le résultat ci-dessus :
P(x) Nt L] — x"e™”
Nl 1—x" ul
I T Sexp( (cos(n@)—l)x ]

n=1 n=l1

10




+00 1 Hoo o 1 +00 1
Or  x"=——-—lcet ) e"x"= ——1 d’ou ) cos(n0)x" =Re — |—1 et donc en
Z‘ 1—x nz‘ 1—e“x nzzl“ (n0) (l—elexj
passant a la limite, avec la continuité de 1’exponentielle :
P (xeie)

1 1
S " A Sexp(Re(l_xeie]—l_xj .

P(x)

23 — Toujours sous les hypotheses de I’énoncé on a :

1 —Re( 1 j_ 1 l-xcos(0) _xz(l—cos(e))+x(l—cos( ))

0
1- 1-xe® ) 1-x 1+x2—2xcos(6)_ (1—x)(1+x2—2xcos(6))

Le dénominateur est positif car 1+x” —2xcos(0) = ‘1 - xeie‘2 et x*(1—cos(0))>0. On a donc

1 ( 1 j> x(1-cos(0))

bien en réarrangeant le dénominateur : | ———Re = >
L=xe" ) (1=x)((1-x)" +2x(1-cos(0)))

I-x
P(xeie) 3 exp[ —x(l—cos(@)) J
P(x) (1=x)((1=x)" +2x(1-cos(0)))

On suppose désormais que x € [4,1].

® 1 cas : si (l—x)2 Sx(l—cos(e))

Il s’en suit que

Alors (1—x)2+2x(1—cos(6))S3x(l—cos(6)) et sachant —x(l—cos(@))go on en

1-x
Sexp( - ]
3(1—x)
Or

® 21me cas - si (1—x)2 > x(l—cos(e))

P(xeie)

P(x)

déduit

Alors (l—x)z+2x(1—cos(9))£3(1—x)2 et de méme |———~

Or —x < —% ce qui permet de conclure :

L’alternative de I’énoncé est donc bien établie.

1-cos(6)

24 — Regardons la fonction f:0+> e prolongée par continuit¢ en 0 en posant

1 . ..
7(0)= 5 alors f‘est continue sur le segment [—m, 7] et admet un minimum o = (6, ) sur ce

segment. Donc V6 €[-n, 7], f(6)>o. En outre pour 8 e[—n,nt] et 60 ona 1—cos(6)>0
et £(0)>0 et parailleurs f(0)>0, donc o= f(6,)>0 et finalement :

On a bien trouvé a >0 tel que VO e[-m,nt],1-cos(6)>ab’.
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P(xeie)
P(x)

Donc pour 0 e [—n, TE] et x Z% on a en reprenant I’alternative précédente :
P(e tele) { 1 ] |P —t 19 | —0(,62
<exp — | ou
(i-e)) | P \

t 10 t 10

P(e e )_exp(_—lj ou P(e e )

3t
¢t 10 2/3 23
Plee’) Sexp( o J AN e =L

3 1 |P xele)|< —(1-cos(0)) - -06’
‘e’“’(s(l—x](’ 70 \“"( (1) J‘e"p(éu—fo
P(e”)
<ox —af’
P(e) Ple) | p( 6’ J
H
P(eft) 32

Donc en particulier pour ¢, =In(2) et 7€ 0,7,] ona ¢ €[4,1], donc I'alternative devient :
On rappelle que €' >1—¢ etdonc que t>1—¢ >0 donc:

e Dans le premier cas, on utilise que ~— <1 pour écrire :

e Dans le second cas :

—_0? _p(0)
< exp(a—?] =e ) avec 3 :%

6t

On a donc bien les inégalités voulues.

e . . . —[3([’3/26)2 _y(fs/z‘e‘)m
25 — On a ainsi I’inégalité toujours valide pour 0 <¢<¢, : +e .

“ e 5 Ple le)de < “ Plee’) deﬁf (eﬁ (%) +eV(’“9)2ysjde
LR ) ]

On utilise la parité (pour se débarrasser de la valeur absolue) et on fait le changement de variable

affine x=1""90 :
" 71L9 Ple el T g\ VRTINS 2 ) .
e (—)de < 2J (e W)y ) jde =22 (" (efﬁ" +e " )dx
L P : ’
Par positivité de la fonction intégrée on a donc pour 0<¢<¢, :
T T[ 9 P t 0
) g
L P
L’intégrale résiduelle ne dépend plus de ¢ et cette majoration montre donc :

Dela:

2 2/3
< 2t3/2 (e"ﬁ" +e ™ )dx

12



P(efn/\/@eie )

26 — Comme lim T =0" on a donc J g o

n—»+0 67’[

do = O(%j Par ailleurs
t—0" n

comme >0 on peut écrire (1) avec ¢ = et on obtient :

T T
Jén Jén
en«/;/\/gP(efn/\/a

" —nfen 0
p, = > ) J o0 PIEZGK/\/;)) do = enﬁ/ﬁp(e—n/@)o(ﬁj

On utilise alors la question 16 : P(e"t) ~ 6:7’2/6’\/;L = 0(6"2/6’\/;) . Donc
t—

\/ﬂ t—0"

P(efn/\/@) _ O(enﬁ/\/gnflm) '

n—>+0

ezm/Z/\/En—mJ

3/4
n

exp(n 27”)

n

=0 . CQFD.

n—>+0

On regroupe tout: p, = O(
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