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[A].Fonctions L et P.

1. Le rayon de convergence est 1 , d’apres la regle de d’Alembert.On a donc la convergence pour

tout z€ D :
nz:l; —1In(1 —2) Vz el —1,1]
2.812=0, ®(t)=0 VteR.
Size D, z#0, onpose, a, = Z?: ona Dt Z a,t" , c’est la somme d’une série entiere

1
de rayon de convergence — > 1, ® est donc de dérivable sur [—1,1] :

E

+oo +o00 P
H=> 1" =2 (t2)" = 1%
n=1 n=1

3. \I/(t):u—tz)l_ztz exp(L(t2)) — zexp(L(tz)) =0 V¢ € [0,1]

La dérivée est nulle sur l'intervalle [0, 1] , donc la fonction est constante , et sa valeur en 0 est

v(0)=1: 1
L=W(0) = ¥(1) = (1 = 2) exp(L(2)) = exp(L(2)) = 1—
L |_|f:j7:,<z n(1—|z)) VzeD.
PourzEB 2" g0 0

0 <[L(z")] < =In(1 = [2"]) ~ [2"]
Comme la série > [2"| est convergente (|z| < 1), la série Y L(2") est absolument conver-
n>1 n>1
gente d’apres CCSTP | elle est donc convergente (dans C toute série absolument convergente
est convergente).

z) = exp [io L(z”)] zeD

5. Z L(2™) € C, car la série est convergente , et on sait que ¢® #0 Vb€ C, donc P(z) # 0.

La continuité de la fonction exponentielle nous permet d’écrire :

P(z) = lim exp ZL = lim Hexp = lim H

N—+o0 1 N—>+oo . N—)—i—oo 1 —2zn

t

On prend t >0 et z =e " €]0,1[€ D , et en utilisant la continuité de In sur |0, +o0| :

N 1 N
H ﬁ —7N—s+to00 P(eit) > — Z ln(l — efm) —N—s+to0 1n(P<@7t)
—_° n=1

>0

daouia__abdelkader@hotmail. fr 1



Pr. Daouia Abdelkader

Etona :
In(P Z In(1 *"t Vt >0

B. Développement asymptotique en variable réelle

. La fonction : x+—— |z] est continue sur R\ Z , elle admet une limite a droite et & gauche en
tout point de Z.
q est donc continue sur R\ Z , pour € Z :

1 ) 1
Jm oglz) =5, lm g(r)=—7
q est donc continue par morceaux sur R.
1 1 PP
gz+1)=x+1— |z| —1—5 =z+1—|z+1] —5 = q(z) , q est 1-périodique.

On restreint 1’étude a U'intervalle [—5, 5] : Pour x €]0, 5[ :

1 1 1 1
gy =o—5 = la@)l =51, a(-2) = —r+1-3 = w3 > 0= |g(-a)| = lq(z)]

u
. Pour ¢ >0, la fonction : v +— t(i( )1 est continue par morceaux sur [1,+oo[ , comme la
e J—
fonction ¢ est périodique et continue par morceaux , elle est donc bornée sur R :
2
- uPq(u) q(u) 1
ugrﬂoo etv —1 0 = elu —1 O(uz)

La comparaison avec 'intégrale de Riemann ,permet de justifier I'intégrabilité de la fonction.

. On va utiliser la périodicité de ¢ , et utiliser la relation de Chasles :

/" q(u) /’““ q(u

1
Pour w € [k, k+ 1], on a q(u):u—k—§:

/I”Q( /kHdU— +;)/kk+1du:n_l_nz_:(kjt;)(ln(k—l—l)—ln(k:))

u k=1

n

=n—1-) (k+ 2)ln(k) —I—:z_:(k:—i- ;)ln(k)

k=1

:n—l—niln(k)—(n%—;)ln(n)

:n—l—kzi:ln(k)—(n—f—;)ln(n)

n

=n—1+1In(n!) —nln(n) — :Lln(n) =1In <n2'jﬁ> -1
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9. q est bornée sur R GM >0 : |q(U)|§M VueR:

10.

11.

xT

| L o) o, \<M/L$Judu—M1n(M)

Ed

Onsait que 1z — 1< |z| <z = =— —,_,, 1, et on trouve alors le résultat.
x

Soit x € [1,400[, on pose n = |z] :

/fq( /q du +/ a) g, = (%)—1+qu(ydu

—>a:*>+ooo

On rappelle la formule de Stirling :

1
nl ~n"e"V2rn = lim = —In(2n)
n—s-+o0o 2

L’intégrale est donc convergente , et sa valeur est :

/ ) g, ;mm) 1

u

On rappelle le DESE :

On peut alors écrire :

400 400 +oo e~
| w0 = ey = - /
0

+oo0 g—NU 1 +oo
= / du = — , on remarque alors que Z /
0 n n n>1

Ll
0

, on peut donc intervertir somme et intégrale :

T e =y LT
A o
C’est facile d’établir que : 1+2<e®* = (14+2)e* <0 Vz>0.
1—e®
On pose h(z) = ¢ r e RY.
, 1-(1 —

h est dérivable , et h (x) = ( tx)e <0 xR} ,hest donc décroissante .

x

On prend une suite (t,), CJ0,1] qui converge vers 0,

1 — e utn
et on pose f,(u) =1In (%) u €]0,1] . Un simple développement limité donne :

n

lim f,(u) = In(u) u €]0, 1]

n—-—+o0o

La suite (f,), est une suite de fonctions continues sur |0, 1] , elle converge simplement vers

une fonction continue . Pour I'’hypothese de domination , on remarque que :

1 _ ,—uty 1 _ ,—utn
1> % T u=ht)u>h(u  VneN  Vueo,1]

tn ut,
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On en déduit facilement :

Fu(0)] < plw) = —In(w) + B(1)]  VneN  Vuelo,]

@ est intégrable sur |0, 1] , on peut donc utiliser le théoréme de la convergence dominée :

Ceci

12. (a)

1 1 — —utn
lim In (#
t

n—+o0 Jo

)du = /01 In(u)du = lim {u In(u) — u}l =-1

n a—0 a

étant vrai pour toute suite (¢,), CJ0,1] qui converge vers 0 , on a donc :
1

1— —ut 1
lim In (%)du = / In(u)du = —1
0

t—0* Jo

Continuité sur 0, +oo] :

5 tq(u) =

Pour t €]0,+oc] , on écrit ug(t) :ﬂ - 1du = A g(t,u)du
E et — E
; & bil)

20 2

Vt >0, u+—— g(t,u) est continue par morceaux sur |
Vue [5 51 ¢+ g(t,u) est continue sur 0, +00].
On sait qu’il existe une constante M > 0 : |¢g(u)| < M ¥V u €€ R, on peut donner la

domination :

Mb k k+1
lg(t,u)| < ———  Vte€[a,b] CJ0,+oo]  Vue [, ——]
ez —1 2 2
La fonction dominatrice est une constante , elle est donc intégrable sur le segment [g, %] ,

on peut donc établir la continuité en utilisant le théoreme de continuité sous le signe
intégrale.

Continuité en O :

tu

Ona e >1+tu = u< — 0 UL

tq(u M
‘ t;]( )1‘ < — Vt>0 Vuce [g,%] , la fonction dominatrice est intégrable
etv — U
sur [g, %] , on peut en passant par les suites utiliser le théoreme de la convergence

dominée montrer qu’on a la continuité en 0.

13. Soit t > 0, pour démontrer les résultats , on va traiter les cas k pair , puis impair :

(a)

(b)

On suppose k=2p,pe N*

1

+3 +3t(u—p—1 gl i
wiy= [ g M=)y, i), e e
p P P »

etv — 1 etv — 1 etv — 1

On a donc le résultat pour les entiers pairs .

On fait de méme pour les impairs

k+1 k+2
=2 1 = 1
luk(t)] — Jug(t)] = / = ta(w) du — /k = tla(w) du . On introduit le changement de variable

|

etv —1 ko elu — ]

M

s = k41 — u dans la derniére intégrale :

k+2 k+1

k+1—s) _

kt2 E _ k1 _ k1
/2 tIQ(U)Idu:_/z tlg(k +1 S)Idsz/ = tlg(=s)] ds:/ = tals)l
k1 ptu _ ] it k et( 1

1 etlk+1-s) _ | k et(k+1-s) _ 1

2
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15.
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On a utilisé s — |g(s)| est paire .

=n 1 1
t‘Q( )|(etu -1 B et(k+1-—u) _ 1

(0] = s (0) = |,
Pour u < #1 on atu <t(k+1—u), et on conclut que :
Jun ()] — ux(t)] = 0

La suite (|ug(t)|)g>1 est décroissante .Sa limite est 0 , car on a déja démontré dans la question
7 que l'intégrale est absolument convergente.
On peut donc utiliser la majoration du reste dans le critere spécial des séries alternés :

= Jq(u !
\Zuk SECE _2/ L

u

)du

n—l—l 1 1 1
— Zln(1 < -
n(—, ) =g+ )< o

On vient d’établir que » _ uy, converge uniformément sur [0, +oo[ , comme les termes de la série
k>1
sont continues sur [0, +oo[ (d’apres la question 12) , la somme est alors continue sur [0, +oof ,
et on peut passer a la limite :
too +oo g(u In(27
lim/ q()dU—hmZuk thuk / al )du: ( )—1

t—0 etu 5 t—0 U 2

+oo tq /k+1 tq(u /k+1 t(u—Fk— f)
—=d
| z z u

oo tyete R 1. [kl tetv
R T S (= / g
/ et 2kt o) J o e

k=1 —€

+oo et +o0
(a) / M _gu= lim {u In(1 — e_t“)]f - / In(1 — e ™)du
1 1

1 —etu A—+00

+o0o
=—In(l—-¢") — / In(1 — e ™)du
1

k+1 —tu
(b) / 1t€du = In(1 — e *FDH —In(1 — ™)
k

_ 67tu
On trouve alors :

/1+oo tq(u)du:_ln(l_e_t)_/1+°°1n(1_6_tu)du_§o(k+;)(ln(l—e_(kﬂ)t)_ln(l—e—kt))

etv — 1

—In(l—e") — /1+OO In(1 — e ™)du — Zoo(k — ;)(111(1 —e M) ¢ Eoo(k + ;)<ln(1 — e~k
—ln(l—e_t)—/:oo In(1— )du+2 In(l1—e” )—ki:o(k—;)ln +Z k‘—f— e~k
= —; In(1—e7") — /1+Oo In(1 — e ™)du + Z In(1 —e™)

k=1

= = e) ~ (Pe) - [ m - e
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16, In(P(e ) = — [ e tal) ;111(1 —et- [ (1 — e ) du

etv — 1 1

(a) A etf‘f(ﬁ)]— du —t—0 I1(27T) -1 (Dvaprés la question 9)

(b) En posant le changement de variable tu = s , on trouve

+oo 1 ptoo 1 ptoo T
/ In(1 — e ™)du = 7/ In(1—e %)ds ~q 7/ In(l—e%)ds = —
1 tJi tJo

D’apres la question 10.

(© (1~ e = I (1250 () = (1 )~ ()

—_— ——
—t——00

Ces trois équivalences donnent le résultat.

C. Développement de P en série entiere

17. (n,0,0,...,0) € P,y Densemble est donc non vide .

N
Soit (a1, as,...,ay) € P,y ,ona :0 <ia < Zk‘ak = n , pour tout i € [1,N] , il en
k=1
découle : n
0<a;<—-<n i€[l,N] = P.ycC[0,n]"
7
(ay,as,...,an) € P,y = (a1,a2,...,an,0) € P, y+1,0n peut donc injecter P, y dans P, n1 ,

d’ou la croissance du cardinal.
Si N>n+1 pourlesentiers n+1<k< N, kap<n=aq <7 <l=a,=0
Le cardinal va se stabiliser donc a partir de N = n.

18. z€ D, Z 2N — Z an N2" avec :

n,N = O sinn est pas multlple de N ,et 1 sin est multiple de V.
Soit Ne N*, ze€ D :

N N +oo +o00 +o0
[T —=IX""=>X( X  1)"=Ypw"
k‘=1 k=1 h=0 n=0 (al,ag,...,aN)EPn,N n=0
19. Pour z € | Z D" Z pnaz” (car la suite (p, n)n est constante & partir de n, elles

sont donc toutes constantes a partn" de [ ,pour n <.
Comme tous les termes sont positifs , on peut étendre la majoration :

l +oo l 1
Do pna" <3 pair” =[] 7= < P(@)
n=0 n=0 k=1~ X
Les termes - > 1.
—x
La série Z PnZy converge pour tout x € [0, 1], le rayon de convergence est supérieur ou égal
n>0

a 1, comme la suite (p,), est une suite d’entiers qui ne tend pas vers 0 , on n’a donc pas de
convergence pour x = 1 , d’ou le rayon de convergence est 1.

daouia_abdelkader@hotmazl. fr 6



20. .

21.

22.

Pour z € D, la série Y _ p,|z|" est convergente :
n>0
+o0
Ve >0 dnge N : Vn>ng Zpk\z|k§5
k=n
th—H—oo Pn,N = DPn 0<n<<ng
Et on sait que :
+o0
i S et = ()

\anz _anNZ’<Z‘pn Pa,N) ”\—i)\( —pun)||o["+ Z

On salt que

no

= =no+
0 < Pn — DN § Pn , on peut donc écrire :

+o00 n +oo "
> ‘(pn_pn,N>HZ’ < > pn’z‘ <e
n=no+1 n=no+1

> 1(pn — )| [2]" —N—t0e 0 : Pour ce ¢, il existe Ny : VN > Ny

n=0

+o0o +o0o
\ > ppi" — an,zvz"] < 2
n=0 n=0

On trouve donc le résultat.

On va commencer par 1’ intégrale

ntP -t T . P T ) nt
e (6 )/ e—zn@ (6 e’ )de € / 6—1n9P( —t 10 de_ 7/ —ind Zp e —kt 1k9d9

21 -

nt

m P(e ) o

Pr. Daouia Abdelkader

n
(i
+1

La convergence est normale sur [—m, 7| , on peut donc intervertir , et on utlhse

On retrouve

1 m _
—/ e 9 =0 k#£n ., 1 k=n
2 J—x

le résultat.

D. Contrdle de P

Soit x € [0,1[ et # € R.
1—2  exp(L(ze?))

1 — et

exp(L(z))
= exp (L(a:ew) - L(x)) = exp ( - i(l - emo)fi:)
= exp ( - Jij(l - COS(TLQ)):]:: - Z(Jiol(l - Sin((ng)l:))
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— exp ( — zj(l — cos(nf)) n") exp ( (Jrzj(l - Sm«ne)xn”))

Le dernier membre de droite est un complexe de module 1.

< exp ( - (1- cos(ﬁ))a:)

On a majoré le terme qui reste par 1, car les termes a I'intérieur de ’exponentielle sont négatifs.

Remarque :

On peut faire autrement :
1—=x 1—= 5

A < — (1 — cos(#
‘1 —zel = 1 —xcos(f) — exp( (1 = cos( ))x)

La derniere inégalité est équivalente a :

1—x§(1—xt)exp(—(1—t)x) Veel0,1] Vte|-1,1]

On considere la fonction ¢ , définie par : ¢(t) = (1 —xt) exp ( —(1- t)x) te[-1,1 . @est
croissante sur [—1,0] et décroissante sur [0, 1] , son minimum alors est

min(p(1) =1 -2, ¢(-1) = (1 + q})e_%)

Pour comparer les deux ,on introduit h(z) = (1 + z)e >* — (1 — x) , on dérive deux fois , et
on démontre que h(x) >0 , Yz € [0,1].

(1—2)=(1) <p(t) Vte[-1,1]

Déduction :
P 0 N 1 —
D’apres la question 5 , }()xé)) = limNH%onl;[l (Tfei”@) . Par continuité du module
(1 lipschitzien) et la majoration précédente , on a :
P(ze') ‘ A R "
P | i T () = T (et oo

N—+oc0

= lim (exp il—cosn& )
n=1

=exp(— lim ) (1— cos(nb)z")

N—+00
n=1

+o0 +oo ) 1
b) Y x"cos(nbh) = Re( > 3:”6”‘9> = Re(l_%)
n=1 n=1

xez@
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1 ) 1 l-wzcos(d) z(1+x)(1 — cos(6))
S l-a2 1—2zcos(d) +22 (1 —2)((1—2)2+2x(1—cos())
S z(1 — cos(f))
“(1—2)((1 —x)2+2x(1 — cos(f))

1+ 2 > 1 et tous les autres termes sont positifs.

Déduction :
(a) Si  x(1 —cos(f) < (1—x)* :
x(1 — cos(6)) > x(1 — cos()) > (1 —cos(0)) (x> 1)
(1 —2)((1 —x)% + 22(1 — cos(h)) 3(1—x)3 6(1 —x)3 2
Avec le signe — et la croissance de I'exponentielle , on trouve la premiere majoration.
x(1 — cos(0)) - z(1 — cos()) B 1

(b) - (1—2)((1 —2)2+22(1 —cos(d) = (1 —z)(3z(1 —cos())  3(1 —x)

On conclut comme dans le cas précédent.

() -
1— t 1
On considere la fonction C' : t — ;OS() , C(0) = 5 définie sur [—m, 7.

C' est paire , continue ,strictement positive , elle est alors bornée et atteint ses bornes (le
minimum noté o > 0 :

1 —cos(t) > at? Vt € [—m, 7]

=t <In(2) =ty , pour t €]0,t] :

i. Sie ?(1—rcos(d))>(1—-e")?, on ala majoration :

1 — cos(0)

P(e—teia) ‘
6(1 —et)3

ab?
P(e ) )

)SeXp(_G(l—e—t)3

Sexp(—

1—et

On considere la fonction : t — qui est définit sur ]0,¢o] , prolongeable par

continuité en 0 , strictement positive , elle est alors majorée :

>0 : 1—e "<t telo,ty

On trouve la premiere majoration avec : [ = 655

ii. On raisonne de méme dans ’autre cas.

(d) On va regrouper les deux majoration :

P (e(_tef)‘ < B0 | R
Ple t)y I —

On majore le module de I'intégrale par l'intégrale du module , et on utilise la majoration

précédente.

(e) On utilise les questions 21 et 25 .
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