PC*2

SPOIR

Devoir de Maths a rendre pour le 28 novembre

Les polynémes de Legendre

{Quand on choisit le gendre, il faut le choisir bien
Et ce choix-1a n’est pas affaire de rien ... ))
Alexis Piron, L’amant mystérieuz, Acte 1I, scéne 8, 1776
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2n(n!) dxn

e On pose L,(X) = (22 = 1)").
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« On munit R [X] du produit scalaire : (P|Q) = / P(t)Q(t)dt.
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« On définit 'application ¢ de R [X| dans lui-méme qui au polynéme P associe p(P) = e ((z* = 1)P'(x))
T

1) Montrer que ¢ stabilise R,, [X]. On appelle ¢, I'endomorphisme de R,, [X] induit par ¢.
2) Donner la matrice de ¢, dans la base canonique de R,, [X].
3) Montrer que ¢ est un endomorphisme symétrique de R [X].
4) Montrer que (Lo, ..., L) est une base de R,, [X].
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5) En utilisant la formule de Leibniz, montrer que L, (X) = 2% (Z) (x — )™ (z + 1)".
En déduire L, (1 o
6) On pose P,(X) = (X? — 1)". Etablir les relations suivantes :
2) Ply(X) - 2(n 1 DX PL(X) = 0
b) (X?—-1)P/(X)—-2nXP,(X)=0
7) En déduire
8) L (X) = XLL(X) + (n 4+ 1) Lo(X).
b) ¢(L,) =n(n+1)L,.
8) Montrer que la famille (L,,n € N) est orthogonale.
9) En déduire que XL, (X) est combinaison linéaire de L1, L, et L,_; puis que (n + 1)L,.1(X) —
2n+1)XL,(X)+nL,1(X)=0
10) Montrer que L,y € (R, [X])*.
11) En déduire que L, possede exactement n + 1 racines dans l'intervalle |—1,1] .

12) On note a,, le coefficient dominant de L,,. Montrer que (L}, |L,) = (n + 1)a'n+1 [
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)etL( 1).
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13) Montrer que || L,||> = 2 — 2/ tL,(t) L, (t)dt .
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14) En déduire ||L,|*.

15) Donner une Base OrthoNormale de R [X].
16) Calculer d(X" R, [X]).

— om + 1 -
17) Soit f une fonction continue, définie sur [—1,1]. On pose L, = 1/ n2—l— L, et c,(f) = (f|Ln).
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a) Soit P =Y ML € R, [X]). Montrer que [|f — P|I* = [[£* =Y " (cr())*+ > (e — ()™
k=0 k=0 k=0

b) En déduire d,(f) = d(f, R, [X]).
c) Calculer lim ¢,(f).
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