PC*2 DM 1 : Polynomes et Algebre Linéaire A rendre pour le 25 septembre 2024

Exercice : Théoréeme de Fermat pour les polynomes

Soient A, B,C € C[X] tels que A+ B = C. On suppose que A, B,C n’ont aucune racine commune et que I'un des trois
polynoémes est de degré > 0. On pose D = A'B — AB'.
1. Soit z une racine de ABC' de multiplicité n. Montrer que z est racine de D de multiplicité > n — 1.
2. Omn note p le nombre de racines distinctes de ABC.
(a) Montrer que p > deg(A) 4 deg(B) + deg(C) — deg(D).
(b) Montrer que p > max{deg(A), deg(B),deg(C)}.
3. En déduire le théoréme de Fermat pour les polynomes :
L’équation A™ + B™ = C™ n’a pas de solution dans C[X] si n > 3 sauf si il existe un polynoéme P et trois complexes
a, B, tels que A =aP,B =P et C =~P avec a™ + " =" .

Probléme

Soit E un K e.v. de dimension n.
I Soit f un endomorphisme nilpotent de E dont le noyau est de dimension 1.
1) Soit F un sev de E stable par f et distinct de {Og}. Montrer que dim f(F) = dim F — 1 .
2) En déduire que pour tout k € [0,n], dimIm f* =n — k et dimKer f* =k
3) Déterminer tous les sev stables par f.

II Soient fi,..., fn , n formes linéaires formant une famille libre.
1) Montrer que f1, ..., f, est une base de £ (F,K).
E — K"
2) Montrer que ¢ : est un isomorphisme.
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3) En déduire que Ker f1 N...NKer f,, = {0g}.
4) Soit F un sev de E et H un hyperplan de E. Montrer que dim FNH > dim F —1 .

5) Montrer que si g1, ..., gx sont k formes linéaires formant une famille libre, alors dim (Ker g1 N...NKer gk) =n—k

IIT Matrices magiques :
Définition : On définit les formes linéaires f1,..., f, et g1,..., g, suivantes sur M, (R) :
- Pour tout i € [1,n], et tout A € M,,(R), f;(A) est la somme des coefficients de la ligne 7.
n

n

Autrement dit, f;(A) = Z:a“C et Vj € [1,n], g;(A) = Z akj-
k=1 k=1

Définition : On dit qu'une matrice A est semi-magique si f1(A) = --- = f,(A) = g1(4) = -+ = gn(A4). On notera

SM lensemble des matrices semi-magiques.

Définition : On définit deux forme linéaires "trace” et ”anti-trace” sur M, (R), qu’on notera resp. Tr et ATr comme

n n
suit : pour tout A € M, (K), Tr(A) = Za;@k et ATr(A) = Z Akn+1—Fk-
k=1 k=1
Définition : On dit qu’une matrice A € M, (R) est magique si, et seulement si, f1(A) =--- = fn(A) =g (A) =--- =
gn(A) = Tr(A) = ATr(A). On notera MG l'ensemble des matrices magiques.
1) Cas particulier n = 3.

a) Déterminer toutes les matrices magiques antisymétriques dans Mz(R).

b) Déterminer toutes les matrices magiques symétriques de trace nulle dans M3 (R).
¢) Déduire la forme de toutes les matrices magiques symétriques dans M3z (R).

d) Quelle est la dimension de I'e.v. des matrices magiques pour n = 37

2) Cas général :

a) Montrer que les formes linéaires (f1,..., fn,g1,--.,gn) sont liées.
b) Montrer que la famille de formes linéaires (f1,..., fn,g1,---,9n—1) est libre.
¢) En déduire la dimension de ’e.v. des matrices A telles que f1(A) =-- = fr(A) = q1(4) = =g,(A) =0

d) En déduire la dimension de I'e.v. des matrices semi-magiques .

3) Déterminer la dimension de ’espace des matrices magiques de taille n.



