
PC*2 DM 1 : Polynômes et Algèbre Linéaire A rendre pour le 25 septembre 2024

Exercice : Théorème de Fermat pour les polynômes
Soient A,B,C ∈ C[X] tels que A + B = C. On suppose que A,B,C n’ont aucune racine commune et que l’un des trois

polynômes est de degré > 0. On pose D = A′B −AB′.
1. Soit z une racine de ABC de multiplicité n. Montrer que z est racine de D de multiplicité ⩾ n− 1.
2. On note µ le nombre de racines distinctes de ABC.

(a) Montrer que µ ⩾ deg(A) + deg(B) + deg(C)− deg(D).
(b) Montrer que µ > max{deg(A), deg(B), deg(C)}.

3. En déduire le théorème de Fermat pour les polynômes :
L’équation An + Bn = Cn n’a pas de solution dans C [X] si n ⩾ 3 sauf si il existe un polynôme P et trois complexes
α, β, γ tels que A = αP,B = βP et C = γP avec αn + βn = γn .

Problème
Soit E un K e.v. de dimension n.

I Soit f un endomorphisme nilpotent de E dont le noyau est de dimension 1.
1) Soit F un sev de E stable par f et distinct de {0E}. Montrer que dim f(F ) = dimF − 1 .
2) En déduire que pour tout k ∈ [[0, n]], dim Im fk = n− k et dim Ker fk = k

3) Déterminer tous les sev stables par f .

II Soient f1, ..., fn , n formes linéaires formant une famille libre.
1) Montrer que f1, ..., fn est une base de L (E,K).

2) Montrer que φ :

{
E −→ Kn

x 7−→
(
f1(x), ..., fn(x)

) est un isomorphisme.

3) En déduire que Ker f1 ∩ ... ∩ Ker fn = {0E}.
4) Soit F un sev de E et H un hyperplan de E. Montrer que dimF ∩H ⩾ dimF − 1 .
5) Montrer que si g1, ..., gk sont k formes linéaires formant une famille libre, alors dim

(
Ker g1 ∩ ...∩Ker gk

)
= n− k

III Matrices magiques :
Définition : On définit les formes linéaires f1, . . . , fn et g1, . . . , gn suivantes sur Mn(R) :
- Pour tout i ∈ J1, nK, et tout A ∈ Mn(R), fi(A) est la somme des coefficients de la ligne i.

Autrement dit, fi(A) =

n∑
k=1

ai,k et ∀j ∈ J1, nK, gj(A) =

n∑
k=1

ak,j .

Définition : On dit qu’une matrice A est semi-magique si f1(A) = · · · = fn(A) = g1(A) = · · · = gn(A). On notera
SM l’ensemble des matrices semi-magiques.
Définition : On définit deux forme linéaires ”trace” et ”anti-trace” sur Mn(R), qu’on notera resp. Tr et ATr comme

suit : pour tout A ∈ Mn(K),Tr(A) =

n∑
k=1

ak,k et ATr(A) =

n∑
k=1

ak,n+1−k.

Définition : On dit qu’une matrice A ∈ Mn(R) est magique si, et seulement si, f1(A) = · · · = fn(A) = g1(A) = · · · =
gn(A) = Tr(A) = ATr(A). On notera MG l’ensemble des matrices magiques.

1) Cas particulier n = 3.
a) Déterminer toutes les matrices magiques antisymétriques dans M3(R).
b) Déterminer toutes les matrices magiques symétriques de trace nulle dans M3(R).
c) Déduire la forme de toutes les matrices magiques symétriques dans M3(R).
d) Quelle est la dimension de l’e.v. des matrices magiques pour n = 3 ?

2) Cas général :
a) Montrer que les formes linéaires (f1, . . . , fn, g1, . . . , gn) sont liées.
b) Montrer que la famille de formes linéaires (f1, . . . , fn, g1, . . . , gn−1) est libre.
c) En déduire la dimension de l’e.v. des matrices A telles que f1(A) = · · · = fn(A) = g1(A) = · · · = gn(A) = 0

d) En déduire la dimension de l’e.v. des matrices semi-magiques .
3) Déterminer la dimension de l’espace des matrices magiques de taille n.


