












X Maths 

LE GUYET Kavin 

Note attendue : 10-12 
Note obtenue : 15 

Jury : un homme un peu austère, pas méchant non plus, et qui 
hésitait pas mal quant aux infos qu’il me donnait. 

Exercice : 
1 - Montrer que pour x1, … , xk dans , 

 

(Pas sûr de l’inégalité mais ça doit pas être loin) 

2 - Soit   fini, Ai la projection de A sur . Montrer que :  

 

(je suis plus exactement sûr non plus mais je crois que c’est ça) 

Déroulement : Je commence la première question. Je tente des 
trucs puis j’essaye de commencer avec des cas simples. Pour k = 2 
on conclut avec une identité remarquable, pour k = 3 on reconnaît 
une inégalité arithmético-géométrique. Puis je généralise : Pour k 
quelconque, on peut en fait aussi retrouver une inégalité 
arithmético-géométrique. Pour la deuxième, l’examinateur me guide 
un peu. Je pars pour une récurrence sur le cardinal de A. On pose A 
= A’ U A” (union disjointe) avec  ( est la projection 
orthogonale sur Ei et on veut appliquer l’hypothèse de récurrence. 
Je montre que :  

ℝ+

k

∏
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(1 + xk
i ) ≤ (1 +

k
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(xk
i ))
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A ⊂ ℤn (Ei)⊥

|A |n−1 ≥
n

∏
i=1

|Ai |

π(A′ ) ∪ π(A′ ′ ) = ∅



 (on montre que ce sont deux ensembles disjoints 
en posant un vecteur dans l’intersection et on obtient une absurdité 
avec la définition de A’ et A”. D’où ce résultat. Puis, l’examinateur 
me dit que les 50 min sont passées. Je pensais avoir bien raté cet 
oral en sortant de la salle (une question et demi en une heure, c’est 
peu) mais visiblement ce n’était pas si horrible que ça. 

|Ai | = |A′ i | + |A′ ′ i |
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Enoncé

1/𝑆𝑜𝑖𝑡 (𝑢
𝑛
)

𝑛∈ℕ
 𝑢𝑛𝑒 𝑠𝑢𝑖𝑡𝑒 𝑐𝑜𝑚𝑝𝑙𝑒𝑥𝑒 𝑡𝑒𝑙𝑙𝑒 𝑞𝑢𝑒 

𝑛 +∞
lim
→

𝑢
𝑛

= 0.  𝑂𝑛 𝑝𝑜𝑠𝑒 𝑓:  𝑡 →  
𝑛∈ℕ
∑ 𝑢

𝑛
𝑡𝑛

− 𝑀𝑜𝑛𝑡𝑟𝑒𝑟 𝑞𝑢𝑒 𝑓 𝑒𝑠𝑡 𝑏𝑖𝑒𝑛 𝑑é𝑓𝑖𝑛𝑖𝑒 𝑠𝑢𝑟 ] − 1,  1[ 
− 𝑀𝑜𝑛𝑡𝑟𝑒𝑟 𝑞𝑢𝑒 

𝑡 1−
lim
→

(1 − 𝑡) 𝑓(𝑡) =  0

2/ 𝑆𝑜𝑖𝑡 0 < θ
1

< θ
2

<... < θ
𝑟

< 1 𝑒𝑡 𝑎
1
,  ...,  𝑎

𝑟
 𝑑𝑒𝑠 𝑟é𝑒𝑙𝑠 .  𝑂𝑛 𝑝𝑜𝑠𝑒 𝑢

𝑛
=  

𝑗=1

𝑟

∑ 𝑎
𝑗
𝑐𝑜𝑠(𝑛πθ

𝑗
)

−  𝑀𝑜𝑛𝑡𝑟𝑒𝑟 𝑞𝑢𝑒 (𝑢
𝑛
 →  0) 𝑖𝑚𝑝𝑙𝑖𝑞𝑢𝑒 (𝑎

1
=...  =  𝑎

𝑟
= 0)

Déroulé et éléments de correction
Premier oral de la semaine, je suis assez stressé, aussi parce que je veux mieux faire
que la semaine précédente. L’examinateur semble lui au contraire très relaxé. Il n’est
pas pressé de prendre ma convocation,ni de me dicter l’exercice.
Au début, ça va. On trouve directement la question du domaine de définition. Pour la
suivante, je pars sur la piste d’une transformation d’Abel:

(1 − 𝑡) 𝑓(𝑡) = 𝑢
0

+  
𝑛∈ℕ
∑ (𝑢

𝑛
− 𝑢

𝑛−1
)𝑡𝑛   

J’annonce fièrement qu’on peut conclure parce que cette série entière est bien définie
en 1, et de valeur 0. Et bah non. J’ai totalement oublié que la continuité est définie sur
l’intervalle ouvert de convergence, et il faut des questions répétitives de l’examinateur
(“ je ne comprends pas ce que vous faites”, “vous évaluez en quel point?”, qu’il continue
de poser même alors que je lui ai expliqué mon erreur) pour me faire tilter. Je cherche
un peu, j’ai l’impression que je dois utiliser ce que je viens de trouver. L’examinateur me
réoriente (en prononçant pas beaucoup plus que 3 mots), et je trouve ce qu’on cherche
dans les minutes qui suivent:
𝑃𝑜𝑢𝑟 ε > 0,  𝑁 ∈ ℕ 𝑡𝑒𝑙 𝑞𝑢𝑒 𝑝𝑜𝑢𝑟 𝑡𝑜𝑢𝑡 𝑛 ≥ 𝑁,  |𝑢

𝑛
| ≤ ε ,

|(1 − 𝑡)𝑓(𝑡)| ≤ |1 − 𝑡|
0

𝑁−1

∑ |𝑢
𝑛
| +  |1 − 𝑡|ε

𝑛≥𝑁
∑ |𝑡𝑛|

≤ |1 − 𝑡| * 𝑀 + ε   𝑎𝑣𝑒𝑐 𝑀 𝑢𝑛 𝑚𝑎𝑗𝑜𝑟𝑎𝑛𝑡 𝑑𝑒 𝑙𝑎 𝑠𝑜𝑚𝑚𝑒 𝑝𝑎𝑟𝑡𝑖𝑒𝑙𝑙𝑒 
𝐷'𝑜ù 𝑑𝑎𝑛𝑠 𝑢𝑛 𝑣𝑜𝑖𝑠𝑖𝑛𝑎𝑔𝑒 𝑑𝑒 1,

|(1 − 𝑡)𝑓(𝑡)| ≤ 2ε



Ouais c’est assez basique comme majoration, je suis un peu déçu de ne pas l’avoir vue
avant. Au moins on démontre ce qu’on cherchait.

Pour la suite, je n’ai pas trop d’idées par où partir lorsque l’examinateur me dicte
l’énoncé. Je pars sur un lien suite série, je tourne un peu rond. Puis il me propose
d’utiliser le résultat qu’on vient d’établir. Ah, je n’avais pas compris que c’était le même
exercice. Je ne sais pas si j’ai mal interprété ce qu’il a dit, ou que ça paraissait évident.
Le fait est que je pensais les deux énoncés totalement détachés.
Le calcul de la série entière donne, après interversion,

(1 − 𝑡)
𝑗=1

𝑛

∑ 𝑎
𝑗

1−𝑡 𝑐𝑜𝑠 (πθ
𝑗
)

|1−𝑡 𝑒𝑥𝑝(𝑖θ
𝑗
)|²

Pas joli le résultat. Et surtout, je n’ai pas tant d’idées sur la manière d’avancer. C’est
après avoir pataugé un peu que l’examinateur me dit d’évaluer ça non pas en mais en𝑡

. Le temps d’écrire le résultat, il me dit que l’oral est terminé. Il me demande𝑡 * 𝑒
−𝑖πθ

1

comment j’aurais continué, j’explique que j’aurais cherché à isoler un terme , mais𝑎
𝑗

sans trop savoir où ça mènerait.

Bilan
J’ai connu plus bavard comme examinateur. Il a dû peser chaque phrase qu’il allait
prononcer. Sinon je peux pas dire que j’ai été très bon. Ça ne doit pas faire bonne
impression de pas bien retenir ses théorèmes, et si j’étais plus lucide j’aurais pu éviter
quelques étourderies qui m’auraient fait gagner du temps.
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Oral de mathématiques - X/ESPCI
Nolan BUVAL, PCX2

J’ai eu un exercice qu’on avait corrigé au tableau en TD cette année.

Première question

Soit S ∈ S++
n (R), mq ∃T ∈ S++

n (R), tq S = T 2 (1)

S est diagonalisable dans une base orthonormée par théorème spectral, on écrit S = P diag(λ1, ..., λn)P T ,
où P ∈ On(R). Puisque Sp(S) ⊂ R+

∗ , on peut poser T = P diag(
√
λ1, ...,

√
λn)P T ∈ S++

n (R) et alors
S = T 2.

Deuxième question

Soit S ∈ S++
n (R), A ∈ An(R). Montrer que AS est diagonalisable.

Je propose de montrer le résultat pour S = In et l’examinateur me dit de montrer d’abord qu’on peut
toujours se ramener à ce cas. On écrit S = T 2, T ∈ S++

n (R) et on remarque T (AS)T−1 = TAT qui est
antisymétrique. Donc AS est semblable à une matrice antisymétrique : il suffit donc de montrer le
résultat pour S = In, càd à ce stade de montrer que A est diagonalisable.

A2 ∈ Sn(R) est diagonalisable par théorème spectral. On note les d valeurs propres distinctes de A2

λ1, ..., λd ∈ C. On va se servir du fait que la diagonalisabilité est équivalente à l’existence d’un polynôme
annulateur scindé à racines simples (SARS). On pose : P = ∏d

i=1(X − λi), qui est SARS et annulateur de
A2.

Cas A inversible
Dans ce cas les λi sont non nuls. On pose ∀i, µ2

i = λi. On peut alors factoriser P (A2) = 0 :

P (A2) =
d∏

i=1
(A− µiIn)(A+ µiIn) = Q(A)

où Q = ∏d
i=1(X − µi)(X + µi) est SARS car ∀i, µi 6= −µi. Q(A) = 0 donc A est inversible.

Cas A non inversible
Sans perte de généralité, on suppose λ1 = 0. Les autres λi sont non nuls car on prend tous les λi

distincts.

P (A2) = A2
d∏

i=2
(A− µiIn)(A+ µiIn) = 0

1



Puis je me souvenais plus trop de l’argument donc ça a pris du temps avant d’aboutir.
On décomposeMn,1(R) = Ker(A)⊕⊥Ker(A)⊥. On va montrer que multiplier un vecteur parA le condamne
à être dans Ker(A)⊥. On décompose selon cette somme directe W = U + V ∈ Mn(R) quelconque. Alors
AW = AU + AV = AV et l’antisymétrie de A permet d’écrire pour tout élément du Ker : Z ∈ Ker(A) :

(AW |Z) = (AV |Z) = ZTAV = (ZTAV )T = −V TAZ = 0 (càd que A stabilise Ker(A)⊥)

Donc
∀W ∈Mn(R), AW ∈ Ker(A)⊥

. Prenons un W ∈Mn(R) quelconque.

P (A2)W = A×
(
A

d∏
i=2

(A− µiIn)(A+ µiIn) W
)

= 0

Donc A∏d
i=2(A−µiIn)(A+µiIn) W ∈ Ker(A) mais d’après ce qu’on vient de montrer A∏d

i=2(A−µiIn)(A+
µiIn) W ∈ Ker(A)⊥. Finalement, la somme directe impose A∏d

i=2(A−µiIn)(A+µiIn) W = 0, et ce, pour
tout W ∈Mn(R). Donc A∏d

i=2(A− µiIn)(A+ µiIn) = 0 et on a trouvé un polynôme SARS qui annule A.
Donc A est là encore diagonalisable.

Note obtenue : 15/20

2
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X-ESPCI

Ép
re

uv
e

Oral Mathématiques

Date 17 juin 2019
Lieu X Salle PC104
Examinateur Monsieur plutôt neutre d’une quarantaine d’années
Remarques L’oral dure 40 minutes

Ex
er

cic
e

Algèbre linéaireAlgèbre linéaireAlgèbre linéaireAlgèbre linéaireAlgèbre linéaireAlgèbre linéaireAlgèbre linéaireAlgèbre linéaireAlgèbre linéaireAlgèbre linéaireAlgèbre linéaireAlgèbre linéaireAlgèbre linéaireAlgèbre linéaireAlgèbre linéaireAlgèbre linéaireAlgèbre linéaire



On considère un espace vectoriel E de dimension finie
On considère f inversible tel que g ◦ f + f ◦ g = 0

1. Si g est diagonalisable, montrer que rg(g) est pair
2. Même question si Im(g) ⊕ Ker(g)
3. Qu’en est-il dans le cas général

Cet oral a été mon premier oral de mes concours : j’étais un peu stressé et j’avais mal dormi
Maintenant que je le regarde, cet exercice me paraît même plutôt facile mais sur le coup je n’ai vraiment
pas su quoi dire et l’examinateur a du me guider vers des pistes de réflexion pendant toute la durée de l’oral.

1. Après un silence anormalement long, je commence par m’intéresser à une décomposition E = ⊕
Eλi

tout en essayant d’imaginer comment faire intervenir la parité du rang dans ce problème.
Après pas mal d’hésitation de mon côté, l’examinateur m’invite gentiment à considérer l’hypothèse
f inversible.
J’écris alors g + f−1 ◦ g ◦ f = 0 sans trop comprendre où il veut en venir.
Une intervention supplémentaire pour me demander à quoi cela me fait penser.
Je lui indique sur un ton hésitant que g est semblable à elle même (Absurdité totale) il me demande
si c’est un cas rare. Je remarque ma bourde et corrige rapidement le tir.
Finalement je lui dis que g est semblable à −g.

Ensuite je continue à chercher du côté de mon hypothèse de diagonalisabilité. Je repars de ma
décomposition précédente, j’explique que les polynômes caractéristiques de g et −g étant égaux.
Pour chaque valeur propre λ de g, −λ est également valeur propre de même multiplicité.
Je lui indique alors que la dimension des espaces propres est également la même et que la somme
des dimensions est donc paire
Im(g) = Eλ1 ⊕ Eλ−1 ⊕ − ⊕ Eλn ⊕ Eλ−n

rg(g) = 2n1 + − + 2nn
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2. Même chose que pour la question 1, je n’ai aucune idée de par où commencer
Je voudrais me ramener à quelque chose que je connais mais je ne vois pas trop comment exploiter
cette nouvelle hypothèse
Il me demande d’essayer de me ramener au cas précédent, mais pareil je ne vois pas trop comment
faire ici.
Je finis par écrire une expression du polynôme caractéristique
χg = xα0(x − λ1)α1(x + λ1)α1 − (x − λn)αn(x + λn)αn laborieusement
Ne voyant que de loin comment conclure et comme il n’a pas été convaincu par mon explication, il
me demande de m’intéresser à cette matrice dans une base où est triangulaire

Après beaucoup de douleur et pas mal d’aide j’arrive à



λ1 0 0
λ−1 0 0

. . . 0 0
0 0
0 0
0 0


J’en déduis le résultat demandé après que l’examinateur m’ait demandé pour la nième fois d’écrire
tout ce que je raconte au tableau

3. Il me demande le cas général
Je propose plusieurs pistes
— Contre exemple évident ?
— Repartir de l’idée des démonstrations précédentes
Il me dit que c’est fini. Je sors.

Bi
la

n

Oral catastrophique
Les quelques résultats de cet exercice somme toute facile que j’ai pu mon-
trer, ont été montrés avec beaucoup d’aide de l’examinateur dans la mesure
où il m’invitait toujours à explorer certaines de mes idées sans que je ne
le fasse pas moi-même.
Je peux conseiller aux candidats futurs de tout faire pour rester maitre de
leur oral et de ne pas devenir un candidat passif qui ne saurait où aller
sans indications, car sur la fin de l’oral, même si mes idées étaient souvent
les bonnes, je donnais juste l’impression de ne rien comprendre à ce que
je faisais ce qui ne peut être que désastreux selon moi.

Note attendue 4
Note obtenue 11
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