Mines - 2024 - Maths

Wassim Aliouane PCX2
9 Juillet 2024

Note attendue : 15-16
Note obtenue : 18

1 Sujet
Exercice 1, avec 15min de préparation :

1) Soit A € M3(R), non trigonalisable dans R. Montrer que A diagonalisable dans C.
2) Soit A € M4(R). Montrer que I'une des conditions suivantes est vérifiée :

(i) A trigonalisable dans R

(ii) A est diagonalisable dans C

C) olt (B,C) € Ma(R)?

(iii) A est semblable & une matrice par blocs de la forme (g B

Exercice 2, sans préparation

On définit :

(n+1)7 _: t
vn= [ B v = Uyt U

Nature en fonction de a de Y U, ? De >V, ?

2 Déroulé de ’oral

Exercice 1:

1) 11 faut regarder le polynome caractéristique. Cette question n’est pas dure, mais pénible & rédiger. Je me suis donc
contenté de tout dire a 'oral, ¢a lui allait. x4 = (X — a)(X — )(X — ). Impossible d’avoir o = 3 = v, sinon A serait
trigonalisable sur R. Si « est racine du polynoéme, son conjugué 'est aussi. On a donc forcément le polynéme suivant,
scindé & racines simples : x4 = (X — a)(X — a@)(X — 8),5 € R,a ¢ R. D’ou le résultat.

2) Je n’ai pas fini la question pendant la préparation. On suppose non(i) et non(ii). Montrons qu’on a (iii). Par
un raisonnement analogue a q°l, on montre qu’on a nécessairement la forme suivante du polynome caractéristique :
A= (X —a)*(X —a)%a ¢R

(A—al))Z #0
(A—al})?Z =0

(A—al)Z #0

L 1:3Z e CH, _
emme { (A—al,)?Z :0)

(on a donc aussi pour ce méme Z, {

Effectivement, Ker((A — aly)?) C Ker(A — aly), et l'inclusion est stricte, car le sous-espace propre associé & a est
forcément de dimension 1 (sinon A serait diagonalisable).

Lemme 2 : (A —aly)Z,(A—aly)Z,Z,7) = (e1,e2,e3,e4) est une famille libre

On va noter a = B + i7y, avec nécessairement v # 0, et on prend comme d’habitude (A1, Ao, A3, A\g) € C* tel que

4
2z Aiei =0

En remarquant que (A — aly) et (A — aly) commutent, en multpliant & gauche par (A — aly)(A — @ly) on se retrouve
avec :



/\2(./4 — aI4)(A — @14)2 + )\4(A — CLI4)(A — ZLI4)Z =0

A—aly) =(A—al 241,
En remarquant que {( als) ( aly) +2iy 4, on obtient :

(A - CLI4) = (A - 614) - 21’}/14
2i’y)\2(A — aI4)Z = 2’&"7/\4(14 — aI4)Z

Comme 7 # 0 et que (A —aly)Z et (A—aly)Z sont des vecteurs propres associés & respectivement a et @, donc libres,
on a que Ay = Ay = 0. En effectuant exactement la méme chose une nouvelle fois, on a bien la liberté de la famille. La il
me demande la matrice de A dans cette base. Le calcul est pénible, je vous I’épargne, il est & base de +aly/ — aly, elle

a a 0 0
01 0O N

est de la forme 00 a a (plus trop str de ¢a).
0 0 01

Il faut maintenant trouver une base de R* qui fonctionne et qui donnerait une matrice de la forme voulue. La base
f_

précédante peut s’écrire de la forme (e, €, f, f). Je propose alors de prendre (<€, <€ 1+f

55 Sy Ql.f). Il me demande de
montrer que c’est une base, puis immédiatement apres il me dit qu’il me fait finalement confiance pour ¢a, et qu’il faut
continuer. Les calculs sont affreux pour trouver la matrice dans cette base, ca me prend pas mal de temps. Je ne finis
pas, il me dit que j’étais pas loin, et que les vecteurs ne sont pas dans le bon ordre mais que c’est ¢a. On passe a ’exercice 2.

Exercice 2 :

sin(t)
(t+nm)™

Changement de variable classique + CSSA : U, = (—=1)" [

bien expliciter la divergence pour a0 < 0).
On a par ailleurs : V,, = W Jo sin(u) (14 3%)7* — (14 %E2)=*) du. Si =0, c’est bon. Sinon, on peut trouver
un équivalent de V;,. La il me dit de faire attention a la rigueur des DLs, on est dans une intégrale. Il me fait écrire :
a(a+1)

(1+u)"=1-oau+ 25~u? + u*R(u) ou R est bornée. (Il m’a demandé & quel ordre je voulais le faire, j’ai dit 3 car

je pensais que des termes se simplifiaient, mais l'ordre 1 suffit.). On trouve : V,, = ﬁ Jy sin(u)(£Z + u?R(u)) du on

dt. 1l faut alors & > 0 (Rq : il me demande de

R bornée. On a alors que V;, est équivalent a quelque chose en O(n,}ﬁ), on conclut par critere de Riemann.
Bilan : > U, converge si a > 0 et >V}, converge si a > 0

3 Commentaire

Examinateur que beaucoup ont trouvé insupportable, hautain. Pour ma part, je ne 'ai pas trouvé particulierement
désagréable. Il demande vite de passer & autre chose lorsqu’il comprend qu’on sait faire (un peu comme Mme David,
pour ceux qui Uont eu en kholle). Il parle/explique aussi trés vite. Je trouve que le premier exercice (la 2e question) est
excessivement dur pour Mines-Ponts (par rapport a tout les exercices du concours que j’ai pu voir). Le trouver seul en
15min me semble assez compliqué, apres je n’ai peut-étre pas été assez bon, en tout cas il m’a aidé pour les calculs par
moments. Le deuxiéme est une blague a c6té, c’est du cours. Oral & Chimie ParisTech, ¢’était sympa.
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Candidat, session: Timoléon Rescan, 2024 Classe: PCX2
Epreuve: Maths (aux Mines de Paris) Concours: Mines-Ponts

Note attendue: 15
Note obtenue: 17

Enoncé

Exercice 1 (avec préparation):

Soit f: [a, b]>R, de classe c' X, €la, b[ et Vo> f(xo) tels qu'il existe un cercle C de centre (xo, yo)

passant par (xO, f(xo)) et qui soit toujours au dessus de f. Montrer que f'(xo) =0

Exercice 2:
Soit E un espace vectoriel, p,etp, deux projecteurs.

(i) Montrer que p, +p,estun projecteur si et seulement si p,p,=p,p, = 0

(ii) Montrer que p, t p,estune symétrie si et seulement si p,+ p,= Id

Exercice 3:
Soient p,<p, des nombres premiers, n > p,etqun entier compris entre 1 et n. On note Ei l'événement

"pl_ divise q". Montrer que E1 et E2 sont indépendants si et seulement si il existe k, k1 des entiers naturels

telsquen = kplp2 + klp1 avec klp1 <p,

Déroulé et éléments de correction

18h, troisiéme oral de la journée , en ayant déja deux semaines d'oraux dans les jambes.
Je ne suis pas dans une forme fantastique (logique). Alors quand l'oral débute avec 15
min de retard, autant dire que je commencais a en avoir marre d’attendre. Bon
finalement je rentre quand sort le candidat avant moi (Karim).C'est un examinateur tres
souriant qui m'ouvre, avec le style de Mr.Morin. Jai donc 15 min de préparation en solo
dans la salle, puis mon oral (les avantages de passer en dernier je suppose) .

Je suis un peu déstabilisé en voyant un exercice avec de la géométrie, mais les idées
viennent assez vite: comparer un point du cercle avec f, et regarder la différence de ces
termes lorsque l'on se rapproche de x (donc raisonner avec ¢). Méme si le dessin n'est

pas fondamental ici, il permet quand méme de comprendre la situation, et donc de
savoir comment attaquer le probléme (donc faites des dessins). A cause d'une erreur de
calcul, je ne trouve pas le résultat durant le temps de préparation.



Lors du passage au tableau, je corrige mon erreur (trouvée en fin de préparation), mais
comme le résultat obtenu ne permet pas de conclure, il me faut un peu de temps pour
penser a faire un DL de f pour obtenir une relation qui donne une information sur le
signe de f '(x,) et pouvoir conclure.

On passe donc au 2e exercice, dans lequel je reconnais la question 1. Je la fais vite (avec
un jeu d’acteur que jespere bon). La deuxieme question, je bloque un peu, sans trouver
de sens facile. Il faut une question appuyée de 'examinateur pour que je remarque que
le sens retour est évident (ouais la fatigue ouais). Le sens direct se fait par des
magouilles similaires a la question 1.

Sur le dernier exercice, je suis beaucoup plus guidé. J'ai vu des probas et des nombres
premiers, mon cerveau a un peu arrété de tourner. Par chance, 'une des idées
importantes de l'exercice me vient directement mais formulée de la mauvaise maniere
et mal justifiée:

P(p lgetp,lq) = P(p,p,la)

Lexaminateur (qui ne laissait pas trop les silences durer) me fait montrer ca avec
rigueur. Il me guide aussi sur la piste générale de résolution, ce qui me permet de finir
I'exercice a la fin de l'oral:

Sens réciproque: exprimer les probabilités des dif férents événements pour conclure
Sens direct: On fait des divisions euclidiennes
n = k(plpz) + retr = klp1 +r, = kzp2 +r,
On exprime alors les probabilités des événements qui sont indépendants, et on obtient une

relation qui fait apparaitre que r= 0, ce qui permet de conclure.

Bilan

Finir la journée sur un tel oral fait plaisir. Examinateur sympa, qui guidait
“suffisamment” en fin d'oral. C’est dommage que jaie parsemé mon travail d’erreurs
assez grossieres: un DL mal fait, un théoreme de Gauss mal connu, un tableau pas
toujours propre (“vous écrivez mal, vous allez vous perdre” m’a-t-il sorti), et quelques
erreurs de calcul. J'ai mis de I'énergie a ce que j'ai fait (pour compenser l'effet 18h) mais
pas toujours de la bonne maniere.



| PC*2 Compte rendu d'oral Concours 2024
‘ Nom, Prénom :  DECRULLE ALroure

 Concours, Epreuve :  Yueh — PQMK Yo
' Examinateur : f‘ whok a ‘g. 00 ok avass ek
\,Note (éventuelldment) %Qo

\ A scanner de préférence sous forme PDF et a envoyer a ile2(d
‘ Sinon envoyer a M. Fagebaume , Lycée Louis-Le-Grand, 123 rue St-Jacques, 75()()5 Paris

l Merci de
\ questions

noter le maximum d’informations sur le déroulement a proprement parler de I’oral :
de cours, réactions/remarques de I’examinateur, dialogues croustillants, indications

donnees pendant Ie deroulement de r oral etc ..
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Oral de mathématiques CCMP 2024

Exercice 1

~aSh(t)

SoitF:x|—>/ e
0 t

dt

1. Domaine de définition
2. Limite en 'infini
3. Donner une expression simplifiée de F'(x)

Exercice 1 : Correction

Question 1

En + oo : Je commence par

—xt Sh(t) et(l—:c)
€ t t:;oo t

donc

/ ...dt converge ssi x €]1; 00|
42

En t = 0 : ’examinatrice me rappelle qu’il y a
un probléeme en t = 0. Elle a raison, c’est un faux
probleme de convergence :

Vo € R, e“Sht(t) — 1

Mais elle m’a reproché d’écrire :

2 2
sh(t)  1+t+5-(1-t+7%)
t  t=0 2t
au lieu de
2 2
sh(t) o) +1+t+5—-(1—-t+%)

t t—0 2t
Conclusion : le domaine de définition est D =
]1; 4+00]
Question 2

On s’attend a tomber sur 0 en utilisant le théo-
reme de convergence dominée.

Domination : Soit a > 1. Pour x > a, on a

B 1
t—Too o <t2>

—xt Sh<t)
t

< —at Sh(t) et(l_a)
(A ~
- t tooo 2t

e

Convergence : Inutile de se fatiguer comme
je l'ai fait avec le cas t = 0, pour ce théoreme on
cherche seulement la convergence sur R7.

tSh(t) 0
t T—00

Vte R, e

qui est intégrable sur R},

Conclusion : F(z) —— 0

T—r00

Question 3

Comme ca ressemble énormément a l'une des
méthodes pour calculer Dirichlet (ici ¢’est un "sinus
cardinal hyperbolique" au lieu de sinc), on dérive F
le ¢ se simplifie et on a I'expression de F’ en + de la
condition initiale F'(+o00) = 0.

Domination :

2 (’ﬁf“)\ = Tsh(t) < e sh(t)

qui est intégrable sur R} Donc par théoreme de dé-
rivation des intégrales a parametres et Formule de
Leibniz : F'(x) = [3° —e " sh(t)dt

La Dame contrecarre ma tentative de faire 2
I PP successives. Selon ses plans :

0o Ht(—z—1) t(—z+1)
Fl(a) = / ¢ ¢ dt
0 2 2

- L)
C2\1l—-2z —-1-2z

Conclusion :
Vo €]l; 00|, F(x) =

1l (’1+x
—In
2

) = artanh(x)



Exercice 2

Soit A € M,(R) diagonalisable. Soit B =
A3 + A + I,. Montrer que A est un polynéme en
B. Que dire si A € M,,(C)?

Correction exercice 2

Pour ce deuxiéme exercice je trouve que l’exa-
minatrice m’a beaucoup orienté pour qu’on finisse
I’exercice dans les temps.

Je remarque d’abord (¢a a pris + de temps
qu’il n’y parait) que les 2 matrices sont diagonali-
sables et méme codiagonalisables. Par la suite 1'exa-
minatrice me demande comment je sais que A est

diagonalisable, c¢’est donc une situation cocace. Elle
m’oriente ensuite vers '’étude de matrices diago-
nales : on peut par multiplication par les matrices
de passage se ramener au cas A diagonale. On note
A =diag(\i, ..., \p) et P = X3+ X +1 tel que

B = P(A). On cherche maintenant un polynéme
F € R[X] tel que : A = F(B). C’est-a-dire tel que

diag(M, - An) = diag(F (), - F(i))

Vi € [|1;n|], 1 = P(\;). On me souffle a I'oreille
I'interpolation polynomiale. Pour que 'existence de
F' soit garantie, il faut que P soit injectif sur R ce

qui est le cas car P’ > 0. Malheureusement ce n’est
pas le cas sur C car P(0) = P(i) = P(—i).



PC*2 Compte rendu d'oral Concours 2021

Nom, Prénom: HYS Sakula

Concours, Epreuve : MineS - Ponts _ . - .
Examinateur : "\OMVY&, Yoaine , pas medhant mais a loir un peu Soould ...
Note : (éventuellement)
A scanner de préférence sous forme PDF et a envoyer a pcetoile2(@gmail.com.

Sinon envoyer a M. Fagebaume , Lycée Louis-Le-Grand, 123 rue St-Jacques, 75005 Paris

Merci de noter le maximum d’informations sur le déroulement & proprement parler de I’oral :

questions de cours, réactions/remarques de ’examinateur, dialogues croustillants, indications
données pendant le déroulement de I’oral, etc ...
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Le Spoir des hommes instruits vaut mieux que la richesse des ignorants. (Démocrite d'Abdére, -460 -370)
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