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Note attendue : 15-16
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1 Sujet

Exercice 1 :

1) Montrer que :

∃K ∈ R|∀f ∈ C1([−1, 1],R), f2(0) ≤ K

∫ 1

−1

(f2(x) + f ′2(x)) dx

2) Montrer que ce n’est plus le cas avec
∫ 1

−1
(f2(x) + f ′2(x))x2 dx

3) Montrer qu’il en est de même avec
∫ 1

−1
(f2(x) + f ′2(x))x dx

Exercice 2 :

1) Trouver le nombre moyen de points fixes d’une permutation de Sn

2) Probabilité de tirer une permutation sans points fixes ?

2 Déroulé de l’oral/ Indications

Dernier rapport que j’écris, pas le temps de faire un corrigé complet, donc je donne juste des indications.

1) - Ecrire f(x) = f(a) +
∫ x

a
f ′(t) dt. J’ai commencé par un cas plus simple (pas obligé) : f s’annule en a ∈ [−1, 1]

- Utiliser l’inégalité de Cauchy-Schwarz pour conclure rapidement dans ce cas. Pour le cas général, c’est pareil avec
un terme en plus. Finalement on trouve que K ≥ 1

2 fonctionne (je pense, je ne m’en souviens plus).
2) Pour trouver un contre-exemple qui marche, il faut voir la différence que l’on a ici. Si l’on avait eu x2 +1 à la place

de x2 dans l’intégrale, on se serait ramené à la question précédante. Enfaite, si l’on avait eu n’importe quelle fonction g
strictement positive continue, ce K existerait toujours (il suffit de majorer par le minimum de cette fonction et se ramener
q°1). Ce qui change ici, c’est l’annulation de x 7→ x2 en 0. Il nous faut donc trouver une fonction f qui ”explose” en 0,
tout en étant définie en 0. Si on trouve une suite de fonctions qui converge simplement vers une fonction qui diverge en
0, c’est bon. Après avoir expliqué ça, je propose d’abord fn(x) =

1
x+ 1

n

, puis après une légère discussion sur la puissance

du x à mettre, je pose fn(x) =
1√
x+ 1

n

. Je vous laisse faire le calcul, ça marche, il faut faire tendre n vers l’infini.

3) Même idée ici. J’ai tenté de changer la puissance du x au dénominateur, visiblement ça ne marche pas (l’examinateur
a fait de tête et de manière super rapide le calcul de l’intégrale pour un xα pour me montrer que ça ne marchera
jamais, c’était assez impressionant). On discute un peu, il faut aller chercher du côté des logarithmes. Je finis par

proposer ça : fn(x) = ln(− ln( |x|2 + 1
n )) (ne me demandez pas comment, je ne m’en souviens plus, mais c’était après des

dessins/discussions, et de l’aide). Encore une fois je ne fais pas le calcul ici (c’est long et je me suis trompé 2 fois), mais
ça marche.

Deuxième exercice : 1) Question pas insurmontable, se fait en une ligne. Réponse : 1.
2) Je lui dis que je l’ai déjà fait (je ne pensais pas qu’on pouvait donner ça à l’oral de l’ENS vu comme c’est clas-

sique). Il me demande comment faire (poser les ensembles Ωi = {σ ∈ Sn |σ(i) = i}, formule du crible puis passer au
complémentaire...). Il me demande de le refaire rapidement, l’oral se termine quelques minutes plus tard, j’ai à peine le
temps de finir.
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3 Commentaire

Meilleur oral de maths des 4 concours : une discussion avec un examinateur bienveillant et à l’écoute. Je suis très
content d’être tombé sur un vrai exercice inconnu (pour le premier en tout cas), et non pas sur une suite d’exercices plutôt
classiques, pour la plupart déjà abordés en td, comme j’ai pu le voir à peu près dans la moitié des retours de cette année
de l’ENS (d’ailleurs c’est super bizarre ça je trouve...). Je pense que ça aurait pu être vraiment bien si je savais dériver
des composées et des quotients sans faire trop de fautes.
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Enoncé
𝑆𝑜𝑖𝑡 (𝐹

𝑛
)

𝑛 ∈ℕ
 𝑢𝑛𝑒 𝑠𝑢𝑖𝑡𝑒 𝑑𝑒 𝑓𝑜𝑛𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛 𝑑𝑒 ℝ 𝑑𝑎𝑛𝑠 ℝ

*+
 𝑡𝑒𝑙𝑙𝑒 𝑞𝑢𝑒,  𝑝𝑜𝑢𝑟 𝑡𝑜𝑢𝑡 𝑥 𝑟é𝑒𝑙:  

𝐹
0
(𝑥) =  1  

𝐹'
𝑛+1

(𝑥) =  𝑒𝑥 𝐹
𝑛
(𝑥)

𝑇𝑟𝑜𝑢𝑣𝑒𝑟 
𝑛 +∞

lim
→

𝐹
𝑛
(𝑥),  𝑝𝑜𝑢𝑟 𝑡𝑜𝑢𝑡 𝑥 𝑟é𝑒𝑙

Déroulé et éléments de correction
Premier oral de mes concours, lundi 8h. Pour être à l’heure à Saclay, je me suis levé à
6h. Et j’ai bien fait, parce que je n’arrive pas très en avance à cause de problèmes de
transport. Après avoir galéré à trouver la salle (n’hésitez pas à demander à n’importe
qui, des gens peuvent toujours vous aider quand vous êtes perdus), j'arrive, j'ai quelques
minutes pour me préparer.
J'ai un peu stressé en voyant un exercice d’analyse arriver, c’est quand même pas ce que
je préfère. Bon je me lance, je fais un théorème fondamental de l’analyse, pour exprimer

. Après ça,pas de grande réussite, je tente les premières valeurs, pour chercher un𝐹
𝑛+1

peu l’évolution des à fixé.𝐹
𝑛

𝑥

Le reste de l’oral est relativement répétitif. J’ai beau avoir quelques idées, je n’avance
quand même pas beaucoup, donc l'examinateur (très réactif, jeune, sympa, qui sort “oui
c’est ça” quand on part dans une direction intéressante) me propose une piste. Je
montre ce qu’il me demande, propose comment avancer, ça ne marche pas etc.

À fixé, est croissante, et il reste plus qu'à montrer qu'elle est majorée ou non. Pour𝑥  𝐹
𝑛

cela, on peut supposer qu’elle admette une limite F, et résoudre notre équation

𝐹'(𝑥) = 𝑒𝑥 𝐹(𝑥)

Évidemment, c’est non linéaire, je me dis qu’il y a pas de solution évidente (sans passer
par les DSE), jusqu'à ce que l’examinateur me dise que si (eh oui, divisez par ) vous𝐹(𝑥)
verrez). Et cette fonction (on le montre) majore ainsi tous les .𝐹

𝑛



On sait donc que les convergent simplement vers une fonction G, qui par intuition𝐹
𝑛

doit être F. Il faudra donc prouver la convergence uniforme, pour montrer que G est 𝐶1

et conclure. Pour cela, on raisonne de proche en proche: pour x<a assez petit, on a bien

convergence uniforme (en montrant que ), et normalement on peut𝐹 − 𝐹
𝑛

≤  (𝐶𝑎)𝑛

conclure au moins sur (l’oral s'est arrêté quand j'avais montré cette majoration).ℝ
+

Bilan
Examinateur très sympa, la discussion est agréable. Je suis un peu déçu, j’ai
l’impression de n’avoir rien réussi par moi même, et je n’ai pas vu certaines choses qui
paraissent assez évidentes avec du recul. Je regrette de n’avoir pas eu le temps (ou
l'idée) de “mettre le cerveau en route” avant l'oral, je me sentais brumeux et ça ne m’a
pas aidé.





























ORAUX 2023 - Maths 1
Centrale Supélec

Ludovic CAI PCX2

Énoncé

Soit ∀x ∈]− 1;+∞[, f(x) =

∫ +∞

1

t− 1

ln(t)
t−(x+3).

1/Montrer que f est bien définie.
2/Calculer la limite en +∞ de f .
3/Montrer que f est C1, en déduire ses variations.
Déroulé et éléments de correction

J’ai voulu directement utiliser le théorème de continuité des intégrales à paramètre (TCIP pour les intimes) pour montrer
que f est bien définie et pouvoir directement appliquer le théorème de convergence dominée (TCD) car les hypothèses
sont sensiblement les mêmes.

Toutefois il m’interrompt lorsque je réalise mon hypothèse de domination (locale ici car sinon cela ne fonctionne pas)
et me demande ce que je fais. Je lui explique et il me demande d’effacer pour montrer de façon "classique" que l’intégrale
est bien définie. Je lui explique que ça revient au même mais il veut absolument (il a haussé le ton) que je refasse. Se
créé alors une certaine tension mais je m’exécute. Le reste se déroule sans problème avec un léger manque de temps pour
étudier les variations (merci de m’avoir fait réécrire tout un tableau).

1/On a ∀x ∈] − 1;+∞[,
t− 1

ln(t)
t−(x+3) ∼

t−→1
1 et

t− 1

ln(t)
t−(x+3) ∼

t−→+∞

1

tx+2 ln t
= o(

1

tx+2
) avec x + 2 > 1 donc on a la

bonne définition par faux problème de convergence et par critère de Riemann. (t → t− 1

ln(t)
t−(x+3) est continue pour tout

x ∈]− 1;+∞[)
2/En appliquant directement le TCD (en utilisant une hypothèse de domination locale sur l’intervalle [a; +∞[ avec

a ∈]− 1;+∞[ on a f(x) −→
t−→+∞

0

3/ On applique le théorème de dérivation C1 et on étudie la dérivée obtenue.
Conclusion

C’est un exercice classique très proche de ce qu’on peut trouver dans les TDs, il faut visiblement faire toutes les questions
dans l’ordre de façon scolaire sinon l’examinateur aime pas. L’oral durant 30 mins, il faut aller assez vite pour terminer.

ORAUX 2023 - Maths 2
Centrale Supélec

Ludovic CAI PCX2

Énoncé
On dispose d’une application de Rn[X], φn(P ) = n2XP − ((2n− 1)X + 1)(X − 1)P ′ +X(X − 1)2P ′′

1/Montrer que φ est linéaire, calculer φn(1) et montrer que ∀i ∈ J1, nK, φn(X
i) = (n− i)2Xi+1 + 2i(n− i)Xi + i2Xi−1.

2/Montrer que φn ∈ L(Rn[X]), et calculer sa représentation matricielle dans la base canonique.
3/Python Calculer la matrice de φ2. Est-elle diagonalisable ? Conjecturer sur les valeurs propres de φ2.
4/Vérifier la conjecture.
5/Conjecturer sur les valeurs propres de module maximal.
6/Montrer que (X − 1)n est vecteur propre de φn.
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7/Montrer que φn+1((X − 1)P ) = (X − 1)(φn(P )− P ), en déduire que si P est vecteur propre de φn alors (X − 1)P est
vecteur propre de φn+1.

8/Montrer que Πn =

n∑
i=0

(
n

i

)2

Xi est vecteur propre de φn.

9/Montrer que n2 − j(j − n) est valeur propre ∀j ∈ J0;nK. Vérifier la conjecture de la question 5.
10/Question non traitée dont j’ai oublié l’énoncé.
Déroulé et éléments de correction

Un énoncé d’une page, avec 30 mins de préparation. Les premières questions sont longues et calculatoire mais se font
rapidement. Le python ici n’était pas dur il suffisait d’exécuter une fonction déjà implémentée. Il ne faut pas se décourager
face à la taille des lignes de calculs.
Conclusion

L’examinateur n’a pas été très bavard, mais m’a tout de même aidé à finir mes calculs lorsque ces derniers devenaient
extrêmement longs.
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ORAUX 2023
Mines-Pont

Ludovic CAI PCX2

Énoncé
Exercice 1

Soit A un ensemble de n éléments distincts de R, on pose B = A+A = {a+ a′ : a, a′ ∈ A}.

Montrer que 2n− 1 ≤ card(B) ≤ n(n+ 1)

2
. et généraliser à B = kA = A+A+ · · ·+A (k fois)

Exercice 2
Soit an une suite de réels positifs dont la série converge. Montrer que la série de terme général

axn
n

converge ∀x ∈ R∗
+.

Déroulé et éléments de correction
Exercice 1

Préparation de 15 mins, j’ai étudié le cas où card(B) = 2n − 1 qui se fait lorsque A = J0;n − 1K. Puis j’ai classé les
éléments de A par ordre croissant, A = {a1, · · · an}, a1 < · · · < an puis j’ai placé dans un tableau les combinaisons a+a′ des
éléments de B qui donne un tableau triangulaire supérieur. On a a1+a1 < a1+a2 < · · · < a1+an < a2+an < · · · < an+an,
d’où card(B) ≥ 2n− 1.

Pour la majoration j’ai expliqué qu’on avait au maximum
n(n+ 1)

2
éléments distincts dans B et qu’on avait directement

la majoration. Mais l’examinateur me dit que ce n’est pas suffisant. Je le regarde alors incrédule car je ne vois pas comment
ça pourrait être autrement. Je cherche alors sans grand succès une meilleure démonstration pendant 15 bonnes minutes
(très long sachant que l’exercice 1 dure 25/30 minutes). Il me dit alors à la fin d’un air exaspéré que je fais des choses trop
compliquées et qu’il suffit de voir que c’est "triangulaire supérieur" pour avoir directement la majoration, chose que j’ai
dite 15 minutes avant. Je fronce les sourcils et lui fais remarquer que c’est exactement ce que j’ai dit, il bégaye et essaye
de se justifier en me disant que c’était pas clair alors que j’avais littéralement écrit les éléments de B en montrant que
c’est triangulaire. Comment dire qu’il ne m’écoutait absolument pas ...
Exercice 2

Pour x ≥ 1 la convergence se fait directement. Pour le reste je cherche à montrer que an =
+∞

o(
1

n
), sauf que je me rend

compte qu’il manque une hypothèse de monotonie de an donc ça n’aboutit pas. Il me dit alors de poser des ensembles

I = {n : an ≥ 1

n
} et J = {n : an ≤ 1

n
}. Et de majorer la somme partielle.

Conclusion
Examinateur avec un accent assez marqué qui n’avait vraisemblablement pas envie de me faire passer un oral un 13

juillet avant le déjeuner. Il faut se préparer mentalement au fait que les examinateurs/examinatrices ne sont parfois pas
les plus attentifs à ce qu’on dit ou écrit.
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ORAUX 2023
Polytechnique

Ludovic CAI PCX2

Énoncé
On dispose de n pièces équilibrées. Les tirages sont supposés indépendants.

À l’étape 1, on lance les n pièces et on obtient X1 piles, on garde X1 pièces.
À l’étape 2, on lance les X1 pièces et on obtient X2 piles, on garde X2 pièces.
On continue jusqu’à ce qu’il n’y ait plus de piles.
Déterminer la fonction génératrice de X2 puis celle de Xk

Déroulé et élément de correction
On connait la loi de X1 qui suit une loi binomiale B(n, 1

2
) donc GX1

(t) = (
t+ 1

2
)n.

Je propose d’utiliser la formule des probabilités totales pour avoir les probabilités de X2 et donc avoir sa fonction génératrice

par théorème de transfert : P(X2 = i) =

n∑
j=0

P(X2 = i ∩X1 = j).

Après développement on aurait P(X2 = i) =

n∑
j=i

1

2j
1

2n

(
j

i

)(
n

j

)
.

D’où GX2(t) =

n∑
i=0

P(X2 = i)ti =
∑

0≤i≤j≤n

1

2j
1

2n

(
j

i

)(
n

j

)
ti =

1

2n

n∑
j=0

1

2j

(
n

j

) j∑
i=0

ti
(
j

i

)
=

1

2n

n∑
j=0

(
t+ 1

2
)j
(
n

j

)
= (

t+ 3

4
)n.

(qui est le bon résultat)
Il aurait été agréable que l’oral se déroule comme cela mais l’examinateur m’a demander de m’intéresser directement à
E(tX2) en décomposant X2 suivant les résultats de X1.

J’écris X2 =

X1∑
j=1

Yj où Yj ∼ B(1
2
) iid.

Il me dit alors d’écrire ceci

E(tX2) =

n∑
i=0

P(
X1∑
j=1

Yj = i)ti

=

n∑
i=0

P(X1 = i ∩
X1∑
j=1

Yj = i)ti

=

n∑
i=0

P(X1 = i)P(
X1∑
j=1

Yj = i)ti

=

n∑
i=0

(
n

i

)
1

2n
1

2i
ti = (

t+ 2

4
)n

On trouve évidemment un résultat final faux car le passage de la première ligne à la deuxième est fausse car il aurait fallu
écrire X1 ≥ i. Or j’ai beau eu débattre avec l’examinateur, il voulait absolument que j’écrive X1 = i en me disant que
c’était bon. L’oral étant à 14h, il revenait de sa pause déjeuner, il devait probablement avoir le fameux coup de sommeil
dû à la digestion pour ne pas réaliser ce qu’il me disait ... (du moins j’espère que c’est ça)
On vérifie en plus que si on prend X1 ≥ i on retombe sur le calcul fait avec la formule des probabilités totales.
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Conclusion
Si vous sentez que l’examinateur s’endort ne vous fiez pas entièrement aux indications qu’il vous donne surtout si la

logique y est absente.
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ORAUX 2023
ENS (UL)

Ludovic CAI PCX2

Énoncé Exercice 1
On dispose d’un jeu classique de 52 cartes, déterminer le nombre de tirages moyen avant de tirer un as.

Exercice 2
Soit A,B ∈ S+

n (R) tels que tr((A+ sIn)
−1) = tr((B + sIn)

−1),∀s ∈ R∗
+. Montrer que A est semblable à B.

Déroulement et éléments de correction
Exercice 1
J’ai posé X ="nombre de tirage avant d’avoir un as". On veut alors E(X).
Je décide de commencer par calculer P (X = k),∀k ∈ J1; 48K, mais cela mène à des calculs trop volumineux donc l’exami-
nateur me dit de penser à autre chose.

En fait ici X est à valeur entière donc on peut utiliser la relation E(X) =

52∑
k=0

P(X ≥ k).

Il se trouve également que P(X ≥ k) se calcule directement, en effet c’est P(X ≥ k) =

(
52−k

4

)(
52
4

) , qui se comprend assez

naturellement car on pioche k cartes et il faut répartir les as dans les cartes restantes.

On a alors E(X) =

52∑
k=0

(
52−k

4

)(
52
4

) =
1(
52
4

) 52∑
k=0

(
k

4

)
. En utilisant la relation de Pascal,

(
k

i

)
=

(
k + 1

i+ 1

)
−

(
k

i+ 1

)
, on a

E(X) =
53

5
.

L’examinateur m’a ensuite demandé comment est-ce qu’on aurait pu retrouver directement cette valeur. Il s’agit en fait
de penser aux longueurs moyennes des intervalles de cartes séparant les as dans le jeu de carte. En effet il on reprend

l’exercice avec 1 as on trouve une espérance de
53

2
, puis si on prend 2 as on a

53

3
, qui permet donc de bien se rendre

compte du phénomène.
Exercice 2
Il s’agit au départ de diagonaliser A et B dans une base de vecteur propre (théorème spectral) et ensuite on a l’inégalité

suivante :
n∑

i=1

1

αi + s
=

n∑
i=0

1

βi + s
où les αi et βi sont respectivement les valeurs propres de A et B.

Ensuite j’ai pataugé un peu, il fallait en fait penser à réaliser un DL lorsque s tend vers +∞.

En effet on a bien
1

αi + s
=

1

s

1
αi

s + 1
où on peut réaliser un développement limité car

αi

s
tend vers 0.

L’oral s’est terminé là, l’examinateur m’a dit qu’ensuite c’était de l’identification par rapport aux puissances issues du DL
(sûrement identique à ce que l’on fait avec les polynômes).
Conclusion
Un oral assez court (45 minutes) et qui passe plus vite qu’on ne le pense. L’examinateur fut très agréable et donnait des
indications (de façon détournées) lorsqu’il le fallait.
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