ENS - 2024 - Maths

Wassim Aliouane PCX2
Juillet 2024

Note attendue : 15-16
Note obtenue : 1p

1 Sujet
Exercice 1 :

1) Montrer que :
1
3K € RIVf € CY(|=1,1],R), f2(0) < K/ (F2(2) + f2(x)) da
—1

2) Montrer que ce n’est plus le cas avec f_ll(f2 () + f?(x))x? da
3) Montrer qu’il en est de méme avec fil(fz(x) + f%(z))zdz

Exercice 2 :

1) Trouver le nombre moyen de points fixes d’une permutation de G,
2) Probabilité de tirer une permutation sans points fixes ?

2 Déroulé de ’oral/ Indications

Dernier rapport que j’écris, pas le temps de faire un corrigé complet, donc je donne juste des indications.

1) - Ecrire f(z) = f(a) + [ f'(t)dt. J’ai commencé par un cas plus simple (pas obligé) : f s’annule en a € [—1,1]

- Utiliser I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour conclure rapidement dans ce cas. Pour le cas général, c’est pareil avec
un terme en plus. Finalement on trouve que K > % fonctionne (je pense, je ne m’en souviens plus).

2) Pour trouver un contre-exemple qui marche, il faut voir la différence que 1’on a ici. Si I'on avait eu 22 + 1 & la place
de 2% dans l'intégrale, on se serait ramené & la question précédante. Enfaite, si I’on avait eu n’importe quelle fonction g
strictement positive continue, ce K existerait toujours (il suffit de majorer par le minimum de cette fonction et se ramener
q°1). Ce qui change ici, c’est 'annulation de x + 22 en 0. Il nous faut donc trouver une fonction f qui ”explose” en 0,
tout en étant définie en 0. Si on trouve une suite de fonctions qui converge simplement vers une fonction qui diverge en
0, c’est bon. Apres avoir expliqué ¢a, je propose d’abord f,(z) = H%, puis apres une légere discussion sur la puissance
du 2 & mettre, je pose f,(z) = ﬁ . Je vous laisse faire le calcul, ca marche, il faut faire tendre n vers l'infini.

3) Méme idée ici. J’ai tenté de ch;nger la puissance du « au dénominateur, visiblement ¢a ne marche pas (’examinateur
a fait de téte et de maniere super rapide le calcul de l'intégrale pour un x® pour me montrer que ¢a ne marchera
jamais, c’était assez impressionant). On discute un peu, il faut aller chercher du c6té des logarithmes. Je finis par
proposer ¢a : fp(z) = In(— ln(l%‘ + 1)) (ne me demandez pas comment, je ne m’en souviens plus, mais ¢’était apres des
dessins/discussions, et de ’aide). Encore une fois je ne fais pas le calcul ici (c’est long et je me suis trompé 2 fois), mais
¢a marche.

Deuxiéme exercice : 1) Question pas insurmontable, se fait en une ligne. Réponse : 1.

2) Je lui dis que je l’ai déja fait (je ne pensais pas qu’on pouvait donner ¢a a l'oral de 'ENS vu comme c’est clas-
sique). Il me demande comment faire (poser les ensembles Q; = {0 € &, |0(i) = i}, formule du crible puis passer au
complémentaire...). Il me demande de le refaire rapidement, l’oral se termine quelques minutes plus tard, j’ai & peine le
temps de finir.



3 Commentaire

Meilleur oral de maths des 4 concours : une discussion avec un examinateur bienveillant et a I’écoute. Je suis tres
content d’étre tombé sur un vrai exercice inconnu (pour le premier en tout cas), et non pas sur une suite d’exercices plutot
classiques, pour la plupart déja abordés en td, comme j’ai pu le voir a peu pres dans la moitié des retours de cette année
de PENS (d’ailleurs c’est super bizarre ga je trouve...). Je pense que ¢a aurait pu étre vraiment bien si je savais dériver
des composées et des quotients sans faire trop de fautes.
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Enoncé
Soit (Fn)n oy Une suite de fonction de R dans R*+ telle que, pour tout x réel:

F 0(x) =1
F (0= e \JF (x)

Trouver lim F (x), pour tout x réel
n—+oo n

Déroulé et éléments de correction

Premier oral de mes concours, lundi 8h. Pour étre a 'heure a Saclay, je me suis levé a
6h. Et j’ai bien fait, parce que je n’arrive pas trés en avance a cause de problémes de
transport. Apres avoir galéré a trouver la salle (n'hésitez pas a demander a n'importe
qui, des gens peuvent toujours vous aider quand vous étes perdus), j'arrive, j'ai quelques
minutes pour me préparer.

J'ai un peu stressé en voyant un exercice d’analyse arriver, c'est quand méme pas ce que
je préfere. Bon je me lance, je fais un théoreme fondamental de 'analyse, pour exprimer
F .. Apreés c¢a,pas de grande réussite, je tente les premiéres valeurs, pour chercher un

peu l'évolution des F_a x fixé.

Le reste de l'oral est relativement répétitif. J’ai beau avoir quelques idées, je n'avance
quand méme pas beaucoup, donc l'examinateur (tres réactif, jeune, sympa, qui sort “oui
cest ¢ca” quand on part dans une direction intéressante) me propose une piste. Je
montre ce qu'il me demande, propose comment avancer, ¢a ne marche pas etc.

A x fixé, F_est croissante, et il reste plus qu'a montrer qu'elle est majorée ou non. Pour

cela, on peut supposer qu'elle admette une limite F, et résoudre notre équation

F'(x) = e\JF(x)

Evidemment, cest non linéaire, je me dis qu'il y a pas de solution évidente (sans passer

par les DSE), jusqu'a ce que 'examinateur me dise que si (eh oui, divisez par +/F(x)) vous
verrez). Et cette fonction (on le montre) majore ainsi tous les F .



On sait donc que les F_ convergent simplement vers une fonction G, qui par intuition

il A . 1
doit étre F. Il faudra donc prouver la convergence uniforme, pour montrer que G est C
et conclure. Pour cela, on raisonne de proche en proche: pour x<a assez petit, on a bien

convergence uniforme (en montrant que F — F < (C a)"), et normalement on peut

conclure au moins sur R (T'oral s'est arrété quand j'avais montré cette majoration).

Bilan

Examinateur tres sympa, la discussion est agréable. Je suis un peu décu, jai
I'impression de n'avoir rien réussi par moi méme, et je n’ai pas vu certaines choses qui
paraissent assez évidentes avec du recul. Je regrette de n’avoir pas eu le temps (ou
l'idée) de “mettre le cerveau en route” avant I'oral, je me sentais brumeux et ca ne ma
pas aidé.
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| Merci de noter le maximum d’informations sur le déroulement a proprement parler de I'oral :
questions de cours, réactions/remarques de I’examinateur, dialogues croustillants, indications
| données pendant le déroulement de I’oral, etc ..
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Le Spoir des hommes instruits vaut mieux que la richesse des ignorants. (Démacrite d'Abdére, -460 -370)




° Z 7 exomuumod e A Joawvda oo fﬂ,.dé}& WML OL W, QU Zeass Qo 8%’\
2y do di eruduans caux da 8(8*‘“ .(EQQ—LLC—%L{A— PUEN g&LLQg_
o elfet
Aan. L GDieqynl (s o 8D nowt  dustmds
Ccr fo madrilok e d-LLﬁQ-qULR- o ot du A
O % Ao oAk Wetr T Wy A

39 9 9 ¢ O d

AT}
A 7

— Don Dl Q_H-Su-c-{u_ni o JIxe,Xeval Vkeﬂgn&—«%
On Touve oo Ny-1 <eies pou- 8%*“\

— Jlamqua s que 4 zae !
. 39_ M-.%%'Eu_ que L 2ae nedomt v hewve uobtalbilumed avia-
QO o 2, - do_ u%a.z\dw. 8(‘“ N 6 I\G.&.\_Q_, vee J\OUS 2 %cu(;t
R I ) PN 3@:0 denc x4 ek e O

. 5,_ am ot ameone oleos o [x“d" 4[_‘ Z 7 X0 MBS Lo S &Q_‘j‘
Apmonquan  Qu § & A-@odiqus donc 4em dRdwss quas
(Aexa\= O donc Ix € 11"“’ A+ xa L .|q SQF;\(_“\‘ -0

P~ /\
— ﬁq_ s ;‘W‘LQ. Sm reiie s Qi & oo %Ou.l.de\q_

(2> mEwhoiw .o Je '\Z&QL.Q\_\,g

— 3% ow e Aol 2ed=0= §eN e x-4 e 19 %l
done On oo boet o peusuOu o!

( % Tuivo Lo -’@1‘1“"’, j‘l Mae ool cm"\‘\p’q_ ow on o cuﬂto\f
~aq 2O L£‘L wq =0 p > € ]')“MJ;A( S Aone own A t;_r %MCM e 4 3
2r o4 son

— W xeTy, AL, Cor kem!

e On o denc Nuaz Ny 37 ok (.N’.i\SE,lN“' e



v ¢ :
-t | Lo CX"‘\“@&%N\'“ Mo KON oo duwatmds ..

e 'Q,M.a d‘a@qm_ qui- e i o A p\: PSS Q-

e Gy — ) Sond Qs nowcmo aavmmden & Ga— R

Lowee MQ_*—Lr_QL»{_d @

M e D 2wy ot . Al 'X-EH
dan ZeAsh du_S@ l l R
8
s < < Mern

dl—mﬁ- d\.l..f‘(\'\)-l-u
ey ®war A

K —
KTA 4 ka4 =1 4 A = Xt Xevq — 1 200
ST = SEEV) LY T L LN (N

odens 8(@%‘1& E

N
A o Jebell h_;!lxk"" = Nyj-A ZTes AU S
-jo~ 5(&\@10'1\(_ mmmmﬁka\)
Qus- L0 A% o
— X e EONOMN  pmen Ao et gue i e wendd compt
que rﬁ«ﬂng g muloplocd T om ;:_ CueCunn SRS  puSq UL S
m' ek o e r__aeam_a(w\g_____ C ot L owt MEF e gua
el oo UOCAL  ou By TG S \LerCf\\'-\/ X Qe —
M%;;&: g conadm v~ Qo CXDE€Q¢,\\1&1 dadtoacds  doms AVN
paomien UM ee Domn - Joo S L7 aduem, % N
e . 5@.‘\.519— QU §o- AR Na e Pyt

@) Ja Ny S-»_: ZN

— g0~ B BN $IM du fevuer _peuaquor e Wrndle o ZN.

7 30.@‘% Cpour § poine ?.Q.,\c\:

g‘*_"g:& - L ax (m—\\% DY sk £)
Gntr - (N

w N 2 1 . -
= &N_J(- A) 3 Wm (NTY) 4 E '..‘:Lh:_(?_"ﬂ“‘_\\é NG ‘1-\5-‘: q\‘mu‘d'rt\

i P.-’\"CR./ D Fennine = dc;mwﬂ 20 Qe P i e o
0 Y ou

<y ot Qui qua Lo dodt L Imhomehen




- Jdlas bon | ssaven qua- ATCR M (ZNTE) = ¢
~
Ma_ ' : 5
Sk qon, S cudond e Qe e@. T,

. : _I-m.t\:-*

H&mha%iu.nﬁ.% do pludet -x_a.cip.».dm.. Lon € ey qua
s =g
—+ 4o @mpend> o> de Sk ouAqueT
maois A 7 oexeode.

— S QNTHN = a AT = T 4 der
Csukes || elgal x K e (g N-1D

k

_ N

— S @NTER ) = -4 S ]-\.Uéz 2 4 Kot Mea'sy (oAl = KEB'@NJ‘“
(] T “é /

. 5@ 4

e - 1.

b 2 - — On wmpama ot once
/T\T/W7-ﬁ7 Bl i PRI, REERS,
S + ¢ + - 4 Touvesr o Metms
B 21 e o §9
] ) ' ot & tean.
(FRITES DES SCRETUS W) i e’ M B
fad @mime  paEaCdamec

N & Arta (\3 (-‘)\

— On oo donc eun medt>  ZN gmey  KPCR

— Bade fr qu & menhen gty e o jan oo
R e o _gun  beamceop gt tomps  Ceall de T W) 4 @ e
dumondae X ylol do e CboS ‘D%\ ja PO i o enmaa ot
_pom & obtundss nmous dam: savett  gqualle abSuaddT  exfibes

ﬂm domansde Qo veloww o o CINTE) paae t =t
% voud O. = €=l



-Z Y \\_d[': -. J
:; mfz SQH\G\ = anM e 2% @(NTY) + «z(ﬂ
\ APCR o W

AN

omn %“h s tm‘t\mn._ SyoA [‘ék,tk.] -5 ['ﬂ: ”UCH—] / @(ZNH{;\
one QRDH‘\%,Q_ f"’-” da Swqma- 3cét'héa mon o (oA Con e
S g b)am O ox “\%thahm cosrande  eu dinehode

b@‘\/ﬂmmg—o—"‘j KL S
. gmﬂﬁ\ag-‘:&{)\ P
FIN ©DE L ORAL

coLi — y'y oais  nEs Masde (A ewl dloma fongos SOUL) oo
ja_u =< Q%@L&W N S
—> geur 2 coufe S Lo i Scads R T ageeld o ahe et e
TD"’J’ aohve ...
H&dmmm/mﬂwmw@mﬁk mmmﬁwuw
e acoddad  pos fougewo &' \.d&}-ammx e quon REeErnax

—— REs GUOL (ol fewE)  jess am ewll 07ENS.



PC*2 Compte rendu d'oral Concours 2017

Nom, Prénom: LE LAY Zgoire
Concours: ENS C‘YV a

Epreuve : Maths (uL) ; . ‘
Examinateur : uvi PP o un? a(;fjf,;a(z Fa%e_ L)Mrml enn~e ‘ (?
Note : (éventuellement)

A scanner de préférence sous forme PDF et 4 envoyer & peetoile2@gmail.com.
Sinon envoyer a M. Fagebaume , Lycée Louis-Le-Grand, 123 rue St-Jacques, 75005 Paris

Exwiian s Soit o plymins PO =2 ax avee b op ol

) . lTr__ .
ﬂCJOuL/ Fawn AQZ/ / e‘&t P(e't)o“’
¢ Sub M e PO Kok g WL o o

® Hwh« TN. lan] + 1a,] < M

504% ;/vdL'canM/ é(w‘ I;‘MH’

(] A"'—oh la; | +q ad‘) <M er(.',;]) é[[:o,,.Bl ? gq obzﬂoln

o ¥ ke H_'-f,n](/ T L =2TraL | vmom T&#k.—.o

T

® 2v [ayl = lIH(/ [PEJF L2n M =5 1ak] ¢ M
¢ Pos d fma{.«'ca[)‘aw,é\/oq o{m%ofw.!o’m ity L ambiames Thaib
ﬁ@“«ﬂll, La SJL S Owa  Now E[}'@»A 9. Aot ve armrLi oll 150 ’0!004.

Taia cprrﬂe%%}’: Ae At Savoud IOW.\ S &’E;’Ws St«Fu/(J M(Ap\ w
c"e;'adl/ ) TMM(:‘@M ab/&«a/{; . Mas ou \gal As T«uﬂzru, rn,.,,,,.[f,



. Lrlginabcw{ Ve ;mobcaljam: Gm FW w=€~‘/zeﬁ

Jf O Va (prﬁb\ -;"—i PCZ‘*’

k=4

Con b pure ao+z.“qh /A/a: (a, «2" &, | £H

v o veul lao] * lauw| ¢ M. Ut &M“An CMJ';QJ;A’,L}'.’,J’ ,,L{f
JV‘;%T]W“, 1‘4 lw MWL’ld~ “ ol

‘T‘"‘- va Lfﬁu of ol ol

d
7,.74'.' G a&ws«lf f}a\ac Z = e,'f Y Y

Dewnise lg . [ue - aw'm‘mm n
7%%(0{11«WMF7W&4 (’ﬂl L kbﬂ(&

O{IA,V\A‘J‘M TMQ!)M Cljll"/a\...)'. Es/'—a Va o poc [ s 'fd ’
Ha":fwi C’ulflnou. ot ,al{-ro-{ i - h
fro el M pou g2

amqo(b an«.; g ; "‘%\-
( AIJ /( )"L ﬂ(f’ - /(‘J“J”(’—Z(P(zm&))>

Aopeb o jra o }T”JT"’ o-fbinss, diF TATM

(%@\W cMI/ V'Wl <; ﬂ'd a) 0\4’—}4 "V"Vw-? Oﬂa)‘/mﬂnl'/ 24 ot (2

aﬂw\: o{x%a«rg 7» Om M«wb bt M"t Moy 1/<{M’“1~A« PWL )
Bua [ ol " of Fomins”



PC*2 | Compte rendu d' oral Concours 2023

'Nom, Prénom : P—-A‘P—ADLCC,\ EgJa" L\A <f)€/u;“
| Concours, Epreuve ENSG Omﬂ ma | AL o
lExammateur MF'OHM\ . Aonne dun (I calaonn ruag-r. ¢ rea
lNote (eventue[llmcnt) “3 c\

A scanner de préférence sous forme PDF et a envoyer a peetoile2@gmail.com.
Sinon envoyer a M. Fagebaume , Lycée Louis-Le-Grand, 123 rue St-Jacques, 75005 Paris

Merci de noter le maximum d’informations sur le déroulement a proprement parler de I’oral :
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{ : oy T [’J—C']""r a7
Ored  de 4O minnler . 10 mun oo Kbt ’

VFO‘\’(O—

(1“ m:(O«\ provd Lk € N° JQC"CL’O.{I,m\, j;»>
(3“)«\ e Cfod), RYY. On e 3 €79

VU
Vs !

3,,, e} [ Tlt : f” i }
.. < ¢
Nw &N

S ot Avevaidler s Dabiuns

b L I~

& - fﬂh C/\/U' "L’”; .’3“:>O, 'VN‘GN"E]n>'\)/

-, © [O, 1]a f" [x")ﬁf(x‘“)l> €
T o Vidre dubiliver A Fh dr accrommamuta i,.m e

Sp-\-n—GN
sblamic  wn  conlredtac g Ve ~ g 01] on aUTo»c oy
& |

o[ i 1) - i';u ) e[oe )

Be oL adors T,'m er booer on CN O H\ Mﬂ(ka)//wg

O1 EAmideg TOV HOPPOPEVAV aVEP®V EVAL KAAVTEPY RO TOV TAOVTO TG adaeis. C
Le Spoir des hommes instruits vaut mieux que la richesse des ignorants. (Démocrite d'Abdére, -460 -370) 1




(o < € Jo, ) Gle b qren gt e em o

remiament v ey k= 1.
= |
L MAMML‘JUY s wi,rwu_ c?v—f— )&0* sl.rfhif-t)w_ edl qum M o

-')NL' CIJ-L 2.» r‘«;mmw‘ rar )fc\l:)wrch e d/‘/‘ }UV‘L{J rA\ mt.'u»mrc.

L dLav“’— ~ N masevaa manlb aL‘ncL am c,amfrw'(-zﬂ-wt L = ]

On =
On . fnenN, . <C
AneN
\x<€ [o,qflg,.(ﬂ)— 5(”‘” -— O
D dierehs = Sluse . Hn 5 o a) — {[x U
oAmelod, [ -[e) [ <€
avee U, :._;-)O | v, ;nddf]/p Ae x-

£ Vs £>O(' o wink dowe  haldlin GIUK‘A.FC’R/
A= € o] []a(>) - 2| < =

L eremn nobeor  war A2 ommoncar P B PR sar
o iaervalls [ t45] Ff:r:'ielb,ﬂ A fe: ol P
Ov\ [Lt8) e [pg) - O Pt = € [ttas]) (ot meEN.
?@r "]'_A.F- on  obbhiemt ¢ , gn(w) B f‘({)[ < C(x-'t) < CS

Eo fuimt b W v o 6) - Jle) < €5

On  combine con don :»..Dab'l—b por oblewir :
- €S+ ()~ ) € 0~ e € 28« (f6) )
L ERC S ORGSR RO R GIE

Or on cU:rcwc & NEMN = Na>N, ”q({),y(q

z

M"Wrrw'- (S:'-'—;—-C" >O, on o

£
S

<f_!e,lu1vf)1u-¢-7ﬂ."7¢-- D




| PC*2 Compte rendu d'oral Concours 2023
| %

INom, Prénom :  PA PADACCH & Jym 1,

Concours, Epreuve :  EN'S, Ored aulhs ( f R ’]"S

Examinateur :
)Nole : (éventuellement)

| A scanner de préférence sous forme PDF et & envoyer & peeloile2@gmail.com.

Sinon envoyer & M. Fagebaume , Lycée Louis-Le-Grand, 123 rue St- -Jacques, 75005 Paris

Merci de noter le maximum d'informations sur le déroulement & proprement parler de I'oral :
questions de cours, réactions/remarques de |'examinateur, dialogues croustillants, indications
données pendant le dérouiemcnt de 'oral, etc ..

ﬁ ELUo\aw S c,onvwomu als n)olnm(‘}-nn (_)]

o 1,;\/&@"\‘“ aLt_ d € l
i-(l\ \c (e N As commences rar M aNwury” T,L L) bermes

OLI-' L W\L'l o \/Oﬂ:'w‘E"v\ '*r'OL )ouvbﬂl ,\lLu;v\.dw- (" l) ou 1( Ce ?._,n {w,._
ja». }-:r;t. j} l/A c,Qaa-r c,uc r,a...r( lo‘,{, n € N,

o o ae Z QAo on onm b e m(gk-mfe) 6]-:,1[

::r) - Pwl wa ra-v A Fomrs T-JTru, mobcalions e ) CnaMints —

N =2 . wanlx, oo
k2o

e vor & tomnt ;
e v

! 2 Ll
NS e TR 4 kSe K
€ N a, N Taan

Or eAmidsg TV HOPPONEVOV QVEPOV EVAL KEAVTEPY QRO TOV RAOVTO NG ASAELS.
Le Spoir des hommes instruits vaut mieux que la richesse des ignorants. (Démocrite d'Abdére, -460 -370)
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Sinon envoyer & M. Fagebaume , Lycée Louis-Le-Grand, 123 rue St-Jacques, 75005 Paris

Merci de noter le maximum d’informations sur le déroulement a proprement parler de l’o.ral :
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ORAUX 2023 - Maths 1
Centrale Supélec
Ludovic CAI PCX2

Enoncé

Soit Va €] — 1; +oof, f(z) = /
1/Montrer que f est bien déﬁilie.
2/Calculer la limite en +oo de f.

+oo t— 1t7(z+3)
In(¢) '

3/Montrer que f est C'!, en déduire ses variations.
Déroulé et éléments de correction

J’ai voulu directement utiliser le théoréme de continuité des intégrales a parameétre (TCIP pour les intimes) pour montrer
que f est bien définie et pouvoir directement appliquer le théoréme de convergence dominée (TCD) car les hypothéses
sont sensiblement les mémes.

Toutefois il m’interrompt lorsque je réalise mon hypothése de domination (locale ici car sinon cela ne fonctionne pas)
et me demande ce que je fais. Je lui explique et il me demande d’effacer pour montrer de fagon "classique" que I'intégrale
est bien définie. Je lui explique que ¢a revient au méme mais il veut absolument (il a haussé le ton) que je refasse. Se
créé alors une certaine tension mais je m’exécute. Le reste se déroule sans probléme avec un léger manque de temps pour
étudier les variations (merci de m’avoir fait réécrire tout un tableau).

t—1 t—1 1

1 . ~@+3) o 1 —@+3) - 2>1 1
/On a Vx €] — 1; 400, ln(t)t oy Let ln(t)t oo T O(tﬂ“rz) avec  + 2 > 1 donc on a la
t—1
bonne définition par faux probléme de convergence et par critére de Riemann. (¢t — mt_(ﬂ'?’) est continue pour tout
n

z €] = 1;+00])
2/En appliquant directement le TCD (en utilisant une hypothése de domination locale sur Uintervalle [a;+o0o[ avec
a €] —1;+o0[ on a f(zx) e O 0
3/ On applique le théoréme de dérivation C! et on étudie la dérivée obtenue.
Conclusion
C’est un exercice classique trés proche de ce qu’on peut trouver dans les TDs; il faut visiblement faire toutes les questions

dans l'ordre de fagon scolaire sinon ’examinateur aime pas. L’oral durant 30 mins, il faut aller assez vite pour terminer.

ORAUX 2023 - Maths 2
Centrale Supélec
Ludovic CAI PCX2

Enoncé

On dispose d’une application de R, [X], on(P) = n?’XP — ((2n — 1)X + 1)(X — 1)P' + X (X — 1)*P"

1/Montrer que ¢ est linéaire, calculer ¢, (1) et montrer que Vi € [1,n], ¢n(X%) = (n — )2 X" +2i(n — i) X* + 2 XL,
2/Montrer que ¢, € L(R,[X]), et calculer sa représentation matricielle dans la base canonique.

3/ Python Calculer la matrice de 5. Est-elle diagonalisable ? Conjecturer sur les valeurs propres de ¢s.

4/Veérifier la conjecture.

5/Conjecturer sur les valeurs propres de module maximal.

6/Montrer que (X — 1)" est vecteur propre de @,,.



7/Montrer que @, +1((X —1)P) = (X — 1)(¢n(P) — P), en déduire que si P est vecteur propre de ¢, alors (X — 1)P est

vecteur propre de p,11.
n

2

8/Montrer que II,, = Z (n) X' est vecteur propre de ¢,,.

i
i=0

9/Montrer que n?—j (j — n) est valeur propre Vj € [0;n]. Vérifier la conjecture de la question 5.

10/Question non traitée dont j’ai oublié I’énoncé.
Déroulé et éléments de correction

Un énoncé d’une page, avec 30 mins de préparation. Les premiéres questions sont longues et calculatoire mais se font
rapidement. Le python ici n’était pas dur il suffisait d’exécuter une fonction déja implémentée. Il ne faut pas se décourager
face a la taille des lignes de calculs.
Conclusion

L’examinateur n’a pas été trés bavard, mais m’a tout de méme aidé & finir mes calculs lorsque ces derniers devenaient

extrémement longs.



ORAUX 2023
Mines-Pont
Ludovic CAI PCX2

Enoncé
Exercice 1
Soit A un ensemble de n éléments distincts de R, on pose B=A+ A= {a+ad :a,d’ € A}.

1
Montrer que 2n — 1 < card(B) < @ et généraliser A B=kA=A+ A+ .-+ A (k fois)

Exercice 2 .
Soit a,, une suite de réels positifs dont la série converge. Montrer que la série de terme général In converge Vz € R,
Déroulé et éléments de correction "
Exercice 1
Préparation de 15 mins, j’ai étudié le cas ou card(B) = 2n — 1 qui se fait lorsque A = [0;n — 1]. Puis j’ai classé les
éléments de A par ordre croissant, A = {a1,---a,},a; < --- < a, puis j’ai placé dans un tableau les combinaisons a+a’ des
éléments de B qui donne un tableau triangulaire supérieur. Ona a1+a1 < a1+as < - < a1+a, < agtap, < -+ < ap+ay,
d’ot card(B) > 2n — 1.
n(n+1)

la majoration. Mais ’examinateur me dit que ce n’est pas suffisant. Je le regarde alors incrédule car je ne vois pas comment

Pour la majoration j’ai expliqué qu’on avait au maximum éléments distincts dans B et qu’on avait directement
¢a pourrait étre autrement. Je cherche alors sans grand succés une meilleure démonstration pendant 15 bonnes minutes
(tres long sachant que l'exercice 1 dure 25/30 minutes). Il me dit alors & la fin d’un air exaspéré que je fais des choses trop
compliquées et qu’il suffit de voir que c’est "triangulaire supérieur" pour avoir directement la majoration, chose que j’ai
dite 15 minutes avant. Je fronce les sourcils et lui fais remarquer que c’est exactement ce que j’ai dit, il bégaye et essaye
de se justifier en me disant que c’était pas clair alors que j’avais littéralement écrit les éléments de B en montrant que
c’est triangulaire. Comment dire qu’il ne m’écoutait absolument pas ...
Exercice 2

Pour = > 1 la convergence se fait directement. Pour le reste je cherche a montrer que a,, = o %), sauf que je me rend
compte qu’il manque une hypothése de monotonie de a, donc ¢a n’aboutit pas. Il me dit alors de poser des ensembles
I={n:a,> ﬁ} et J={n:a, < E} Et de majorer la somme partielle.
Conclusion

Examinateur avec un accent assez marqué qui n’avait vraisemblablement pas envie de me faire passer un oral un 13
juillet avant le déjeuner. Il faut se préparer mentalement au fait que les examinateurs/examinatrices ne sont parfois pas

les plus attentifs a ce qu’on dit ou écrit.



ORAUX 2023
Polytechnique
Ludovic CAI PCX2

Enonceé
On dispose de n piéces équilibrées. Les tirages sont supposés indépendants.
A Détape 1, on lance les n piéces et on obtient X piles, on garde X piéces.
A Détape 2, on lance les X piéces et on obtient X, piles, on garde X, piéces.
On continue jusqu’a ce qu’il n’y ait plus de piles.
Déterminer la fonction génératrice de Xo puis celle de Xy,
Déroulé et élément de correction
ity

Je propose d’utiliser la formule des probabilités totales pour avoir les probabilités de Xs et donc avoir sa fonction génératrice
n

1
On connait la loi de X; qui suit une loi binomiale B(n, =) donc Gx, (t) = (

par théoréme de transfert : P(Xo = i) = Z]P’(XQ =iNX; =j).

Jj=0
_ "1 1 /5 /n
Aprés dével t it P(Xy = :E —— .
prés développement on aurait P(Xy = i) 2 o7 om (2) <]>
n . n J . n
Ny 11 /53\/n\, 1 1 /n (] 1 t+1..(n t+3
Dot Gx,(t) = Y P(Xy = i)t! = —— g () == i) = (=2
ot G, (1) = )_P(X> =) 2 292”<i>(j) on 249 <])Z <z) 2 2 )(j> (=)
1=0 0<i<j<n 7=0 =0 7=0

(qui est le bon résultat)
Il aurait été agréable que 'oral se déroule comme cela mais ’examinateur m’a demander de m’intéresser directement a

E(t*2) en décomposant X, suivant les résultats de X;.
X1
. N 1.
Jécris Xo = ;YJ ot Yj ~ 8(5) iid.
Il me dit alors d’écrire ceci

n X1
E(t*) =Y PO Y =it

i=0  j=1
n X1

=Y P(X;=in) Y; =it
=0 j=1
n X1

=Y P(Xy =i)P()_Y; =i)t!
i=0 j=1

On trouve évidemment un résultat final faux car le passage de la premiére ligne a la deuxiéme est fausse car il aurait fallu
écrire X7 > 4. Or j’ai beau eu débattre avec 'examinateur, il voulait absolument que j’écrive X7 = ¢ en me disant que
c’était bon. L’oral étant a 14h, il revenait de sa pause déjeuner, il devait probablement avoir le fameux coup de sommeil
d a la digestion pour ne pas réaliser ce qu’il me disait ... (du moins j’espére que c’est ¢a)

On vérifie en plus que si on prend X; > i on retombe sur le calcul fait avec la formule des probabilités totales.



Conclusion
Si vous sentez que l’examinateur s’endort ne vous fiez pas entiérement aux indications qu’il vous donne surtout si la

logique y est absente.



ORAUX 2023
ENS (UL)
Ludovic CAI PCX2

Enoncé Exercice 1
On dispose d’un jeu classique de 52 cartes, déterminer le nombre de tirages moyen avant de tirer un as.
Exercice 2
Soit A, B € S (R) tels que tr((A + sl,)™") = tr((B + sl,) "), Vs € R%. Montrer que A est semblable a B.
Déroulement et éléments de correction
Exercice 1
J’ai posé X ="nombre de tirage avant d’avoir un as". On veut alors E(X).
Je décide de commencer par calculer P(X = k),Vk € [1;48], mais cela méne a des calculs trop volumineux donc 'exami-

nateur me dit de penser & autre chose.

52
En fait ici X est a valeur entiére donc on peut utiliser la relation E(X) = Z P(X > k).
k=0
(52—k
11 se trouve également que P(X > k) se calcule directement, en effet c’est P(X > k) = #, qui se comprend assez

(%)
naturellement car on pioche k cartes et il faut répartir les as dans les cartes restantes.

52 52—k 52
1 1
On a alors E(X) = Z ( 2 ) = v Z (Z) En utilisant la relation de Pascal, (lj) = <k+ ) — < k ), on a

53 k=0 (4) (4)k=0 i+ 1 i+1
B(X) = .

L’examinateur m’a ensuite demandé comment est-ce qu’on aurait pu retrouver directement cette valeur. Il s’agit en fait

de penser aux longueurs moyennes des intervalles de cartes séparant les as dans le jeu de carte. En effet il on reprend
, . ., 53 . 53 . .

Pexercice avec 1 as on trouve une espérance de ER puis si on prend 2 as on a 3 qui permet donc de bien se rendre
compte du phénoméne.

Exercice 2

1l s’agit au départ de diagonaliser A et B dans une base de vecteur propre (théoréme spectral) et ensuite on a I'inégalité

n n
1 1
suivante : = ol les oy et B; sont respectivement les valeurs propres de A et B.
;aﬁs Z{:ﬁﬁs i et B; p prop

Ensuite j’ai pataugé un peu, il fallait en fait penser a réaliser un DL lorsque s tend vers +o0.

1 1 Q;
En effet on a bien = ——= ol on peut réaliser un développement limité car — tend vers 0.
a;+s st +1 s
L’oral s’est terminé 1a, ’examinateur m’a dit qu’ensuite c’était de 'identification par rapport aux puissances issues du DL

(stirement identique a ce que l'on fait avec les polynomes).
Conclusion
Un oral assez court (45 minutes) et qui passe plus vite qu’on ne le pense. L’examinateur fut trés agréable et donnait des

indications (de fagon détournées) lorsqu'il le fallait.
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