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I Fonction caractéristique d’une variable aléatoire réelle

I.A Premiéres propriétés

1.

. Pour tout n € N, définissons la fonction w, : R — C par u,(t) = ape

Soit ¢ € R. La variable aléatoire e/X? : ) — C est bornée (par 1) donc elle admet une espérance et
$x(t) est bien défini. On a ¢x (t) = E[e’X!] = Ysex(o) P(X = 7)e’®! par la formule de transfert. D’ott

dx(t) = D] age™ ! par définition des ag.

r

Pour tout t € R, ¢x(t) = Za,ke”’“t.
1

. La fonction ¢ x est bien définie sur R pour la méme raison que précédemment. La formule de transfert

(cas dénombrable) donne le résultat.

+o0
Pour tout t € R, ¢x(t) = Z apeint
0

Oui, cette question est la méme que la précédente...

iznt  Tes fonctions w, sont
continues sur R et de plus, ¢x = > u,. Pour montrer que ¢x est continue il suffit de montrer que
la convergence est uniforme. Montrons qu’elle est méme normale. On a que ||uy || = an = P(X = z,)
pour tout n € N. Or, la famille d’événements ({X = x,})nen est un systéme complet d’événements
donc la série Y P(X = n) est convergente d'ou Y o ||un||,, < +00 ce qui montre que la série Y uy,
converge normalement donc uniformément. La fonction ¢x est donc continue comme limite uniforme
de fonctions continues.

‘ ¢x est continue. ‘

Une preuve a base de continuité sous le signe intégrale (une somme n’est rien d’autre qu’une intégrale
discrete) fonctionne aussi.

. Soit t € R. On a et = ¢®teiXt donc par linéarité de Pespérance : E[e?!] = e E[e*X ()] ¢’est-a-dire

py (t) = e px (at).

Pour tout ¢ € R, ¢y (t) = e ¢ x (at).

. Soit t € R. On a ¢x(—t) = E[e™X!] = E[eiXt] = ¢x(t) car I'espérance et la conjugaison commutent

par définition de I'espérance d’une variable complexe. On en déduit ¢px(—t) = ¢x (¢) si et seulement si
¢x(t) est réel.

Pour tout t € R, ¢x(—t) = ¢x(t) et ¢px est paire ssi px(R) C R.

1. Vous pouvez envoyez vos remarques ainsi que les irréductibles erreurs et fautes de frappes qui se seront glissées dans ce
document & ’adresse suivante pierre-amaury.monard@laposte.net. L’auteur vous en sera reconnaissant.
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I.B Trois exemples

6.

7.

8.

Si X suit une loi de Bernoulli de paramétre p alors ¢x (t) = ¢q.e™ + pe''t. Si Xi,..., X, sont des va-
riables indépendantes alors E[e!(X1++Xn)t] = E[e?X1!] | R[eXn!] e ¢x, 1.1 x, (1) = dx, (1) ... dx, (t).
Considérons X1, ..., X, des Bernoulli de paramétre p indépendantes et X = X7 +--- + X,,. Alors X
suit une loi binomiale de paramétre (n,p) et ¢x(t) = (q + pe®)™.

Si X < B(n,p) alors ¢x(t) = (¢ + ™)™

Si X < G(p) alors ¢x(t) = Zfoo g Ipeint = peit Zaroo(qeit)” = lf‘;i;t car ‘qeit‘ < 1.

peit

Si X < G(p) alors ¢x(t) = T— gt

Si X < P(A) alors g (1) = S S et = e,

Si X < P(A), dx(t) = e A1),

I.C Image de ¢x

9.

10.

11.

12.

13.

14.

Soit t € R. On a [E[eX!]| < E[|e"|] = 1.
——

=1

‘Pour tout t € R, |px(t)] < 1. ‘

Soit Y : Q@ — R tel que X =a + %Y. Alors Y est a valeur dans Z. De plus, ¢x(to) = D ez P(Y =

3 2m . . . .
k)ez(a—i-%k‘)to — glato ZkeZ P(Z — k)ez27rk — gtato Z]P;(Y c Z). Dol ‘¢X(t0)| — ‘emto‘ =1.
keZ

=1

Si X(Q) C a+ 37 alors |¢x(to)| = 1.

Puisque |px(to)| = 1, il existe b € R tel que ¢x(tg) = ¢*. En posant a := b/ty on obtient ¢x(t9) =
280 aneiaz‘nto — eiat()'

Il existe a € R tel que > ° ay, exp(ito(zn — a)) = 1.

En se souvenant que 1 = Y °a, on obtient > % an(1 — exp(ito(z, — a)) = 0. On obtient le résultat
souhaité en prenant la partie réelle.

>0 an(1 — cos(to(z, —a))) = 0.

Puisque la fonction cosinus est bornée par 1, tous les termes de la somme ci-dessus sont positifs. Or
une somme (finie ou infinie) de réels positifs est nulle si et seulement si tous les termes de la somme
sont tous nuls. D’ot, ay (1 — cos(to(z, —a))) = 0 pour tout n € N. Si a,, # 0 alors cos(to(z, —a)) =1
i.e to(xy, —a) € 217 et x, € a + %Z car ty # 0.

Pour tout n tel que a, # 0, x,, € a + %Z

Posons A = R\a+%—§Z. Alors A = {x, € X(2): a, =0} et P(X & a—i—%—gZ) =PX € 4) =
En,anzo an = 0 ce qui prouve bien que X € a—l—%—gZ presque stirement.
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I1. Fonction caractéristique et loi d’une variable aléatoire

IT.A Premiére méthode

La fonction ¢xe™ " est bien intégrable puisque continue.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

Puisque X (2) est fini, ¢ x est définie par une somme finie et on peut échanger somme et intégrale par

linéarité de lintégrale. Pour T' > 0, 2TV, (T) = Y] ak f_TT e@kle=mt 4t De plus, fTT elTkle=imt ¢ —
izfmT iT(xp,—m —iT(x, —m ; sl _

|:e t(zy, ):| ., _ e T(wp, ) _e—iT(zy ) — QZSIH(T(xk m)) — 2TSlnC(T(fEk*m)) si TE—m # 0. Sl TE—m = 0

i(zp—m i(zp—m) i(zp—m)

alors f_TT el@rte=imt 4t = f_TT 1 = 2T = 2T sinc(T (z—m)). Do 2TV, (T') = D7 an2T sine(T (z—m)).

Pour T > 0, Vo (T') = > ) sinc(T(z, — m))P(X = xy).

Quitte a rajoute z,41 = 0 & X(§2) avec a,+1 = 0 on peut supposer que X prend la valeur 0 (éventuel-
lement sur un ensemble négligeable). Pour z # 0, |sinc(z)| < ﬁ donc sinc(z) — 0 quand x — + + oo.
Si zp, # m alors sinc(T'(xy, —m)) — 0 quand T — +o00. Si xx —m = 0 alors sinc(T'(x, —m)) = 1. Par

passage a la limite quand 7" tend vers 400, il ne reste que P(X = m).

Vin(T) Tjoo P(X =m).

L’opérateur V,,, « filtre » les composantes de X pour ne garder que celle selon m.

Soit T' > 0. On a 2TV,,(T) = f_TT( T apei@nt) e~ dt. D’aprés le théoréme d’échange 3 — [, il
suffit de vérifier que Y4 [ |un| < 400 oit uy, : [T, T] — C est définie par u,(t) = a,e’ @™ pour

pouvoir échanger la somme et l'intégrale. On a |u,| = a, donc fTT lup| = 2Ta, et S g™ [ |un| =

2T < +00. Donc 2TV, (T) = > ¢ f_TT ane@n=m) At = 3" 2T sine(T (z, — m)) d’aprés les calculs
effectués a la question précédente.

+00 1
Pour tout T'> 0, V,,,(T) = Z gn(f)
0

La fonction g, est définie et continue sur R} comme quotient et composée de fonctions continues sur
R ne s’annulant pas sur R*. Reste & montrer que g, admet une limite en 0. Si x, —m = 0 alors
la fonction g, est constante égale a a, sur R} et donc se prolonge par continuité en 0 en posant
gn(0) = a, = P(X =m). Si x,, —m # 0 alors ¥ vers 00 selon le signe de x, —m et g, se prolonge
par continuité en 0 en posant g,(0) = 0 puisque la fonction sinus cardinal admet 0 comme limite en
+o00.

‘ La fonction g, se prolonge par continuité sur R,.. ‘

De la majoration |sinc(z)| < 1 pour tout € R on tire que ||gn||,, < an et donc ||gn||,, < an par
continuité de g, en 0. Comme ) a,, converge, la série Y g, est normalement convergente. La fonction
G:= Zg °° gy, est ainsi bien définie. Puisque la convergence est méme uniforme, G est continue comme
limite uniforme de fonctions continues.

La fonction G = ZGLOO Jn est bien définie et continue sur R.

Par définition de G, V;,(T) = G(7) donc V,,(T) — G(0) quand T — +o0 par continuité de G en 0. De
plus, G(0) = 3" §n(0) = 0> ands, —mo = P(X = m) au vu de la facon dont on a prolongé g, en 0.

Vin(T) — P(X =m).

T—+o0

Soit m € R. Notons VX (resp. V.¥') la fonction Vj,, associée & la variable X (resp. Y). Soit 7" > 0. On
a: VX(T) = VY(T) puisque ¢x = ¢y. Par passage a la limite quand T tend vers +o0o : P(X = m) =
P(Y = m). Les variables X =Y ont la méme loi.

‘ La fonction caractéristique caractérise la loi. ‘
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I1.B Secondefl méthode

22.

23.

24.

25.

Soit ¢t € R. On dispose de la suite d’égalité suivante.

eibt _ ezat
Kop(t) = ———
as(t) 24t
+oo (ibt)™ +oo (iat)™
_ ( 0 n! 2.0 n! )
24t
e —a)
- 2i
+o00
e
0
‘n+1pn+1l_ n+1
ol 'on a posé ¢, := % Comme ¢y = b2 , cette derniére égalité est vraie aussi pour t = 0.
Donc K, 4(t) = g % ¢, t™ pour tout t € R ce qui fait de K, une série entiere de rayon de convergence

infinie donc une fonction C*° sur R.

‘ La fonction K, est de classe C* sur R. ‘

Utilisons le théoréme de dérivation sous le signe intégrale. Soit € R. La fonction K, , est continue
sur [—-N, N| donc fN K, est bien définie. Définissons h : [ N,N] xR — C par h(t,z) = K, (t).
On sait déja que la fonction Fy : R — C définie par Fy(z f h(t,z)dt est bien définie. De

ixt e at
2t
%(t,:p) = Zte . Alors |gh| % et la fonction constante 3 est intégrable sur le compact [—N, N]. Le

théoréme de derlvatlon sous le signe intégrale prouve que la fonction de F'n est dérivable sur R de

plus la fonctlon h:(t,x) — ¢ est dérivable par rapport a z (y compris si t = 0) de dérivée

7,9: 1T N } si
dérivée Fy(z) = iVN gg f N Ldt = [215] v 2”%(]\71) = Nsinc(Nzx) si  # 0. Si x = 0 alors
N =N = Nsine(0).

La fonction Fiy est de classe C! sur R de dérivée F\(z) = Nsinc(Nz).

Posons I —f Ko p(t)dt. Alors I = Fn(b) = Fn(a +f F}.Or K44 =0 donc Fy(a f Koo =

0. Dou I = fa N sine(Nz)dz = |, ]J\Yf sinc(s) ds aprés le changement de variable s = N x qui est réalise
une bijection de [a,b] sur [Na, Nb].

N Nb
K, p(t)dt = / sinc(s) ds.
-N

Soit 0 < € < M. Les fonctions z — X et z — 1—cos(z) sont de classe C' sur [¢, M] donc, par intégration

par partie : fM Smf) dz = [1%5(:;;)} +fM I_LQS(QE) dx. Puisque 1—cos(z) ~ £ en 0 et ‘ 1—cos(z) 2

\ma

1— cos( )

le terme crochet admet une limite nulle quand ¢ — 0 et M — +oco. Par ailleurs, la fonction x —
est continue sur RY , prolongeable par continuité en 0 et est un O( ) au voisinage de +o00 donc est

intégrable sur R;. Ainsi, I'intégrale f M ILS(‘T) dx admet une limite finie quand € — 0 et M — 4oc0.
7400
L’intégrale / sinc est convergente.
0

2. Une deuxiéme méthode impliquerait I'existence d’une troisiéme méthode.



26.

27.

I1I1.

28.

29.

30.

31.

La fonction sinus cardinal étant paire, 'intégrale J;OOO sinc est convergente de valeur 5. Posons Iy =
N

Iy Kap-

Si0<a<balors Iy = fONbsinc—fONasinc -5 -7=0.

De méme si a < b < 0.
. 400 .

Sia<0<balors Iy — [~ sinc = 7.

Si0=a < balors Iy = fONasinc — .

Sia<b=0 alors IN:f](\),asinc—> z.

N m siab<0
/ Kop — 5 siab=0 .
N NP L) siab>0

Soient a < b. On a %fiVN ox (—t)Kqap(t)dt = YT ax(2 fiVN Koz, p—z,(t)dt). Puisque a et b ne sont
pas dans le support de X, les termes intégrales ne peuvent tendrent que vers 0 ou 7 selon que a — xp <
0 < b — xk ou non. Si ce n’est pas le cas la limite est nulle. On ne garde donc que les indices k pour

lesquels a < zj < b. Ainsi, %fiVN Ox(—t)Kqap(t)dt tend vers 3y . apt =Pla <X <b).

N
Pour a < b qui ne sont pas dans X (), / dx (—t)K,p(t) dt tend vers P(a < X < b).
-N

Régularité de ¢x

Soit € R. Si || < 1 alors |z < 1. Si & > 1 alors |z < |z|*. Donc |z < 1+ |z|* pour tout = € R.

‘k',

Pour tout z € R, |z)) <1+ |z

Ainsi, [ X7 < 14|X|" et B[ X] <1+ E[|X|"] < 0o et X7 admet une espérance.

Si X* admet une espérance, alors X7 admet une espérance pour tout 1 < j < k.

C’est le théoréme de dérivation terme & terme. Posons u, : R — C par u,(t) = a,e™®!. Les fonctions

Uy, sont de classe C de dérivées u’ (t) = an(izy) e t. De plus, px = > g™ u)

Uy, et ’ < ay \xnlj
o0

qui est le terme général d’une série absolument convergente pour tout j < k. Donc la série Zug )

converge uniformément pour tout j < k. Ainsi, la fonction ¢x est de classe C* et ¢g) = Sroo ugf ) =

T ay(izy) ket = E[(iX)*e'X*] pour tout j < k d’aprés le théoréme de dérivation terme a terme.

¢x est de classe C* et d)g;) (t) = E[(iX)*eXY).

D’aprés la question précédente, gbg];)(O) = i*E[X*].

E[X*) = (—i)k¢$) (0).

Puisque ¢x est de classe C? sur R, ¢x admet un développement de Taylor d’ordre 2 en 0. Ainsi,

6x (2h) = dx (0)+ &y (0)2h+ &% (0) 22 1 0(h2) et dx(—2h) = P (0) — &y (0)2h+ ¢ (0) T2 4 o(h2),
Dot 2¢x (0) — ¢x (2h) — ¢px (—2h) = —4h2¢%(0) + o(h?) et f(h) = —¢",(0) + o(1) en 0.

lim f () = =% (0).




32.

33.

34.

35.

36.

37.

Soit A > 0. On a
+o0 ' ‘
20x(0) — ¢x(2h) — px(—2h) = Z an(2 — o2ihan _ 6_2””3")
0
400
= Z an(2 — 2 cos(2hxy,))
0
+00
= Z andsin?(hxy)
0
d’ott
+oo <2
sin“(hx
Fy =3 a, 2n)
0
oo a2 /
Pour tout b > 0, f(h) = Zanbml(lfn).
0
Soit N un entier naturel et & > 0. On dispose de I'inégalite 30 a,z2 sinc?(ha,) < g™ ana? sinc? (hay,)

f(h). En effet, % = x, sinc(hx,) que x, soit nul ou non. Par passage a la limite quand h — 0T
on obtient Zév anx? < —¢%(0). Ceci étant vrai pour tout entier N, on obtient par passage a la limite

quand N tend vers 400 : Sr o0 anaz% < —¢’%(0) < +00 ce qui prouve que X admet un moment d’ordre
2.

‘X admet un moment d’ordre 2.

2k __
o =

2% _

Sia= 8“00 anT 0 alors apxy 0 pour tout n € N. Donc a,, = 0 dés que x,, # 0 7.e X est nulle

>0
presque stirement.

‘Sia:OalorsX:Ops.‘

2k .
Soit t € R. On a ¢y (t) = 8'00 %e”"t. Puisque ¢y est de classe C212, ¢x est en particulier de

. N2k
classe C?* et d’aprés la question 29, g?k) (t) = SFOO an(iz,) et Dot ¢y = % g?k) et ¢y est
de classe C2.

‘ ¢y est de classe C? sur R. ‘

Si a = 0 alors X = 0 presque stirement et X admet un moment d’ordre 2k + 2. Si a > 0 alors
d’aprés la partie I11.B la variable aléatoire Y est bien définie et admet un moment d’ordre 2. La
série Y} P(Y = x,)x2 est donc convergente. Or P(Y = z,,)z2 = La,22""2. Donc la série Y a,22" "
converge. Donc X admet un moment d’ordre 2k + 2.

X admet un moment d’ordre 2k + 2.

Montrons par récurrence sur k € N* que si ¢x est de classe C2* alors X admet un moment d’ordre 2k.
Le cas k = 1 a été traité dans la partie I11.B. Soit donc k € N* tel que la résultat soit vrai. Supposons
que ¢x soit de classe C2¥12. Alors X admet un moment d’ordre 2k par hypothése de récurrence. D’aprés
la question précédente, X admet un moment ordre 2k + 2 ce qui conclut la récurrence.

Pour tout k > 1, si ¢x est de classe C?* alors X admet un moment d’ordre 2k.




IV.

38.

39.

40.

Développement en série entiére de ¢y

Soit t € R. On a ¢x(t) = Y| are’®t = Y7 ak< Foo (”%)n) = S0 (4 327 ag(izy)") t*. D'ou
ox(t) = g% dut™ ott 'on a posé d, = HE[(iX)"]. Ceci est vrai pour tout t € R donc ¢x est
développable en série entiére sur R.

+o0
¢x est développable en série entiére sur R et ¢x( Z
0

La fonction y — e¥ est de classe C* sur R donc la formule de Taylor avec reste intégral en 0 donne :

. n+1 it . ; t ntl
e = 0 k' k + fy ‘ ( - t)n d¢. D'ou |e" — n ‘ f‘yl lyn | dt = (‘%rlll-ﬁ-l)!'

y"*

Pour tout y € R, |e )
4 ’ n+1)!

ST

o e (iy)k
y_z k!
0

Par hypothése, il existe M > 0 tel que E[|X|"] < M (2%)". Soit [t| < £. Posons S, (t) :== 3¢ (z,i?kE[Xk]
qui est bien définie puisque X admet des moments de tout ordre par hypotheése. Alors, |¢x (t) — Sp(t)| <
iX (i Xt)k iXtm ! M(2tLyn+l M
[ Y= ] S E[‘(mll)! IS =~ vam

quand n tend vers +o00 et celle-ci vaut ¢x (t).

— 0. Ainsi, la série S, () admet une limite

+00 (
Pour tout [ < £, ¢x(t) =)
0

% % FIN % % %




