CORRIGE : MATH 1 ; PSI ; Centrale 2015

| Etude d’une suite récurrente

f:[0,1] —» [0,1] de classe C ? telle que f et f’ sont croissantes et f(1) =1et f'(0) <1let f"(1) > 0.
(Un)nen la suite récurrente définie par:up = 0et vn e N ; upy = f(up). On pose enfin : m = f'(1).

I.A.1) f est croissante, alors la suite (u,)nen €St monotone, et puisque up < u; alors la suite (Un)nen
est croissante, de plus elle est majorée par 1, alors elle converge. On note | sa limite.

I.A.2) L'application g : [0,1] — R définie par g(x) = f(x) — x est continue avec g(1) = 0.
g étant continue sur [0, 1], alors {x € [0,1] ; f(x) = x} = g7*({0)} est un fermé non vide du compact
[0,1], c’est donc un compact non vide de R, donc admet un plus petit élément x;.

I.LA.3) On a ug < xs, par récurrence, et puisque f estcroissante et f(x;) = X¢ ; Yne N ; u, < X¢.
Par conséquent | < x;. mais | est un point fixe de f et x; est le plus petit point fixe de f. D'ou | = x;.

I.B) On suppose que m > 1, montrons que X; < 1. Par absurde supposons que x; = 1.

Alors f(0) > O et f(1) = 1 et Vx €]0,1[ ; f(X) £ x, alors par continuité de g, vx € [0,1[ ; f(x) > x.

g est de classe C 2 sur [0,1], et f' est continue croissante sur [0, 1], telle que f'(0) < 1 etf'(1) > 1.
Alors d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe 6 €]0,1[, tel que : f'(9) = 1.

>0 si 0,1 .
g'(x) =f'(x)—1est { =0 sl xe6,1] alors : g(0) < g(1) = 0, donc f(#) < 6 ce qui est absurde.

< si x e [0,0]

I.C) On suppose ici que m < 1. Supposons par absurde que x; < 1.

D’aprés le théoreme de Rolle, il existe 0 €]x;,1[ tel que g '(0) = 0, c’est a dire f'(0) = 1.

mais f' est positive croissante, alors m = 1 et f' constante sur [0, 1], ceci est absurde, car f"(1) > 0.
D’ou x; = 1. et par conséquent : Vx € [0,1] ; f(x) > x et f(x) = 1 puisque sif(x) = 1 on aura f
croissante et constante sur [x,1] ce qui contredit le faite que f'(1) < 0.

Uo < 1, par récurrence alors siu, < 1, alors up;; = f(uy) < 1. Dol :Vn e N ; u, # 1.

I.D) Dans cette question, on suppose que m = 1.
I.D.1) On pose pour toutn € N, g, = 1 —u,. D’aprés la question précedente : Vn e N ; ¢, > 0.

—ena = f(Un) — (1) = £'(D)(Un - 1) + — 1. D (U~ 1)2 +o((un - 1))

, < 71
Cc'estadire:ept = &n — () e +o(£3).
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I.D.2) D’aprés le lemme de Cesaro appliqué a la suite de la question précedente :
lim+ > (&=-+ )—f(l)—llm +0,alors g, ~ —2

n—oo 0<k<n 1 N—oo nf”(l)

I.E) Dans cette question, on suppose que m < 1. D’aprés I.C) Vn e N ; g, > 0.
I.LE.1) —gn1 = f(un) — (1) = f'(1)(Un — 1) +o(uy — 1) OU encore : gn1 = Mgy +o(gn).

lim 222 = m € [0,1[, alors d’aprés la régle de D’Alembert, la série de terme général ¢, est

n—o0

absolument convergente. Poussons le développement a l'ordre 2 :



— gn = f(Un) = f(1) = £' (DU = 1) + L Uy — 1)2 + o((Un — 1)2).

(1) &2

c'est a dire : gp1 = mey >

(1
2 +o(g2) ouencore : m™Vg .y = mTg, m‘(”+1)%gﬁ +o(m~Dg2)

//(l)

m e _ g £

e 5——¢&n +o(¢n) donc In(

&n et la série de terme général —

&n

M-, ) 1w
mep ~ 2m
n—o0

m-(n+ )5n+1

est absolument convergente, alors la série de terme général In( ) I'est aussi.

m-(n* )5n+1
T,

I.E.2) La série de terma général In( ) = In(m~™Yg..1) —In(m™g,) converge, alors la suite

de terme général w, = In(m™"¢,) converge vers un certain réel w, et la suite de terme général m"g,
converge vers ¢ = e" > 0. D'ou I'existence d’'unréelc > Otelque:e, =1-u, ~ cm".

n—o0

Il Formule de Wald

IILA.1) X et Y deux variables aléatoires a valeurs dans N indépendantes.
VkeN ; PX+Y =k =Y PXX=jY=k=j) =3 PX=)P =k-j).
Osj<k Osj<k
La série entiére Gy,y est le produit de Cauchy des séries entieres Gy et Gy, alors Gx,y = GxGy.

IILA.2) On fait une récurrence sur k, et on applique le résultat de la question précedente a Sy et Xy,;.

I.LA.3) S(W) = Stqy (W), T estindépendante des Xy donc indépendante de S, = > Xx.
0<k<n
K 0
Soientt e [0,1] et K e N, Gs(t) =>_ P(S = Ktk + > P(S = k)tk.
k=0 k=K+1

S=n=(> Xj=n) =U (T = k,Sk = n) qui est une rénion d’évenemets deux a deux disjoints.
0<j<T keN

P(S =n) =X P(T = k,S¢ = n) =X P(T = k)P(Sk = n).

keN keN

Gs(®) =33 P(T = KP(S, = mt" =33 P(T = K)P(S = "

n=0keN k=0n=0

Gs() =3 P(T = k) 32 P(Si = mt" =3 P(T = K)Gs, () =3 P(T = KGL(®) = Gr o Gx(1)

k=0 n=0 k=0 k=0

On va continuer a faire le calcul demandé dans I'énoncé, mais ici
on a déja obtenu le resultat voulu.

Gs(t) =£ P(T = k)G (t) + i P(T = k)G (t).

k=0 k=K+1

Gs() =3 P(T = WGEM + 3 PT = k) 3 P(Sc = mi?

k=0 k=K+1 n=0

Gs(t) =i P(T = k)G (t) +§ ( i P(T = K)P(Sk = n)t”).

k=0 n=0 k=K+1



LA.4) Rk =>_ ( > P(T = k)P(Sk = n)t”) est une somme de nombres positif, donc 0 < R.
n=0 k=K+1

Dautre part : Rx = Y P(T = k)(Z P(Sk = n)t”) etz P(Sk = n)t" <Z th =
n=0 = n=0
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ILA.5) > P(T = k) est le reste d’'une série convergente, donc tend vers 0, quand K — o.
k=K+1

Alors lim R = 0. Alors d’aprés ce qui précéde :

K—oo

K 00
Gs(t) =limY_ P(T = k)GX(t) =>_ P(T = k)G&(t) = G1 o Gx(t). Finalement : Gs = Gt o Gx.
Koo k=0

I1.B) On suppose ici que T et les X, sont d’espérance finie. Gx et Gt sont de classe C* sur [0, 1].
Alors Gs = Gt o Gy est aussi de classe C*! sur [0, 1], donc S admet une espérance finie, donnée par
E(S) = G5(1) = Gt o Gx(1).Gx(1) = Gr(1)GK (1) = E(T ))E(X1).

I1.C.1) Si T suit la loi de poisson de parameétre A > 0, sa loi est donnée par : P(T = k) = ’&—!ke‘*.

Sa fonction génératrice est donnée par Gr(t) Z (M) = etDA,
k=0

I1.C.2) Soit T la variable aléatoire définie par : T(w) est le nombre d’oeufs que produit I'nsecte w.

Onaalors:VkeN ; P(T=k)=4e* et VteR ; Gr(t) Z (M) — etD2
k=0

1 sile k®™ oeuf devient un nouvel insecte PXk = 1) =
PourtoutkeN;Xk(w){ { Xk )=«

0 sinon PXk=0)=1-a '

vVteR ; ka(t) = Gx(t) =l-a+at
T(w)
Soit S la variable aléatoire qui est le nombre d’insectes a I'issue de la ponte. S(w) =>_ Xy (w).
k=0
Les (X ; k € N), sont bien mutuellement indépendantes a valeurs dans N, et T a valeurs dans N

indépendante des (X ; k € N), alors d’aprés ce qui précéde, Gs = Gt o Gy.

s} K k
VteR ; Gs(f) = et D =3 X g2 donc:vk e N ; P(S = k) = L& e,
k=0

Finalement, S suit la loi de Poisson de parametre aA.

Il Processus de Galton-Watson

Ill.LA) Probabilité d’extinction

ILA.1) Vn € N, ¢n41 €st la fonction géneératrice de Yy.1, On fixe alors n, on pose : T = Y, et X; = X,
et Stw = Y1 (W), on remarque alors que ces variables aléatoires vérifient les hypotheses de la
partiee Il, alors : Gs = Gt o Gy, C'est a dire exactement : g1 = @pof.



IlI.LA.2) D’aprés la question 11.B) E(Yn.1) = E(Y,)E(X ) alors par récurrence sur n :
vne N ; E(Yn) = E(Yo)(E(X))" = m".

LA.3_a) Vn e N ; P(Y, =0) = ¢n(0) et [Yo(w) =0 = Vk=>n ; Y(w) = 0]

((Yn = 0))neny €st une suite croissante d’évenements. L’événement extinction est U (Yn = 0).

neN

P(U (Yn = 0)) =lim P(Y, = 0) =lim ¢,(0).

n—o0 n—o0
neN

IlLA.3_b) f estla fonction géneratrice de la loi u qui admet une espérance et une variance, alors f
est de classe C 2 sur [0,1], les dérivées premiére et seconde de f sur [0,1] s’obtiennent en dérivant
la série entiére terme a terme, alors f' et f" sont a valeurs positives.

(-2 p-1 ; EX) —f'@=-m ; f©=p:<1

k=0

f"(1) =>_ k(k—1)px > 0, car il existe k > 2 tel que : px > 0.
k=2

Ug = (po(O) =0,etvVh e N ;| Up1 = f(Un) = (Pn+1(0)-
Alors la suite (¢n(0))nen Vérifie les hypotheses de la suite (un)neny de la premiére patrtie.

llLA.4) Sim < 1, d’aprés la question I.C) lim ¢,(0) = 1.

n—o0

Tow) = min{n € N ; Y,(w) = 0} s’il existe n € Ntel que Y,(w) =0
-1 sinon

ll1.B) Cas sous critiquem < 1

[11.B.1) Pour tout entier non nulk, (T = k) < (Y1 > 1) = kP(T = k) < kP(Yy1 > 1)

Or Y1 estavaleurs dans N, alors E(Yx1) = m¥t > 1 x P(Yy1 > 1).

Donc 0 < kP(T = k) < km¥?! et m e [0,1] donc la série de terme général km“?* converge, il en est de
méme de la série de terme général kP(T = k). D’ou T admet une espérance.

ll.B.2_a) Y, esta valeurs dans N, alors E(Y,) =m" > 1 xP(Y, > 1) = P(Y, > 1)

.B.2_b) P(T > n) = i P(T = k) et% P(T > n) =% i P(T = k).

k=n+1 n=0 n=0k=n+1

Il s’agit d’'une famille sommable nombres positifs, alors :

% P(T > n) =%k_21 P(T = k)+i% P(T = k)
n=0 k=1n=0 k=N+1n=0

% P(T > n) =% kP(T = k) + i (N+1)P(T = k)

n=0 k=1 k=N+1



0<> (N+1LP(T=k) <> kP(T=k) — 0(reste d'une série convergente )
KeN-+1 KeN+1 N2

lim % P(T > n) =Ilim % kP(T = k) = E(T). D'ou E(T) =i P(T > n).

N-oo h=0 N-oo k=1 n=0

.B.2_c) (T>n) < (Y, > 1) = P(T > n) < P(Y, > 1) <m". (Question II.B.2_a))

E(T) =X PT>msym =L
n=0 n=0

I11.C) Dans cette question on suppose que m < 1.

n 00
On note pourtoutn e N* ; Z, =1+) Y; et Z=1+)_ Yy,
i=1 n=1
On admettra que Z est une variable aléatoire définie sur U (Y = 0).
keN

[1.C.1) La suite ((Yx = 0)),., est une suite croissante d’évenements, alors :

P(U (Y = 0)) =lim P(Yx = 0) = lim ¢(0) = 1, d’aprés I.C)

keN koo koo

n
l1.C.2_a) Soientk e Netn >k, si Z,(w) = 1+Y_ Yi(w) <k, alors I'un des Y;(w) pour 1 <i < n, est
i=1

n
nul, puisque les Yi(w) sont des entiers naturels, k > 1 +>_ Y;j(w) somme de (n + 1) entiers avec
i=1

(n+1) > k. Donc Yp.a(w) = 0, alors (Z, < k) © (Zns1 < k). Mais puisque Z, < Zp,1, ON @ @ussi :

(Zni1 < k) < (Zn < k), La suite d’évenements (Z, < k)n=k est stationnaire dés son premier terme.

(Z<k)=(Zk <k) = (Zn <k) ; VYn > k. Finalement : lim P(Z, < k) = P(Z < k) = P(Zx <Kk).

n—o0

n
l11.C.2_b) Soientk e Netn >k, si Z,(w) = k = 1+>_ Yi(w) alors I'un des Y;(w) est nul, puisque les
i=1

n
Yi(w) sont des entiers naturels etk = 1 +Y_ Yi(w) sommes de (n + 1) entiers avec (n+ 1) > k.
i=1

Alors (Z, = k) < (Zn1 = k). La suite d’événements (Z, = Kk)ns« est croissante, alors :

P(U (Zn = k)) = lim P(Z, = k) mais c’est clair que (Z = k) = J @ = k).

nN—o0
n>k n>k

Finalement : lim P(Z, = k) = P(Z = k).

n—o0
l11.C.2_c) Soients € [0,1[,n € N*, etK € N.

o0

2. (P(Zn = k) = P(Z = k))s*

k=0

IGz,(s) - Gz(s)| =




K
IGz,(s) = Gz(s)| < | (P(Zn = k) = P(Z = k))s*

k=0

o0

2. (P(Zn = k) - P(Z = k))s*

k=K+1

+

IGz,(s) = Gz(s)] Si P(Zn = k) - P@Z = K)|s“ + i P(Zn = k) = P(@Z = k)|

k=0 k=K+1

Mais puisque : P(Z, = k),P(Z = k) € [0,1], alors : |P(Z, = k) = P(Z = k)| < 1.

K ) ©
G2,(5) —Gz(s)| <3 PZn = k) -P@Z = k)|+ > sk Deplus 3 sk= 2 < <

1-s 1-s
k=0 k=K+1 k=K+1

K
Finalement : [Gz, (s) — G2(s)| <Y P(Zn = k) - P(Z = k)| + <.
k=0

I1.C.2_d) D’aprés la question précédente pour touts € [0,1[, on a :
< K

Gz2,(8) = Gz(8)| <3 [P(Zn = k) = P(Z = k)| + =
k=0

Soit ¢ > 0, et fixons un réel s e [0,1[. lim - = 0, il existe un entier K tel que : <= < £,

K—oo

K
D’aprés 1Il.C.2_b), lim > |P(Z, = k) - P(Z = k)| = 0, alors il existe un entier naturel N, tel que :

n—o0

k=0
K
vn>N ; > |P(Zy =k -P(Z=k)| < £. Finalement: Vn >N ; |Gz,(s) —-Gz(s)| < .
k=0

De plus: Vn e N; Gz (1) = Gz(1), donc la suite (Gz,)neny cOnverge simplement sur [0, 1] vers Gy.

I1.C.3_a) Vs e [0,1] ; Gz, (s) =i P(Z; = k)s¥ =i P(Y: = k — 1)sk.
k=0 k=0

Y, est a valeurs dans N, donc Gz,(s) =Y_ P(Y1 = k—1)sk = sGy, (s) = sg1(s) = sf(s).
k=1

I1.C.3_b) On admetque Vn>2 ; Vs € [0,1] ; Ggz,(s) = sf(Gz,,(9)).

f étant continue sur [0,1] et (Gz,)neny CONverge simplement sur [0,1] vers Gz qui sont des
applications définies sur [0,1] a valeurs dans [0, 1]. On fait tendre n vers l'infini, on obtient alors :

Vs € [0,1] ; Gz(s) = sf(Gz(s)).

[1.C.3_c) Si Z admet une espérance, alors G; est de classe C ! sur [0,1], eton a:

E(Z) = G;(1) = f(1) +f'(1)G%(1) et (1-m)E(Z) = 1donc (1-m) # 0 et puisquem < 1, alorsm < 1.

Reciproguement supposons que m < 1.
Vs € [0,1] ; GZ(s) = f(Gz(s)) +sf'(Gz(s))G2(s)

lim sf'(Gz(s)) =m <1, alorsilexiste n € [0,1] ; Vs € [n,1[ ; sf'(Gz(s) <1 etGy(s) = %

<



I|m G5(s) = =——, alors G est de classe C! sur [0,1] et Z admet une espérance donnée par :

<

E@) = G;(1) = 5

IV Un exemple
Dans cette partie : Vk e N ; px =

1
2k+l '

IVA) D) =X pit = 3 (H) = 2. m=1'1) = L.
k=0 k=0

IV.B) D’aprés I.C) ¢,(0) # 1, en plus ¢, est strictement croissante et ¢ (1) = 1.
D'ou Vt € [0,1] ; on(t) # 1.

_ _ 2000, _ ¢, (0-F(p, (1)
An1(t) = an(t) (@na(O-1) (0, (D-1) (fle,(0)-D(9,(H)-1) *

t-£(t) t—-L

fODED — (L_ﬁ_l) = -1, en plus ¢, ([0,1[) = [0,1[, d’ou la suite (an(t)),., est —1-arithmétique.
2-t
) ~(n-1)t
IV.D) Vt € [0,1] ; an(t) = ao() ~n = 4 —n = L et o) = —EL_ 41 = LODL
R N S T s e 0] 1 1
IV.E) @n(t) =22 P(Yn = IOt* = ntlnt ~ h nil—nt Tt —n T e -

k=0

_ 0l 15 Kik _ n-1 1 k _ 15 Kik
(pn(t) N nT + n(n+1) Z <n_21> v = nT + n(n+1) n(n+1) Z <n+1> t nzl n(n+1) Z <n_21> .
k=1

n(t) Z P(Yn = k)tk nzl n(nl+1) Z <n_21> t.
k=0 k=1
Par identification des deux séries entieres :

P(Yo=0) = l-etvke N* ; P(Y,=k) =

o (Fer) -

IV.F)P(T>n)=P(Yn21)=iP(Yn=k)= Lo L -1

n(n+1) n+1 1—% n+1
k=1

T est une variable aléatoire a valeurs dans N, et la série (O_P(T > n)) diverge.

On réecrit ici la formule établie a la question 111.B.2_hb)

P(T>n)=i P(T=k)et% P(T > n) =%i P(T = k).

k=n+1 n=0 n=0k=n+1

Il s’agit d’'une famille sommable nombres positifs, alors

ZP(T>n) %kZlP(T—k)JFZZP(T—k) ZkP(T—k)+Z (N+1)P(T = k)
n=0 k=1n=0 k=N+1n=0 k=1 k=N+1

Alors T admet une espérance si et seulement si la série de terme général P(T > n) converge.

Dans le cas de cette question T n’a pas d’espérance.



IV.G) D’aprés lll.C.3_b) Vs € [0,1] ; Gz(s) = sf(Gz(s)).

Gz(s) = eth(s)2 2Gz(s)+1=1-s=(1-Gz(s))? mais 1 — Gz(s) > 0, alors

1-Gz(s) = y1-s ; Finalement: Gz(s) =1- J1-s.
Le développement en série entiére de [s — J1—s] poursdans] —1,1[ est donné par :

1(d-1). (2 —k+1)

A5-0a- )1/2—1&

kgk — 135.(23) ¢ k2!
D' Z o2 YT _Z PRI

= 2k-2)!
Vs € [0,1] ; Gz(s) =), zzkETa()_l)!sk'
k=1

P(Z = 0) =0 et vkeN" P(Z = k) = zzkfllz'_(lz()_!l)l )

V Cas surcritique

On suppose dans cette partie que m > 1.
k est un entier naturel non nul, on suppose qu'il y a k individus a la génération 0 ;

Wpia(w) =0 si Wy(w) =0

Wo = k et Wa ) _ .
0 Wit W) = 3 Xni(W) si Wo(w) # 0

i=1

n-1
Up = P((Wn = k)N (n (W; = k))).
i=1

V.A) Pour tous entiers non nuls n et r notons A,, = (W, = k pour la ré™ fois).

Pour tous entiers non nulsn, m, etr,ona: Ayr NAnr =@ dés quen # m, etdonc:

La série >_ P(Anr) est convergente de somme < 1.
n=1

Mais P(A,,) = u” > 0, donc la série Z u’s" converge absolument pour s € [-1,1].
n=1
( Notons que ceci démontre aussi la convergence de l'autre série puisque u, = u{” )

Wo (W)
V.B.I) Wi(w) =3 Xoi(w) —Z Xo,i (W)
i=1 i=1

k K K
W1 > k) > (] Xoi 22) = P(W1 > k) > P(ﬂ (Xoj > 2)) [T PtXoi > 2)

i=1 i=1 i=1
( puisque les X,; sont indépendantes ) Finalement : P(W; > k) > (1 —po — p1)¥ > 0.

V.B.2) Pour tout entier naturel n, notons v, la fonction géneratrice de W,,.
Exactement comme pour les ¢, etles Yy, ona:VvVn e N ; yn = w,of saufici, yo(t) = tk.
Alors par récurrence sur n, on montre facilement que : Vn e N ; Vt e [0,1] ; wn(t) = pn (X

On veut montrer icique P( N (W, = k)) > 0.

neN*



En tenant compte que les W, sont indépendantes, et de la suite décroissante d’évenements

=1 n—-oo j n—oo -,

=1

(rnw (Wj # k)), il s’agit de montrer que : lim P(rnw (W = k)) = lim H P(W;j = k) > 0.
=1

Premier cas : sipo =0

p1(t) = f(t) = pnt" et le terme en tX dans w1 (t) est p§tk.
n=1

@2(t) = fof(t) = paf(H)" et donc le terme en tX dans y(t) est p2tk.
n=1

Ainsi de suite, on voit clairement que le terme en t“ dans y,(t) est pj«t«.

vn e N* : P(W, = k) = pi¥ et P(W,, # k) = 1 pi¥,

—00

La série (Z p2k> est convergente a termes positifs, et In(1 — pJ*) ~ —pfk, alors la série
n
n=1

0 n
(Z In(1- p%) converge. Soit L sa somme : u = e* =lim H P(W; # k) > 0.
n=1 %

Deuxiéme cas :sipg > 0

k
Ici, on va changer d’espace probabilisé. On pose : Q' =n (Xoi > 2) qui veérifie :
i=1

k
P(ﬂ (Xo,i = 2)) =(1-po—-p1)¥>0 Onposeaussi:A'={MNQ" ; Me A} etP' =P,.
i=1

Pour toute variable aléatoire X définie sur Q, on niote X ' sa restriction a Q'.

Dans I'espace (Q',A',P"), les variables aléatoires W, et les X,,; vérifient les mémes hypothéses que
les variables aléatoires W, et les Xy sur (Q,A,P), avec P'(X,; = 0) = P'(X,; = 0) = 0.
(Les an,i sont bien a valeurs dans N, et suivent la méme loi ).

On s’est alors ramené au premier cas : D'oU P'( N (Wn = k)) > 0.

neN*

P(( N (Wnik))ﬂ Q)
C'est a dire neNt > 0, donc P(( n (W, #k > N Q’> > 0.
P@) I Wzl

Mais ( nW, = k)> NQ' cn (W, k), dou P(N (Wy #=k) >0

neN* neN* neN*
V.C.1) Soient n et r deux entierstelsque:n>1 et r > 2.
u” = P(An,) avec An, = (W, = k pour la ré™ fois)

A= U Wy = kWi, =K,...,Wi, =k NW=kpourje [1,n—1]]\ {i1,...,ir1})

1<iy<ip<...<iy_1<n-1



Anr = U (W; = k pour la 1° fois) N (W, = k pour la (r — 1)®™ fois parmis les W; ;i+1 <j < n)

1<i<n-1
C’est une réunion d’événements deux a deux disjoints, alors que (W; = k pour la 1% fois) et
(W, = k pour la (r — 1)®™ fois parmis W; ; i + 1 < j < n) sont indépendantes alors :
n-1 n-1 1
ul’ = P(Anr) =3 P(Ai))P(Anir1) =3 ujul Y.
i1 i=1

V.C.2) D’apreés la question précédente : la série entiére U, est le produit de Cauchy des séries
entieresU etU,; avecU; =U.Dou U, =U".

V.D.1) Soient, Al'événement: La suite (W,)nen+ prenne la valeur k une infinité de fois ;
A; 'événement : La suite (Wy,)nen+ prenne la valeur k au moins r fois.
Anr = (W, = k pour la ré™ fois).

A = U Anr et les (A, , n > 1) sont deux a deux disjoints, alors :

n>1

P(A) =Y P(Any) =3 ul” = Ue(1) = UQ)".

n>1 n>1

A= n A, et la suite (A;) =1 est décroissante, alors : P(A) = lim P(A;) = lim U(1)".
- r—oo
r>1

Il suffit alors de justifier que U(1) < 1, pour conclure.

u= P(ﬁ (W, = k)) > 0, alors P(CJ (W, =k) =1-u<L1

n=1 n=1

n-1 n-1
ua =Y P((Wn =kn (ﬂ (W; # k))) etles (W, = k) N (ﬂ (W; # k)) sont des parties deux a
i=1

1<n i=1

deux disjointes de U (W, = k), alors U(1) < P(U W, =k) =1-u<1

n=1 n=1

V.D.2) Par absurde supposons que la probabilité que la suite (Y,)nen+ prenne la valeurs k une
infinité de fois est non nulle. Soit Qp = {w € Q tel que Y,(w) = k pour une infinité d’indices n € N*}

vn e N* ; Soit Q, = {w e Qo telque Y,(w) = k}.

U Q, = Qo et P(Q) > 0, alors il existe ny € N* tel que : P(Qp,) > 0

neN*

Notons que Yw € Q,, ; Yn,(W) = Yo(w) = k pour une infinité d’indices n € N*
Onpose:Q' =Qp etA' ={MNQ' ; Me AbetP =P, etVn e N:W, larestriction de Y, & Q'
La suite (Wy)nen Vérifie sur (Q', A',P') les mémes hypothéses de la suite (Wp)nen SUr (Q, A, P).

Ceci est absurde, puisque la probabilité que la suite (Wn)nen+ prenne la valeur k une infinité de fois
est > 0, chose qui contredit la question V.D.1)



V.E) P(U H) <> P(A,) = 0. U A, est le complémentaire dans Q de (ﬂ An)

neN neN neN neN

D'ol P(ﬂ An> =1.
neN

V.F) P(U (Yq = 0)) = a et f =P(lim Y, = +w). Soit k un entier > 2 fixé. Soitw € Q.
nN—o0o
n>1

WeEU(Yn=0):Vn21;Yn(W)21.

n>1
Vi e N* ; P(Y, =i, pour une infinité d’'indice n € N*) = 0. ( Question V.D.2) ) donc :

P(U (Yn =i, pour une infinité d’'indices n N*)) =0

ieN*
Siwe (U Yy = 0)) U (U (Y, = i, pour une infinité d’'indices n € N*)) alors
n>1 ieN*
ANk e N* ; Vn>Ng ; Yn(w) >k
Douw ¢ (U Yy = 0)) U (U (Yn = i, pour une infinité d'indices n N*)) = lim Yp(W) = +o0.
n>1 ieN* oo
SiYp(w) =0alorsVm>n ; Ypn(w) = 0.

Dou lim Y,(W) = 40 = W ¢ (U (Yn = 0)) U (U (Yn =i, pour une infinité d’indices n € N*)).

oo n>1 ieN*
Le complémentaire de (U Yy = 0)) U (U (Y, = i, pour une infinité d’'indices n € N*)) est
n>1 ieN*

donc (lim Y, = +). De plus :

n—o0

@ = P(U (Yn = 0)) = P((U (Yn = 0)) U ( [J (Yo =i, pour une infinité d'indices n e N*)))
n=1 n>1 1<i<k-1

Alors : P(lim Y, = 40) = 1 —a, C'estadire i a + 8 = 1.

n—o0



