Concours Commun Mines-Ponts PC 2021 Maths 1
Un corrigé

Questions de cours

1 — Soit X une variable aléatoire discréte X. Son univers image peut s’écrire X (Q)={x,,nel}
avec / fini ou / dénombrable, donc en bijection avec N. Nous choisirons pour toute la suite de
prendre / finiou / =N etles x, deux a deux distincts.

On ¢énonce alors : X est d’espérance finie si et seulement si :
I est fini ou la série ) x,P(X =x,) converge absolument.

n

2 — Comme toute variable aléatoire finie a une espérance finie, il suffit d’étudier le cas / =N.
On suppose que X est bornée au sens de 1’énoncé, donc qu’il existe M >0 tel que

P(|X|SM):1.0naalorspour neN tel que |x,|<M,ona:
P(X=x,)<M.P(X=x,)
>M carona P(|X|=xn)SP(|X|>M)=0.0rlasérie

xl’l

Cette inégalité reste valide lorsque |x,

numérique ZP(X = xn) converge, et par comparaison de séries a termes positifs, la série
n

2.

n

x,|P(X =x,) converge également. On a montré :

|Toute variable aléatoire bornée a une espérance ﬁnie\.

Généralités sur les variables aléatoires

3 — Comme X est entiere, | X | est a valeurs dans N. On sait d’apres le cours qu’il y a équivalence

entre |X | est d’espérance finie et la convergence de la série ZP(|X | > n) .

nxl

Comme X vérifie D, , on a P(|X|2n):E+O(Lj et donc P(|X| > n) ~ 2 etla série Zg
n

2
n n—0 n >l n

diverge. Par comparaison de séries a termes positifs, la série Z P(|X | > n) diverge et donc |X |
nl1

n’est pas d’espérance finie ; par définition, X n’est alors pas d’espérance finie.

Si X’ était d’espérance finie, on sait d’aprés le cours que X serait d’espérance finie, ce qui

n’est pas le cas. En conclusion :

Si X est une variable aléatoire entiére vérifiant D, alors ni X ni X° n’ont une espérance finie,




4 — Comme X est symétrique, X et —X ont méme loi. D’apres le théoréme que 1’énoncé nous
invite a admettre, il en va de méme pour f(X) et f(-X).

Or par imparité, f(-X)=—-/(X),donc f(X) et —f(X) ont méme loi, ce qui signifie :

Si X est symétrique et f impaire, alors f(X) est symétrique,

Si on suppose de plus f(X) d’espérance finie : comme f(X) et —f(X) ont méme loi, on a
alors E(f(X)) = E(—f(X)) et par linéarité de 1’espérance E(f(X)) = —E(f(X)) ce qui
amene : E(f(X)):O.

5-Soit Z=(X,Y) et (x,y)eZ(Q) Alors :

P(-Z =(x.y)) = P((X ==x)n (¥ =-»))
=P(X=- ) (Y=-y) (par indépendance)
=P(X = x) ( ) (par symétrie de X et Y)
= P((X y)) (par indépendance)
=P(z=( )
On vient de montrer que Z et —Z ont méme loi. On applique a nouveau le théoréme admis de

R* >R
(x,y)> x+y
X+Y et —X —Y ont méme loi et donc que : |X +7Y est symétrique\.

’énoncé avec (p:{ . Ainsi @(Z) et ¢(-Z) ont méme loi, ce qui signifie que

Deux sommes de séries

6 — Vérifions que la fonction u + 1—zu ne s’annule pas sur [0,1]. Si z=0 c’est bien le cas,
donc on suppose désormais z #0 et 1 —zu ne s’annule que pour u = l Si de plus u € [0,1]
z

alors z [1,+o0[ ce qui contredit que |z|<1 et z #1.
Donc ut+>1-zu ne s’annule pas sur [0,1] et d’aprés les théoréme généraux la fonction

" zdu

friur est continue sur [0,1], d’ou I'existence pour 7 €[0,1] de J

l—uz ol—uz
Toujours d’apres la continuité de f définie ci-dessus, L est une primitive de /' qui est de plus C*

sur [0,1]. Ainsi : |[L est définie et de classe C* sur [0,1]|

n+l

!
Pour n € N on appelle HR, la propriété : * vz €[0,1], £ (¢) = R

(1 _ fZ)n+1

® HR, signifie: Vxe[0,1], /()= 1 Z_ ce qui est vraie.
-1z

e Soit ne N tel que HR, soit vraie. Alors on a sur [0,1] :



Donc HR ,, est vraie.

Par suite pour ne N” et 1€[0,1] ona ") ()= (1), c’est-a-dire : L(")(t) =

7—Soit t€]0,1]. Ona 1 =[1-tz+z| <[l —tz|+|tz| < |l = tz| + ¢ (car 1> 0 et |z]|<1).

On en déduit : 1—t£|l—tz|.

Si on avait égalité, les deux inégalités seraient des égalités. Ainsi |tz| =t et comme ¢>0 on
aurait |z|=l. On aurait également |l—tz+tz|:|1—tz|+|tz| et d’aprés le cas d’égalité de
I’inégalité triangulaire, 1—#z et fz seraient positivement liés et donc 1 et 7z le seraient
¢galement. Donc z serait réel et positif. Comme |z| =1 on aurait alors z=1 ce qui n’est pas le

cas. [I n’y a donc pas égalité et : |1 —7 < |1 —tz| :

n

1-t¢ : .
. 1l a déja été vu a la question 6 que 1—1z

8 — Je pose pour t€[0,1] et neN : fn(t)=1 t
—1z

ne s’annule pas sur [0,1], donc f, est continue sur [0,1] et & ce titre intégrable sur [0,1] et a

fortiori sur 10,1].

<1

On a pour te]O,l] : ngn(t)=[ 1 J et avec la majoration de la question 7 : 0 < 1=t

1-zz| |-z
n—+oo

(1= Y . . . .
,donc lim (m} =0 et la suite de fonctions ( 1) ., converge simplement vers la fonction
_ tZ ne

nulle sur 0,1] qui est continue sur 0,1].
On a enfin la domination, pour tout ¢ €[0,1] et tout n e N : ‘ / (t)‘ <1 et la fonction constante

a 1 est intégrable sur [0,1] (continuité sur un segment) donc a fortiori sur ]0,1]. Toutes les

hypotheses du théoréme de convergence dominée sont remplies et on peut conclure :
1

limJ !
n—>+0 01

n+l n
—t . A .
Pour J (—)dt, on n’a aucun probléme d’existence pour les mémes raisons. On a :
0

(l_tZ)rHl
! n+l n 1
J %dl SJ ;
o (l—tz) 0|1—lZ|

En tant que fonction continue sur un segment, la fonction ¢

n

—t

-1z

dt=0|

n

1-¢
1-¢z

—— est bornée sur [0,1] et &
|1—tz|

ce titre majorée par une constante M. Ainsi :



! ntl (1 L\ 1 4"
JMMMJII a0
(1-x2) =iz

! ntl (1 L\
Ce qui établit: [ tim | 20— g _o|
n—tee (1 - tz)

0

9 — On écrit la formule de Taylor avec reste intégral pour L entre 0 et 1 a ’ordre n (licite : L est

n_ k) Y=Y
C”): L(l):zL k('o) +J ( f) L("“)(t)dt. Avec la question 6, on a L™ (0)=z* (k—1)!

k=0 ! 0 n
pour k>1 et L(0)=0. Ainsi:

n k ! n+l 4\
L(1)= Z—+J =)y,
k 0 (l—tz)

0

n—>+0

n k n +0 N
Donc lim Z% = L(1), ce qui montre : [La série ZZ— converge et que L(1)= ZZ— .
k=1 n

n—>-+o0 &= n ~'n

10 — Les fonctions p, :(¢,u) > et p,:(t,u)>u sont continues car linéaires sur I’espace de
dimension finie R* et a valeurs dans R. La fonction ¢ :¢+>€" est continue sur R. Par
composition e, :(#,u)+>¢" est continue sur R* car e, =¢ o p,. Par somme et produit de
fonctions continues, la fonction q:(t,u)H 1+ue" est continue sur R* car g=1+p,e,, a

valeurs dans C. Enfin la fonction m : z > |z| est continue sur C (car 1-lipschitzienne), et comme

Yy=mog,ona: }y est continue sur R’ |

Or [-a,a]x[0,1] est un compact de R’ et par continuité sur un compact, il existe
(t9,u,) €[—a,a]x[0,1] tel que V(u,r)e[-a,a]x[0,1],y(u,t)>7(u,t,). On pose alors
m, =v(uy,t,) etonabien : |V (u,t)e[—a,a]x[0,1],y(u,t)>m,|.

Comme a € |0,n] ona ¢, €]-m,n et donc e* #—1 et comme |u,|<1 ona u,e" -1, donc
m,>0|
|- n[x[0,1] > C
11 — On définit ¢: ol . On a déja établi que le dénominateur ne s’annule pas
(t’u) = it
1+ue

ce qui permet d’affirmer :
e Pour tout 7 € ]—n, n[ , I’application u > (p(t,u) est continue et a ce titre intégrable sur

le segment [0,1].
e Pour tout u €[0,1], I’application ¢ > @(¢,u) est de classe C' sur |-m, [ de dérivée
donnée par :



. . (i) ,
1e"(1+ue”)—1u(e”) el

op ie
—\tu)= ) = )
6t( ) (1+ue” )2 (1+ue”)2
e Pour tout ¢ € |-r, [ , ’application u > ¢(z,u) est continue sur [0,1].
e Soit ael0,n et (¢,u)e[-a,a]x[0,1]. On a la domination : ‘Z—(f(t,u) Siz et la
ma

fonction u+>— est indépendante de 7 et intégrable sur [0,1] (continuité sur un

segment).
Il résulte de tous ces points :

1 .
Fest de classe C' sur |-m,n[ et Vi e |-n,n[,F'(¢) :J %du .
o (1+ue”)

u=l1

) . i
—i ) 1 . € .,
12 — On a alors sur ]—n,n[ : F'(t) = A =1— —=1—— ; avec |’angle moitié :
I+ue" |, l+e"  1+¢"

it/2 * o
F'(t)=i me — =icos(t/2)+1sm(t/2) , et finalement :
e*+e 2cos(1/2)

Vie]|-ma[,F'(t) =%—%tan(éj .

=a

=In(2), donc C=1In(2). Par ailleurs pour e ]-n,n| on a

I s’en suit que sur |-m,7[ : F(t)=%+ln( j+C avec CeC.

" du

01+u

Or F(O):

cos(%j >0 et finalement : |V¢ € |-n,n| F (1) = %Jr ln(zcos(éjj .

1 +o0 N
13 —1Il a été vu a la question 9 que pour |Z|S1 et z#1: J lzdu :Zz—.
ol—uz n=1 N

En particulier pour z=¢" avec 96]0,21‘[[, on a bien |z|£1 et z#1 et par suite

L ,

eledu +o0 em9 )

e . Par ailleurs, comme 6—ne]-n,n ona:
ol—ue® ' n

F(e_n)=@+ln(zco{9;njj= o Hn[zm@j

1

0 oo _ind S0 oo _inB
Or F(6-n) :J — —du = —Ze—, donc @Hn(%in(gn ==y  En séparant

ol—ue o on nel 1

les parties réelles et imaginaires on obtient alors :

iM = —ln(2sin(gjj ot Z“’: sin,(qne) _ n;@ |

n=l n n=l




Fonction caractéristique d’une variable aléatoire symétrique

14 — La variable aléatoire cos(tX ) étant bornée (par 1), elle a une espérance finie, et on en

déduit d’une part que ¢, est définie sur R et d’autre part que V¢ e R,|¢, (t)‘ <1.

15— On écrit X (Q)={x,,nel} avec fini ou I =N, les x, étant 2 a 2 distincts. On a alors

avec le théoreme de transfert :
a) Si/est fini, alors onasur R ¢, (#)=Y cos(tx,)P(X =x,), et ¢, estcontinue en tant

nel

que somme finie de fonctions continues.
b) Sinon, on prend /=N et VreR,¢,(t)=> cos(rx,)P(X =x,) (la série converge
n=0
d’apres le théoréme de transfert car on sait 1’existence de 1’espérance). On pose alors
pour neN et ¢ réel: f,(¢t)=cos(tx,)P(X =x,). On remarque qu’on a alors la

majoration indépendante de ¢ : ‘ f (t)‘ <P(X =x,) et la série ZP(X =x,) converge

(de somme égale a 1). Donc la série de fonctions Z f, converge normalement sur R et

n

les f, sont en outre toutes continues sur R. Il s’en suit que :

+90
b, = Z /. est continue sur R\,

n=0

16 — Soit n € N. On a I’inclusion entre événements : (|X| >n +1) c (|X| > n) , donc :
P(|X|=n)\(X|2n+1)|=P(|X|2n)-P(|X|2n+1)=R,-R,,.
Ou en d’autres termes, sachant que | X| est entiére : P(|X|=n)=R, -R,,, .

est a valeurs dans N.

Par ailleurs on a par parité cos(X ) = cos(|X |) et comme X est entiere |X
Donc ¢, (¢)= icos(m)P(|X| = n) = icos(nt)(Rn —R,,,). On va maintenant chercher a
n=0 n=0

séparer en deux séries. On établit préalablement la convergence de ZRH cos(nt) qui entrainera

cos(nt).

n+l

par différence celle de ZR

) cos|(nt 1 . .
Comme X vérifie D, ona R, cos(nt) =a (n ) + O(—zj . On a dé¢ja établi la convergence de
n n

T

. cos(nt) | . s ey .. 1
la série ZL alaquestion 13 pour ¢ € ]O,Zn[ , et la série a termes positifs Z_z converge

n=1 n n>1
ce qui amene la convergence absolue de z r, . 1l s’en suit que ZRn cos(nt) converge et donc

n=l n

D R, cos(nt) également. On a alors pour ¢ € 0,2n] :

n



= icos(m‘)Rn —f“cos(m‘)Rn+l = icos(m‘)Rn —icos((n —l)t)Rn
n=0 n=0 n=1

Et finalement |V7 € |0,2n[, ¢, (¢ —l+2[cos nt)— cos((n—l)t)]Rn.

n=1

) o 1 . . L. L.
17 -Onsaitque R, —— = O(—zj , donc par un raisonnement vu ci-dessus, la série numérique
n n

Z(Rn —EJ converge absolument. On pose alors pour neN” et ¢ réel f,(¢)= (Rn —gJei”’.

nxl n n

R-Z

On a la majoration ‘fn (t)‘ <
n

et avec la convergence absolue ci-dessus on en déduit que

+00
la série de fonctions continues Z f, converge normalement sur R et donc que Z f, est
n>1 n=1

~+00

continue sur R. On pose alors C =Y f,(0)= Z(Rn —gj et on a par continuité :
n

n=l1 n=l1
_ = nt —
{%z(ze je CeR|
o . cos(nt)
En prenant la partie réelle, on a hmz R —— cos(nt) C.Comme Z converge, on
n=l1 n n=1 n

& COS nt
peut s€parer et on a ZR cos nt az (

el n —>

=C+ o(1)  (formule (1))

Or on a vu a la question 13 que sur ]0,2n] : iM = —ln(2sin(%n .Or:

ln(2sin(%DH:y 1n(t+0(t2))t;)i In(r)+In(1+0(t)) = In(t)+o(7)

La formule (1) devient alors ZR cos(nt) = aln(z)+C+o(1), et donc :

'l t—>0"

ioRn cos(nt)

n=l

= o(in(1)|

t—0

o
En raisonnant cette fois sur les parties imaginaires, on a lln(’)IZ(R ——jsm(nt) 0 et en
— n

. . < sin( nt
séparant avec une convergence assurée par la question 13 : ZRn sm(nt azﬁ =0 (1)

n=l1 n=l1 =0
. Or pour t€]0,2n[ ona imz% =O+g+o(1), d’ou : ZR sin(nt) = oc2+0(1)
n=l1 n 1= n=1 >

18 — On écrit d’abord : cos(nt)—cos((n—l)t)=cos(nt)—cos(nt)cos(t)—sin(nt)sin(t) et
donc sur 0,27 :

(I)X(t):1+(1—cos(t))§Rncos(nt sm ZR sm nt

n=l1

7



Et avec les résultats de la question 17, on a quand ¢ tend vers 0 :
. T
b, (1) :1+(1—cos(t))O(ln(t))—sm(t)(oc5+o(l)J
2

Or 1—cos(l)~% donc (l—cos(t))O(ln(t))zO(tzln(t))=o(t) et sin(¢t)=¢+o(t). En

assemblant tout, ona : |, (¢) = 1—%1%0(1‘).

Il s’en suit que ¢, a une dérivée a droite en 0 et que (¢, ),'(0)= —%. Par parité de ¢, , ¢,

s : o e .,
a une dérivée a gauche en 0 qui est ((I)X )g '(O) = 7 Les dérivées a droite et gauche n’étant pas

égales, on conclut : |¢, n’est pas dérivable en 0, mais a une dérivée a droite et a gauche en 0.

Convergence simple de la suite des fonctions caractéristiques des
variables v,

19 — Comme X et Y sont symétriques, X +Y 1’est aussi (question 5) d’ou I’existence, pour
teR,de ¢,,,(¢) (question 14). On a alors :

Oy ()= E(cos((X + Y)t)) = E(cos(Xt)cos(Yt))— E(sin (Xt )sin(¥7))
Comme X et Y sont indépendantes, il en est de méme de cos(X7) et cos(¥¢) d’une part, et de
sin(X?) et sin(Yz) d’autre part. Donc :
d.y (1) = E(cos(Xt)) E(cos(Yt))— E(sin(Xt)) E (sin(Y7)).
La fonction x — sin(xt) est impaire, donc avec la question 4 E (sin(Xt)) =0 etil reste:

VieR, oy, (1) =0, (1), (2)]

20— On appelle HR, la propriété : nM, est symétrique et Vz € R,9,,, (¢) = (¢ X (t))n . Comme

M, =X,, HR, est trivialement vraie.

Soit n>1 tel que HR, est vraie. Alors nM, :ZX , est symétrique, tout comme X, et

n+l
k=1

d’apres un résultat que I’énoncé nous demande d’admettre, Z X, et X, ,, sontindépendantes.
k=1
n+l
On a alors avec la question 5 que > X, =(n+1)M

k=1

est symétrique, et avec la question 19 :

n+l

VieR, 0, .x ()= O (t)q)X,,q (f):(d)x, (t))n Oy (£).Or X, et X,,, ontmémeloi;ilenva
de méme pour cos(zX,) et cos(tX,,), donc ¢, (¢)=0¢, (z) et finalement

VEeR, O, ()= ((I) X (t))n+l ce qui finit de prouver que HR ., est vraie.

n+l



Donc HR, est vraie pour tout n>1. En particulier nM, 6 est symétrique ce qui entraine

clairement que M, est symétrique.

En outre pour reR : ¢, (¢)= E(Cos(tMn)) = E(cos(inMn D =0, (LJ = ((I)X (LD" . On
n ! n l n

n

a bien établi : |M, est symétrique et VieR, ¢, (1)= ((I)X (LD .
n 1 n

4 o .
21 —Pour t >0, (—j tend vers 0 par valeurs supérieures, donc avec la question 18 dont les
n n>1

hypothéses sont bien vérifiées par X, : ¢, (ij = 1—%£+0(1]. Dela:
"\ n jnote n n

) _mat 1
¢M,,(t)n;meXp(nln(l 2 n+0(nnj

oL ¢ 1 ot _— ) ot
Or nln| 1-——+0| — || ~ ——— et en composant des limites : lim ¢,, (¢)=exp| —— |.
2 n n n—>+o0 2 n—>+o0 n 2
, . . . oL .
Or ¢,, étant clairement paire onapour ¢ =0 : lim ¢,, (t) =exp ) et avec la question
n n—>+0 "

15 on a la continuité de ¢,, ce qui permet d’étendre le résultata #=0. Ainsi :

VteR, lim ¢, (¢)= exp{—%ml .

22—PourteR,ona ¢, (2nn)= (‘bx (%D - (¢X (27[))”' Or b, (27) = E(cos(2n¥,) et
n 1 n 1 1
comme X, esta valeurs enticres, ¢, (2m) =1 et donc Oy (2nm)=1.

t
Soit f:t— exp{—%”}. On a alors :

Hd)M,, _wa > ‘d)Mn (2nﬂ;)—f(2mc)‘ = ‘l—exp(—nann)‘wl

Il s’en suit que la convergence n’est pas uniforme.



