CORRIGE du SUJET de MATHEMATIQUES
ENS-X PSI 2021

Préliminaires.

1.(a). Si z > 0, la fonction ¢ + e "t*~! est continue sur RY, on a e~

1 — 2z < 1 d’ou l'intégrabilité sur ]0, 1], et par croissances comparées on a e~ ‘t* 1= 0(—)

lorsque t — +o00 d’out 'intégrabilité sur [1, +oo[. Ceci prouve l'existence de I'(x) pour > 0.
11 peut étre utile de remarquer que T'(x) > 0 pour tout x > 0 puisque la fonction t — e~ %=1
est continue, positive et non partout nulle sur IR’ .

(b). Pour x > 0, une intégration par parties sans difficulté donne la relation T'(z+1) = 2T'(z).

—+oo
Partant de T'(1) = / e~ ' dt, une récurrence immédiate donne I'(n) = (n—1)! pour tout
0

n € IN*.
2.(a).i. Par le théoréme des bornes atteintes, comme le pavé [0, a]? est une partie fermée bornée
du plan IR?, on peut affirmer lexistence de ||f|lc = max |f(7f7 u)’
(t,u)€[0,a]?

Soit t € [0, a] fixé. Soit (o) une suite de réels appartenant & l'intervalle [—t, a — t] et telle
que lim «, =0. Pour n € IN et u € [0, ], posons
n—-+oo
gn(u) = |f(t+an,u) — f(t,u)| .
Les fonctions g, sont continues sur [0, u], la continuité des applications partielles ¢t — f (¢, u)
montre que (g,,) converge simplement vers la fonction nulle sur [0, ¢], enfin on a la domination
VnelN Yue[0,t]  |ga(u)| <2]|flloo

la fonction constante u — 2 || || étant intégrable sur le segment [0, t]. Par le théoréme de
convergence dominée, on déduit que
t
lim h(a,)= lim gn(u)du=0.
0

n——+oo n—-+oo

Par caractérisation séquentielle de la limite, on a prouvé que lin% h(n) = 0.
n—

t

ii. Posons ¢(t) = / f(t,u) du pour t € [0,a]. Fixons ¢t € [0,a] et montrons que
0

li =

Lim ot +n) = ¢(t). On a

. t+n t
ot +m) —olt) = / f<t+n,u>du—/of<t,u>du

t+n t
_ / £t + ) du+/ (F(t +m) — £(t,0)) du.
t 0

Par les techniques classiques de majoration (inégalité triangulaire et son extension auz
intégrales), on obtient

o(t+n) — (O] < Il [[fllso + 2(n)
et ce majorant tend vers 0 lorsque 7 tend vers 0, d’ou la conclusion.

iii. Avec les notations introduites dans le corrigé de la question précédente, on a
xr

F(z) = / o(t) dt pour tout = € [0,a]. Comme ¢ est continue sur [0,a], il résulte du
0

théoréme fondamental de I'analyse que F est de classe C* sur [0,a] avec F' = ¢. Donc

vz € [0,a] F'(a:)z/omf(x,u)du.



(b).i. Fixons g8 € [0,a]. Avec les mémes arguments qu’en (a).i. et (a).ii. ci-dessus, on montre
B u

que la fonction g : u — / ftu) dt = —/ f(t,u) dt est continue sur [0,a]. Par le
u B

théoréme fondamental de Panalyse, on déduit que I'application partielle a — h(a,8) =

«
/ Yp(u) du est de classe C' sur [0, a], de dérivée
0

B
1h(04,ﬁ): %(aaﬁ):wﬁ(a):/ f(t,Oé) dt .

B
ii. Fixons maintenant a € [0, a]. Pour (3,u) € [0, a]?, posons 6(8,u) = ¢s(u) = / ft,u)dt.
Alors, pour tout 8 € [0,a], application partielle 1g : u — 6(3,u) est continue sur [0, o]
(cf. i. ci-dessus), donc intégrable sur ce segment.

Pour tout u € [0,a], comme ¢ — f(t,u) est continue sur [0,a], il résulte du théoreme

%(M — f(B,u), qui

fondamental que 8 — (3, u) est de classe C' sur [0, a], de dérivée
dépend contintiment de w.

On a enfin la domination

Yo e |

la fonction constante u — || f||o étant intégrable sur le segment [0, a].

= [f(8,4)] < lIfllss ,

Du théoreme de dérivation des intégrales a parametre, on déduit que 'application partielle

B~ h(a, / 0(3,u) du est de classe C* sur [0,a], de dérivée
uhla,8) = G(0.0) = [ f8.)du.

iii. Pour z € [0,a], on a G(z) = h(x,x). Pour appliquer la reégle de la chaine, montrons
que h est de classe C', i.e. que ses dérivées partielles sont continues. Commencons par

oh oh otk o
Slerksen =@ = [ ertwd= [ e

a+k

[ 6+t = sy aut [ 0+ ) du
0 (0%

La deuxieme intégrale est majorée en valeur absolue par |k| || f|co, €lle tend donc vers 0
lorsque (k,I) — (0,0). On montre que la premieére tend vers 0 lorsque I — 0 de fagon
analogue a la question 2.(a).i. par convergence dominée, ce qui prouve la continuité de

. 9k B
— au point («, ). On procde de méme pour — en décomposant éventuellement / en
[0

86 O
/ — / . Finalement, par la régle de la chaine, G est de classe C! sur [0, a] et

G'(z) = 01h(z,x) + Oah(z,z) = /9” ft,z)dt + /Ox fz,u) du = /03” flz,u) du



(c). On a donc G'(z) = F'(x) sur [0,a]. D’autre part, F(0) = G(0) = 0. Donc F = G sur
[0, al], et notamment F(a) = G(a), ce qui donne la relation (Es) (théoréme de Fubini dans

un triangle):
/ /ftudu dt = / /ftudt

3.(a). Si z > 0, le changement de variable ¢ = zu donne
1
(Fr)@)=o [ f(a(1 =) glu) du
0

relation vraie aussi pour « = 0. Posons h(z,u) = f(z(1—u))g(zu) pour (z,u) € R4 x[0,1].
La fonction h est continue sur IRy x [0, 1], ce qui entraine les continuités partielles. Si on
fixe a > 0, en notant S = [0,a], on a la domination

V(z,u) € Sx[0,1]  |Az,u)] < [[fllo,s llgllsc.s

et une fonction constante est bien intégrable sur [0,1]. Le théoréme de continuité des
intégrales a parametre s’applique donc, et f * g est continue sur IR .

(b). Le changement de variable v = z — ¢t donne immédiatement g * f(z) = f * g(z).

(c). Soient f, g, h continues sur IR,.. Alors, pour = > 0,

frlgeh)(@) = /Ozf@t)(g*h)(t)dt

[ ([ oo

/O ' ( /u ) gt —u) dt) h(u)du  (Fubing)

/Oz (/Oz—“ g(x —u—s) f(s) ds) hu)du — (posert =z — s)

/Ox<g « ) — u) h(u) du
= (gD eh() = (frg)xh(z).

Le produit de convolution est donc associatif, et commutatif d’apres (b).

4.(a). Si |f(t)] < M €™, alors pour tout réel s tel que s > r, la majoration
|€7st f(t)| < Mef(sfr)t
montre que t — e~ ** f(t) est intégrable sur IR, donc L(f)(s) existe des que s > r.

(b). Supposons |f(t)] < M e™ et |f'(t)| < M’ e”'t. Alors, si s > max{r,r'}, une intégration

par parties donne
+oo Loo “+o0
[errma = @l es [ e
0 0

= —f0)+s-L(f)(s) -

L(f)(s)



(c). Supposons ’f(t)’ < Me et ‘g(t)’ < N e*!, et on peut toujours supposer s > 7. Alors,

pour x > 0,
|f*g(x)| = ’/ f(x—t)g(t)dt‘ < / M "=t N et dt
0 0
T (sf'r’)x_l
< MNe”/ eIt dt = MNe”ei
0 s—r
MN .
€ )
s—r

donc f x g est d’ordre exponentiel.
(d). Soit s assez grand pour que L(f)(s), L(g)(s) et L(f * g)(s) soient définis. Alors

—+oo
L(f*g)s) = /0 (F % g)(t) e dt

_ /;Oo (/Ot F(t—u) et g(y) e du) dt

= /OJFOO </u+00 f(t—u)e st dt) g(u) e du (Fubini)

= - - f(z)e % dx) g(u) e ** du (poser x =t —u)
!

= (/0+°0 f(z)e™>® dac) (/0+°0 g(u) e du)

= L(f)(s)-L(g)(s) -

Justification. Si ‘f(t)‘ < Me™ et ‘g(t)’ <

N €™ (on peut toujours s’arranger pour que ce
soit le méme coefficient r), alors |f(t — u) g(u) e

)e *| < MN =", donc
t
/ |f(t —u) g(u) e |du < MNt e(r=s)t
0

et la fonction majorante est intégrable sur R4 pour s > r, ce qui autorise alors a utiliser
la formule de Fubini.

5.(a). Par linéarité de la transformation de Laplace, qui résulte de la linéarité de 'intégrale, on a
L(f)=L(g) <= L(f—9g)=0.
b
(b). Par linéarité de l'intégrale, on a / P(z) f(x)dz =0 pour tout polynéme P.

D’apres le théoréme d’approximation de Weierstrass, il existe une suite (P,,) de polynomes

convergeant uniformément vers f sur [a,b]. Alors ||Pof—f?lleo < || f]loo |Pn— flloo = 0,
n—-+00

la suite de fonctions (P, f) converge donc uniformément vers f2 sur [a, b]. On en déduit que
b

b
0= lim P,(z) f(x)dz = / f(z)? da .

n—-+oo a



La fonction f? étant continue et positive sur [a, b], elle est donc nulle, donc f = 0.

(c). Soit f continue sur IR, et telle que ’f(t)| < M e™. Supposons Vs >r L(f)(s) =0. En

posant y = e ¢, i.e. t = —In(y) dans I'intégrale définissant la transformée de Laplace, on

obtient 1
Vs >r / y L f(—In(y)) dy =0
0

et, en particulier,
1
Vn e N /y”-y”lf(—ln(y))dy:O.
0

Introduisons la fonction g : [0, 1] — IR définie par

g(0)=0 et Wyelo,1] gly) =y f(-In(y).

Alors g est continue sur 0, 1] comme composée et elle est continue en 0 car
li = lim y" ! f(—1 = lim e "Vt f()=0.
lim g(y) = lim y™" f(~In(y)) = lim e ft)=0

1
Donc g est continue sur [0,1], et on a Vn € IN / y" g(y) dy = 0. On déduit du b.

0
ci-dessus que g est nulle sur [0, 1], donc Vy €]0,1] f(—In(y)) = 0, donc f est nulle sur R

A. Intégration fractionnaire.
6. On suppose f continue sur ]0, 00| et intégrable sur ]0, 1].

Par le théoreme de Fubini dont on admet encore la validité, on obtient

Pf(z) = /;I(f)(t)dt:/OI(/Otf(u)du)dt
_ /OI(L$f(u)dt>du/Ow(xu)f(u)du. %)

Remarque 1. 1l résulte du théoreme fondamental de I’'analyse que I(f) est de classe C' et
de dérivée f sur R et, par une récurrence immédiate, que pour tout n € IN*, la fonction
I"(f) est de classe C" sur RY avec (I"(f))" = I"7(f). Par ailleurs, de la définition de la
convergence d’une intégrale généralisée, on déduit que la fonction I(f) est continue en 0
avec I(f)(0) = 0. Ceci se propage bien slr: pour tout n € IN*, la fonction I"(f) est continue
sur [0, +oo[ avec I"™(f)(0) = 0.

Remarque 2. Comme I(f) est de classe C* sur |0, 2] pour tout z > 0, la relation (*) peut
aussi s’obtenir par une intégration par parties.

Ceci initialise une récurrence. Supposons, pour n > 1 donné, que l'on ait, pour toute
fonction f continue sur R} et intégrable sur ]0, 1],

I"(f)(z) = (n%l), /Ow(:c—t)”l f(t)dt .

En l'appliquant & la fonction I(f), on obtient, par une intégration par parties dont la
justification est donnée ci-dessus,



")) = I(

!/
ce qui prouve I'hérédité. Bien siur, on pouvait aussi réappliquer Fubini.

7.(a). En utilisant la relation fonctionnelle I'(z + 1) = x I'(z) vraie pour € R\ Z_, on a,
sia—meR\Z_,

‘I)gm)(t) — (Oé — 1)(0( — ?(a) (Oé —m+ 1) ta—m—l — P(a — m)

On note que, avec la convention ®3 = 0 si 8 € Z_, cette relation reste vraie pour tout o

ta—m—l

= Do (t) .

réel et tout m entier naturel. Donc <I>,(lm) =0, .
(b). Sia>0et 8 >0, alors pour z > 0,

D, x Pp(z) = m /Ofr(x ety
xa+571
= T@)T0 B(a, B) (poser t = zu)

xa—i—ﬁ—l

= 4P(OA+B) = q)a+ﬁ(x) .

(¢). Soit @ > 0. Pour s > 0, on a, en posant v = st dans l'intégrale,
£(®0)(s) = = /+Oo et dt ! /+°o oy =
a)(8) = =— e = e "u u=—
T(a) Jo s*T(a) Jo s

8.(a). Par associativité de la convolution,
(J* 0 JO)(f) = @ax (Bp [) = (o x Pp) % [ = Payp x [ = J*P(f).
(b). Supposons |f(t)| < M e". Alors, pour tout x > 0, en posant t = x — u,

« 1 ‘ a—1 ru M rT ‘ a—1 _—rt
M +oo M
S o erz / ta—l e—rt dt = — erz .
[(a) 0 r

La fonction J*f est donc d’ordre exponentiel (le calcul ci-dessus me semble nécessaire car,
st 0 < a < 1, le comportement de ®, au voisinage de 0 ne permet pas de la considérer
comme d’ordre exponentiel). Pour s assez grand, on a alors



L(T*)(s) = L(Pa * [)(5) = L(Pa)(s) - L(f)(s) = s~ L(f)(s) -
(c). JO®, =P+ Py = Py
(d). L’énoncé semble guider vers l'utilisation de la transformée de Laplace. En effet, si f est

d’ordre exponentiel et vérifie J¢f = 0, alors pour s assez grand, on a L(J*f)(s) =0, donc
L(f)(s) = 0 d’apres le b. Et I'injectivité de la transformation de Laplace permet de déduire
que f=0.

Il me semble toutefois que, sans supposer que f est d’ordre exponentiel, en introduisant
la partie entiere supérieure du réel a, soit m = [a] comme dans la Partie B. plus loin,
et en posant 3 =m —a > 0 (si « ¢ IN*), de J*f = 0, on déduit J™f = (J° o J*)f =
Qg x (Jf) =0, soit I"(f) =0, et en dérivant m fois, on récupere f = 0. Si @« = m € IN*,
on conclut juste en dérivant m fois, sans utiliser de convolution.

B. Dérivées fractionnaires.
9. Par récurrence sur n:

-pour n =1, si f est de classe C' (plutét que dérivable) sur IR,
(To D))= [ Ftyde= fia) - 10).

- soit n > 2, supposons la propriété vraie au rang n — 1. Soit f : Ry — IR de classe C"
(plutét que n fois dérivable), alors f’ est de classe C" ™! et

ﬁwwm>=fﬁwawm=fﬁ*wawm
n—2

- /oi (f/(t) =2 (M0 g) dt  (hypothése de récurrence)
k:nO_Q !
AR paurt 00 G5
n—1 "
= f(z)— kZ:Of(m(O) =

ce qui prouve I’hérédité.
10.(a). Si « € IN*, D% o J* =1d.
Sinon, soit m = [« la partie entiére supérieure de a, alors m — a > 0 et
o JY=(D"oJ" ) o J*=D"o(J" Yo JY)=D"oJ" =1d .
(b). Si 1 est la fonction constante de valeur 1, alors D1 = 0 pour o € IN* et sinon, en posant
m = [a], on a D*1= D™ (J™ 1) avec m —«a > 0. Or,
JTTN=J"T0 =Py x P =D 11,

(m) . o

donc D%1 = ((I)m—a-l—l) =&, d’apres 7.(a)., i.e. DU(z) = m-



Avec la convention adoptée en Q.7., on a D1 = ®;_, pour tout a > 0.
Donc D1 = 0 si et seulement si o € IN*.
(c). La relation & démontrer est vraie si &« € IN* d’apres 7.(a). Sinon, avec m = [a/],
D%, =D™(J"®,) = D" (Pp—aty) = Py_q -
C’est donc vrai pour tout a > 0.

(d). Si a € IN* c’est classique: f (@) = 0 si et seulement si f est polynomiale de degré a — 1 au
plus. Sinon, soit m = [«a/], alors

Df=0 < D™J"%f)=0

m—1
= J"Yf(x) = Z cyak (polynomial de degré < m)
k=0

m—1 m—1
— J"Mf= Z P = Z ke " (Phtati—m)
k=0 k=0
avec ¢ =T'(k +1) ¢},
m—1
= Jmn“ (f - C;c(pk—i-a—i-l—m) =0
k=0

m—1

= f= Z ePrrati—m (d’apres 8.(d).)
k=0

m—1 xkfera

= = A

/(@) ;Ckf(k‘—m—i—a—i—l)

m

— f(z)= Z c;x*™!
j=1

/
. Cm—j .
en posant pour finir ¢; = m, 1<j<m.

11.(a). D’apres 10.(c)., DA f = D1<I>1/2 = ®_, 5, alors que
(D* o DP)f = DY?(DY?®, 5) = D'/?®, = D'/2(0) = 0.
(b). (Do DP)g = DY2(D*2®;,,) = D'/?(®y) = D*/*(0) = 0.
(D? o D*)g = D*?(D'2®;,5) = D*?(®1) = &_y 5.
Daﬂag = D2(¢’3/2) = ‘1’71/2-
—+oo
(c). D’abord un Lemme 1: soit A un réel, soit s(z) = chx" une série entiére de
n=0
rayon de convergence R > 0, alors la fonction f : z — z* s(z) est de classe C*™ sur
10, R[, et on peut calculer ses dérivées successives par dérivation terme a terme.



Preuve du lemme 1: f est C*™ sur 0, R[ comme produit de deuz fonctions C*, et par
dérivation d’un produit, on a

fl(x) =Xzt s(z) + 2t s/( ™ 1203: —|—xAchnx )
+oo
ce qui se réorganise en f'(x) = Z(/\ + n)e 2™ et correspond donc a la dérivation
too n=0
terme a terme de chx"Jr)‘. Comme f'(x) = 21 o(x), ot o est la somme d’une série
n=0
entiere de méme rayon de convergence R, on peut réitérer.
+oo a
Soit donc f(t) = t* n(t) = Z Tt"“‘ Soit & un réel strictement positif, soit ¢ = [£] sa
n!
n=0

partie enti¢re supérieure. Supposons d’abord € ¢ IN*, donc g — 1 < & < g. Alors

Dsf(t):(quJ”5)(f)(t)=D"<Fql_E) IRCIE du).

K t
Or, / flu) (t— u)q—l—a du = / (an ) du, avec f,(u) = An u A (t - u)q_l_f,
0 n=0 n!
le réel ¢ €10, R| ayant été préalablement fixé. Etudions la possibilité d’intégrer terme &

terme. En posant u = tx dans l'intégrale, on obtient

t t
_ % n+A _ .\g—1—¢
n
/f (u)du = — u TN (t— ) du
0 n-Jo
Qn n+A+q—e ! n—+A q—1—¢
= —t x (1—-2a) dz
n 0
7%

= 't"+’\+q “Blg—e,n+A+1).
n!

En remplacant juste les o, par leur valeur absolue, on a aussi la majoration

t 1
/ |fn(u)| du = |O(7'L| tn+)\+q £ / xn+)\ (1 _ x)q—l—s dx

0 n 0
1

< |OZT| tn+/\+q € / $/\ (1 _ x)q—l—e dz
n: 0

_ Atg—e o |lan]
< Blg—e \+1)t nlyn,
n.

et ce majorant est le terme général d'une série convergente, on peut donc intégrer terme a
terme. Ceci a du sens car A > —1, ’intégrale qui majore est alors bien convergente.
On obtient alors, en utiisant (E),

—+o0
1 «
q 15d - - nthrAJrq cRB o A 1
- /f F(q—a);n' (g—e,n+A+1)
+oo

_ Zﬁ F(n+A+1) gt Atg—e
— nl P(n+A+1+q—¢) '




Il ne reste plus qu’a dériver q fois, on peut le faire terme a terme d’apres le lemme 1 puisque
la nouvelle série entiére obtenue a un rayon de convergence au moins égal a celui, R, de la
F'n+A+1)

, Mais cect
m+A+14+qg—¢)

série initiale. En effet, les coefficients ont été multipliés par T

est borné car

P(n+A+1) _B(n—|—/\—|—1,q—5)<B()\+1,q—s)
Tn+A+14+qg—¢) I'(g—e¢) - T(g—¢)
On obtient finalement, en utilisant la relation z I'(z) = T'(z + 1):
+oo
n I A+1 _
Vvt €]0, R] Dgf(t):za MAEA+D  pniae

Znl TntA+1-¢)

Remarque. Si e = g € IN*, il suffit de faire cette derniere étape (dériver g fois terme & terme)
et on obtient le méme résultat.

En prenant € = a4 3, on obtient donc
+oo

a+p — Qn F(n +A+ 1) n+A—a—p
vtEl0.R[ D f(t)—;_om Tt rtli-a—g) " - )

En prenant ¢ = 3, on obtient
+oo
B — %n Fn+A+1) n+A—p4 kKK
vt €]0, R Df(t)—nz:%n! F(n+)\+1_ﬁ)t N i)

En repartant de (***), on est dans une situation analogue a la situation de départ car
A— [ > —1 par hypothese, et car la nouvelle série entiere obtenue a un rayon de convergence
au moins égal & R (le calcul fait ci-dessus montre qu’elle converge pour tout t €0, R[). Par
le méme calcul, on obtient donc, pour t € ]0, R],

+oo
o/ B B Qn F(n+A+1) Pn+A=B+1) i\ s a
DDA = ;n! N CESE R y rawey wy s pey LA

B fan Fn+A+1)

! Tn+A—B+1—a)

tn+)\fﬁfa _ Da+ﬁf(t) )

12.(a). Si @ = m € IN*, c’est classique.
Sinon, D f =0 < J" *(D™f) =0 < D™f =0 d’apres 8.(d). dans laquelle il me
semble inutile de supposer f d’ordre exponentiel. On est donc ramenés au cas précédent.

(b). Voici un Lemme 2: soient f :]0,+oo[— IR continue sur IR’ et intégrable sur ]0, 1],
et g:[0,+0c0[— IR de classe C! sur IR,. Alors la fonction f * g est de classe C! sur

R’} avec (fxg)(x)=(f*g)(x)+ f(z)g(0).



Preuve du lemme 2. On a

(f *g)(x)

/ F(u) gz — u) du = /wa(U)(g(O)Jr /Ow_ug%s)ds)du

(0) / f(u) du+ / ( /Oz_uf(wg’(s)ds) du
O)/Oxf(u)du—s—/ /f (t—uydt) du.  (posers=t—u)

Il résulte du théoréme fondamental que le premier terme est de classe C*, de dérivée
f(x)g(0). Et il résulte de la question 2.(b).iii. que le deuzie¢me terme est de classe C',

de dérivée / f(u

g'(w —u) du = (f + ¢')(x).

En appliquant ce lemme 2, on a immédiatement le caractere C* de J®f et la relation

(Jf) (@) = (Do = f)'(2) = o * ['(x) + Pa(x) £(0) = (J¥ 0 D) f(z) + £(0) Pa() -

et il ne semble pas nécessaire de supposer a < 1.

(¢). Par récurrence sur m.
-sim=1,soit «€]0,1,alors 0 <1 —a<1et

D°f(x) = (DoJ"*)f(x) = (J*" 0 D)f(x) + F(0) ®1_a(x)

= D)+ = 1O

ce qu’il fallait démontrer.

- soit m > 2, supposons la relation vraie au rang m — 1, soit « € Jm — 1, m]. Alors

D) =

(DmoJm—a>f(m) _ (DoDm_loJ(m_l)_(a_l))f(SL’)
(Do D) f(z) = (D*7'f) (=)

m—2 k a+1
D(Da Lf(x) + Z Th—at2) f(k)(0)> (récurrence)

=0

D<J<m1>(°‘”f( ) + Z Fk_ZjQ) FP(0 ))

(DoJm o f(m 1) mz: f(k)(o)

pors *C¥+1)

T () @) + £ 0) )+ Z oy O
=0
(question 12.(b).)

m—1l—a

m—2
X
D (m—l)
0+ e IO+ X e

I'(m — «)

o (k)
Dif(= +ZF a+1)fk(0)'



(d). En utilisant la relation, pour o > 0 non entier et k € IN (elle reste valable pour « entier
avec les conventions ®g = 0 et I'(8) = +oo pour 5 € Z_),

o N k! k—a
DA@™) =Tk + 1) DX (@oea) = M Prvima = grog =5 @ %
on calcule
mel o)) = /P
o (s X ) = o= X ot
k=0 : k=0 '
m—1
. F®(0) k—a
Df(x) — Y e
(=) £ T(k+1-a)
= DIf(x).

C. Deux équations différentielles fractionnaires.

13.(a). Si g vérifie ’équation d’Abel, i.e. J%g = f, alors D J%g = D f, soit g = D*f.
Tentative de réciproque: en prenant g = Df, alors J%g = (J* o DY) f = (J* o D)(J*~*f).
En admettant que I’on puisse appliquer la question 12.(b). & la fonction JYof = xf

(mais la, j’avoue que j’ai un doute d cause du comportement au voisinage de 0), on obtient,
avec J'TYf(0) =0,

J(x) = (Do J*o J'7) f(z) = (J'7f)(0) ®a(z) = (Do J)f(z) = f(x).

(b). Comme f = J% = ®, * g, on a, pour s assez grand,

L(f)(s) = — L(g)(s), donc L(g)(s) = s L(f)(s) .

S

+oo
1
14.(a). Pour # €] — 1,1, on a Ey(0) = Zﬁk =13
k=0

400 0k

Pour tout 6 réel, on a FE;(0) = o

k=0 "

I kg2k
—1)%6

Pour tout @ réel, on a Ey(—0?) = Z %
= (2k)!

(b). Pour o = 0, le rayon de convergence est 1.

Si a > 0, alors

= 66.

= cos(h).

I'(1+ ak) _ B(a,1+ak)
F(l+ak+1)) ')




on en déduit la majoration des coefficients

o<+ < ( ! )k
“T(l+ak) ~ \al(a)/ ’
puis la minoration du rayon de convergence R, de E, suivante: R, > a I'(a) > 0.
Remarque. De la formule de Stirling T'(z+1) ~ a%e”"v27wx, on déduit facilement que,

T+
. I'(1+ ak)
pour « >0,ona lim —————
k—+o0 T'(1 + a(k + 1))

(c). Pour s > 1, 0n a

= 0 donc, par la regle de d’Alembert, R, = +oc.

+oo +o0 (_1)k ok o—st

+o0
L(eq = “steg(t) dt = ——dt.
= [ eamar= [ > ared
71ktak —st
Posons donc ug(t) = (F()1+ali)’ alors
1 oo b e 1 1 1\
=0 e dt = L(P14a =—_==.(=),
/]R+ ] L(1+ ak) ,/0 ‘ (P1rar)(s) sitak g (s(’)

. . . 1 . . .
ui est le terme général d’une série convergente puisque 0 < — < 1, cela autorise I'interversion
o )
s

série-intégrale, on obtient

+0oo +oo —
(-DF 1 Lk s>t
L(ea)(s) = sltak ¢ Z <_ 571) T st 1

1 sa7k+1
(d). On a up, = Py, * €4, done L(ug)(s) = & Leq)(s) = prom

15. Si DSu = —u, alors (J* o D& )u = —J%u. Soit m = [a]. On a donc
(J¥oJm o D™u=—-J%, soit (J"oD™u=-J%,
soit (question 9.):
m—1 k

u(t) = 3 u®(0) % — ()

k=0

soit encore
m—1 ﬁ
u(t) = chgf(]au(t), avec ¢ =u®(0), 0<k<m-—1.
k=0 ’

k

16. Si u est d’ordre exponentiel, alors pour s assez grand, comme i D1 (),
m—1 i

L) = Y o L@ r () = Y o - L L(u)(s).
k=0

k=0



m—1
1
donc (1 + S—a> L(u)(s) = kz_o s’f%’ ce qui donne, par linéarité de L,

m—1 Sa_k_l m—1
L)(s) = Y e g = £( D e ) (9).
k=0 k=0

m—1
Par injectivité de la transformation de Laplace, on conclut que u = Z CrUL-
k=0



