EPREUVE CENTRALE PSI 2020, MATH IT en 4 h

Les fonctions de Lambert

I. Fonction de Lambert

1. La fonction f est de classe C* sur R et Vo € R, f/(z) = (1+x)e”. On obtient alors le tableau de variation

suivant :

“+00

+

f(@) \ /O/'e

/

“+o00

La fonction f est alors continue et strictement croissante de I'intervalle [—1, +oo[. Appliquons le théoréme
de la bijection monotone : f réalise une alors bijection de [—1, +oo[ sur f([—1, +oo]) = [-e™ !, +oo].

2. Le théoreme de la bijection monotone implique aussi que la fonction réciproque

‘W est continue sur [—e ™!, +o0[ ‘

De plus, comme f’ ne s’annule pas sur | — 1, +oo[ et que f est de classe C™, on sait que

‘W est de classe O sur | — e !, +oo] ‘

3. Comme f(0) =0, |W(0)=0|

De plus, | W'(0) = !

F'w()

4. Comme W est dérivable en 0, cela suffit a avoir son DL a l’ordre 1 : on a directement
W (z) = W(0) + 2W'(0) + o(z) = x + o(x) donc | W(z) ~ z en 0.

Par définition de W, W (x)e"® = 2 donc InW (z) + W(z) = Inz. Or Inu est négligeable devant u en
+o00. Comme W(z) tend vers +o00 en 400, In W(z) = o(W(z)) et donc ’ W(z) ~Inz en +oo |

5. Voici les 2 courbes :
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— y=xe"x
-- y=x
y=W(x)

La tangente a la courbe représentant f en x = 0 a pour équation

y = f'(0)(x —0) + f(0) = z : c’est la premidre bissectrice et par symétrie, c’est aussi la tangente au point
d’abscisse 0 a la courbe représentant W.

Au point d’abscisse —e !, la courbe représentant W a une tangente verticale car f'(=1)=0.

L’application z — =W (z) est continue et positive sur |0, 1].
De plus W (x) ~ —ia
—2 < a. Par comparaison de fonctions positives, z — %W (z) est intégrable sur 0, 1] SSI .

en 0. Cette intégrale de Riemann est convergente sur |0,1] SSI —1 —« < 1 SSI

L’application h : z — %W (z) est continue et positive sur [1, +o0].

1
De plus W (z) ~ —rix en +o0o0.
x «

1
Etudions l'intégrabilité de = — ﬂ sur [1,4o00] :
z~

ln:B 1
e Si—a <1, etsiz>e comme —— > —— et que z — —— n’est pas intégrable sur [1,400[, on en
T T T
déduit par comparaison des fonctions positives que h n’est pas intégrable sur [1, 4+o0].

. s 1z o N . -«
e Si —a > 1, considérons le milieu du segment [1,—q], & savoir k =

1
> 1. Alors xkﬁ =
./Lx—(l

Inz 1
% Inz — 0 par croissance comparée en +oo. On en déduit —— = o(—) avec k > 1. Par compa-

x
raison des fonctions positives, on obtient I'intégrabilité de h sur [1, +o0].

On en déduit que h : x — z*W(z) est intégrable sur [1, +o00[ SSI .

Comme dans Q.1, la fonction f est continue et strictement décroissante de Uintervalle | — oo, —1]. Comme
f( —o0,—1]) = [~e~*,0[, f réalise une bijection entre ces 2 ensembles en appliquant le théoreme de la
bijection monotone.

A Taide du tableau de variation de f, on étudie ’équation f(x) = m. Notons S I’ensemble des solutions :
eSim<—et S=0

e Sim=—1 S={-1} ={V(—e 1)} = {W(—e')}, singleton

e Si—e!l<m<0,S={V(m),W(m)} de cardinal 2

e Sim>0,S ={W(m)}, singleton

Toujours a l’aide du tableau de variation, en notant S Pensemble des solutions de Pinéquation f(z) < m :

e Sim< —e” X =0

o Sim= S = { 1}

e Si—e ! <m<0,S=[V(m),W(m)], segment
e Sim=>0,8=]— (m)], demi-droite.
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a ~
Soit a et b deux réels non nuls. L’équation e** + bx = 0 équivaut a f(—ax) = 3 Notons S 'ensemble des

solutions de I'inéquation
Avec Q9, on en déduit alors :

Si%<—e_l,§=@

TS R N el
Si ;= ¢ ,S {a}
Si—e <L <0, 8= {~1v(Y), - Iw(y
b b b
a 5 1 a
a5 Ll
Sig 20,8 ={--W(;)}

I1I. Probabilité

12. On a X(Q) = N et en utilisant la formule de probabilité totale appliquée au systéme complet d’événements

13.

(N = k)gen, on obtient ¥n € N;
P(X =n) =Y P(X =n|N =k)P(N = k).
k=0

1l reste & calculer P(X =n|N =k).

Clairement, si k < n, cette probabilité est nulle : il ne peut pas y avoir plus de billets gagnants que de

billets.

k
Si k > n, on reconnait une loi binomiale de parametre k et p : P(X =n|N =k) = (n) p(1 —p)F .

Il suffit alors de calculer

(e%e] 0o k
P(X=n)=)Y P(X=n|N=kP(N=Fk=>_ <z>p”(l - p)kfneﬂ%
k=n :

k=n
ce qui donne a 'aide d’un changement d’indice :

= (k+n\ , AR ana ]l — Ak
P(X:n):Z( " )p (1—p)ke A7:(3)‘)\pakz:(l—p)kﬁ.
=0

P (k+n)!

On reconnait enfin une série exponentielle et P(X = n) = e*’\)\"p”—'
n!

loi de Poisson et ’ X — P(Ap) et E(X) =V(X) = Ap. ‘

L xa-p _ (Ap)re=??

n!

.Ceci est une

La variable aléatoire X est positive d’espérance finie : on peut appliquer I'inégalité de Markov

E(X)

P(X >2) <
2 2

Sip<2

a, on a immédiatement ’]P’(X >2)<1l—a ‘




14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Calculons directement P(X >2) =1-P(X =0) —P(X = 1) =1 — e *? — Ape 2.
En manipulant les inégalités, P(X >2) <1 —a <= —e (1 + \p) < —a.

Posons x = —(Ap+ 1) : ‘IF’(X >2)<1—a+=re” < —ae! ‘

Utilisons Q.10 et en remarquant que —ae ™! €] - et 0[, on se retrouve dans le cas du segment :
P(X >2)<1—a<+=z¢c[V(m),W(m) avec m = —ae™'.
Il reste a repasser en la variable p :

w 1 \%4 1
P(X>2)<1— e — W;H <p<-— (mA)JF
Vv 1
La plus grande valeur possible est donc |p = —(m% .
Il reste & regarder si cette valeur est dans ]0, 1[. C’est le cas SSI A > —1 — V(—ae™ ).
c s . V(—ae ) +1
Dans ce cas, le plus grand p satisfaisant la condition est p = S E—

Dans le cas contraire, un tel p n’existe pas.

X(Q) ={0,...r} et comme chaque bit a une probabilité de changer de 1 —p, on reconnait une loi binomiale
de parametre 1 — p et r donc

| X = B(r,1—p), E(X) = r(1 - p) et V(X) = rp(1 —p) |

La variable aléatoire X est positive d’espérance finie : on peut appliquer 'inégalité de Markov

P(X >2) < 20 _rd=p)
== 2

1—
Sir<2 ] a, on a immédiatement ‘ PX>2)<1—-« ‘

—-p
Calculons directement P(X >2)=1-P(X =0)-P(X =1)=1—p" —r(1 —p)p"*.
En manipulant les inégalités, P(X >2) <1 —a <= —p" —7(1 —p)p" ' < —a.

1—p)pr=? pl
Or —p" —r(1—p)p" ' =(1 *p)pr’l(piﬁ —r)= 1-plp (22P

1
—rlop) =ap"—
a

1 Inp -1
x
Et e = p"e”® permet d’écrire P(X > 2) <1 —a <= —e"e¢’ < —a,
a
ce qui donne bien .
Tisons  HOSOnS 11— —a _ _ plnp s 1
Utilisons Q.10 : posons m = —aae™* = af(—a). Par Ql, comme a = 1 > 0, on a déja —e " <

f(—=a) < 0 et comme a €]0,1[, on a —e~' < f(—a) < af(—a) = m < 0. On a alors avec Q. 10, I’ensemble

des solutions pour z est le segment [V(m)TW(m ]
Repassons en la variable r avec Inp < 0 :

W(m)+a <r< V(im)+a

PIX>2)<1—a<+=
(X =>2)< @ Inp Inp

W(m)+a V(m)+a
Inp ~ Inp
On a vu que m = —aae™ * = af(—a) > f(—a). Comme W est croissante, W (m) > Wof(—a). Or, —a
est dans l'intervalle [—1,4o00[ (=1 < —a SSI 1 > a SSI plnp — p > —1 ce qui se démontre en étudiant
rapidement la fonction x — x In z—x qui est décroissante sur |0, 1[ et qui vaut -1 en 1) donc Wof(—a) = —a
W(m)+a V(m)+a
Inp ' Inp
V(m)+a

Reste a savoir si |

] contient des entiers naturels non nuls ( r : nombre de bits).

et W(m) + a > 0. La borne inférieure du segment |

Wim)+a V(m)+a
Inp ' Inp
On obtient donc pour l'existence d’un plus grand entier tel que P(X > 2) < 1 — « la condition :

‘V(m) +a< 1np‘.

| est donc négative.

Donc | ] contient un naturel non nul SSI >1SSIV(m)+a<Inp.

Vim)+a
Inp

Il

Cet entier vaut alors | |




II1. Développement en série entiere

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

Pour tout entier k, Ay est de degré k. La famille (Ay,..., A,) est une famille de polynomes de degré
échelonné : cette famille est libre, de cardinal n + 1=dim C,[X]. C’est donc une | base de C,[X] |.

En dérivant,

A(X) =

(X — ka)k?
k!

1 1 —2
(X —ka)* 1 + X (k= 1)(X — ka)*—2 = n
(X —a—(k—1)a)*2

]

(kX — ka)

donc | A}(X) = (X —a)=A_1(X —a)|

Sij > k, comme Ay est de degré k, Ag) =0.

Si j =k, comme Ay est de degré k, Al(j ) est un polynéme constant égal au coefficient dominant fois k!, ce
qui donne 1.

Si j < k, avec Q.21, par itération, A,(Cj)(X) = Aj—;(X — ja) et ce qui donne A(j)(ja) =0.

n
Par linéarité de la dérivation, P\Y) = Z ozkA,(j) puis P(]) (ja) Z akA = o | a laide de Q.22
k=0
Appliquons la question précédente & P = (X + y)"

(X +y)" ZP(k) (ka)A +ZP X (X — ka)*~
|
Calculons P (ka). Comme P (X) = n e B H(X +y)" ~*_on obtient bien
(X +y)" "+ Z ( > (ka4 3)" X (X — ka)*~! ce qui donne le résultat en évaluant en z.

Dérivons la relatlon precedente par rapport a x :
n

n(x+y)" ! = Z (Z) (ka+y)" *(x — ka)* ! + 2Q(z) avec Q polynome.

k=1

n

puis évaluons en 0 : |[ny" ' = Z (Z) (ka + y)" % (—ka)**

k=1
n,,(n—1)
Si z # 0, posons u,, = |anx"| = Mni' > 0.
n!
n 1
Calculons —2+L — = |z|(1 —|— = |z]exp((n — 1) In(1 4+ =)) — |z]e.
Un, n

Appliquons alors la regle de d’Alembert :

. 1 -
o Si |z| < =, la série E anz” est absolument convergente.
2

. 1 L. — N
e Si |z| > —, la série E anx™ diverge grossierement.
e

1
On en déduit que | R = —|.
e

D’aprés le cours, on sait que la somme S est O™ sur | — R, R[ et que ™ (0) = nla, = (—n)™ Y sin >1
et S(0)=0
Etudions la convergence absolue en R de la série entiere.
(n—1) 1
n

enn! \/271'713/2

On obtient alors une série de Riemann convergente et par comparaison des séries a termes positifs, le série

la, R™| = a l'aide de la formule de Stirling.

Z an R™ est absolument convergente. ‘La somme S est donc bien définie en R et —R ‘

De plus, Vz € [-R, R], |anz"™| < |a, R"| : on a le terme général d’une série majorante convergente. La série
de fonctions g anx”™ converge normalement donc uniformément sur [—R, R] et comme chaque fonction
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31.

32.

T — apx™ est continue, on obtient avec le théoreme de continuité d’une série de fonctions que la somme
S est continue sur [—R, R]. ‘

o0
La somme S est C* sur | — R, R[ et Vo €] — R, R[, S'(z) = Z na,z" "
En regardant la relation a démontrer, on reconnait un produit de Cauchy et en terme de stratégie de calculs,
o0

on aura intérét a faire d’abord le produit S’ (x) pour arranger les puissances : x5’ (z) = Z napx"

De plus, 1+ S(x —1—|—Zan

Nos sommes ne commencent pas a O mais si on pose ag = 1, alors on peut écrire :
1+ S(z E anz” et xS (x g na,T

Ces séries sont absolument convergente pour tout « dans | — R, R[, on peut donc effectuer leur produit de
Cauchy et on obtient :

avec by = aOan =0et Vn > 1,

n = Zak n — an L = na, + Z k 1 k) (7(,” _ k))nfkfl

T S [

nl = \k
Appliquons alors Q.26 avec a = —let y=n:

™t = an (Z) (k)F Y (n — k) * = f (Z) (k)*~Y(n — k)" * 4+ n"~* donc

k=1 k=1

ni:l (Z) (Bt —k)" % = —-1)n" !

k=1
=
n!

z(14 Sz be Zanxnsz
n=1
h est de classe C' sur | — R, R car S est et Vo €] — R, R], ’( ) = 8" (2)e5® + S(x)S (x)e5 ™.

Appliquons Q.30 pour simplifier zh/(x) = 25" (x)(1 + S(z))e’® = S(x)e’® = n(x).
h est donc solution de I’équation différentielle linéaire du premier ordre

1
Sur |0, R[ ou sur | — R, 0], cette équation se met sous forme résolue : 3y’ — —y = 0.
T

(]!

Finalement, b, = na, + (n—1)n""'=na, — (n—Da, = a, et

On sait alors que les solutions s'écrivent z — Aexp(Inz) = Az sur |0, R| et de la forme z — px sur | — R, 0]
avec \, i réels.

Cherchons maintenant les solutions sur | — R, R[. Procédons par analyse-synthese.

Supposons qu'il existe h solution sur | — R, R[. Alors h est solution sur |0, R[ : il existe A € R tel que
h = hy : 2 — Az sur |0, R[. De méme il existe 1 € R tel h:ﬁ# cx— pxsur | — R,0[.

h est continue en 0 et 2 et B# tendent toutes les deux vers 0 en 0, cela ne donne pas de condition sur les
réels A\ et p.



33.

34.

IV.

35.

36.

h est dérivable en 0 et en regardant la limite des taux d’accroissement a droite et a gauche de 0, on obtient
que 1/ (0) = XA = p donc h est de la forme x — Az sur | — R, R].

Réciproquement, hy : x +— Az sur | — R, R[ est dérivable sur | — R, R| et est solution de I’équation sur

|- R, R

L’ensemble des solutions de I’équation différentielle sur | — R, R[ est donc ‘ {z = Az, e R} ‘

Reprenons la fonction h définie par Vo €] — R, R, h(z) = S(J;)es(”f). Par Q.32, il existe A € R tel que
h:a— Az sur | — R, R[. De plus, 1/ (0) = X = (S(0) + 5(0)5(0))e%® =1 donc h : z — .

On en déduit que |Va €] — R, R[, S(z)e®® =z = f(S(x)).
On va appliquer la question Q.9 avec m = x.
On a déja que si m > 0, S(x) = W(z).

Sim =z < 0, on peut avoir S(z) = V(z) ou S(z) = W(x). Cependant, montrons que dans ce cas

S(x) > —1.

S R<r<05@=3 TV o S e <
i—-R<z<0,S(x)= DA ()" =— S (—2)" <
De méme, S’ (x) = OOE wn(x)"_l = OOE nn_ln(—:c)"_1 >0

’ B —  nl B — nl

A T’aide de Q.30, z(1+ S(x))S’(z) = S(z), on en déduit que si —R < z < 0, S(z)+1 > 0 donc S(z) > —1.
Il reste alors & appliquer Q1. pour en déduire que ’ S(z) = W(x) pour tout « €] — R, R|. ‘

Autre solution toujours dans la cas —R < x < 0 pour montrer S(x) = W(x) et non V(z) : par 'absurde,
1l existe xg €] — R, 0 tel que S(zg) = V(xg) < W(xg), alors par continuité de S, décroissance de V
et croissance de W sur | — R, 0[, on obtiendrait S(xz) = V(z) pour tout x € [zg,0[, ce qui donnerait en
passant & la limite & gauche en 0 : S(x) — —oo. Absurde car S est continue en 0.

Par Q.29, S est continue sur [—R, R]. Par Q.2, W est aussi continue [—R, R] : les 2 fonctions coincident
donc sur [-R, R].

Approximation uniforme

Soit x un réel positif fixé. Calculons ¢, (W (z)) = 2 exp(—ze™ V@),
Par définition de W (z), W (z)e"” @ =z donc ze™V @ = W (z) d’otr
(W (z)) = 2™ V@ =W () : ’ W (z) est donc bien un point fixe de ¢,

La fonction ¢, est de classe C? sur R par composée d’applications de classe C?.

De plus, pour tout ¢t € R, ¢/ (t) = 2%e "exp(—ze™') > 0 et si on utilise Q.1, en remarquant que
T

¢ (t) = —xf(—ze~") et en utilisant la minoration de f par —e™!, on obtient ¢/, (t) < —z(—e™') = =.
e

On peut aussi calculer ¢ (t) = x%e " exp (—xe™")(—1 + ze~") qui est positive SSI z > €' SST Inx > ¢.
On obtient alors le tableau de variation suivant :

t —00 Inz +00

P (t) + 0 -
o | T~

On en déduit que ¢, a un maximum atteint en t = In 2 et que ce maximum vaut ¢, (Inz) = z exp(—ze” ") =

xexp(—x/x) = g.



VteR, 0<¢,(t) <

o8

37. La fonction ¢, est de classe C! sur Ret Vt € R, 0 < ¢’ (t) < =. Appliquons I'inégalité des accroissement

o8

finis avec a,b € R : |¢5 (D) — ¢z(a)] < £|b — a| et prenons ensuite a = wy,_1(z) et b = W(x).
e
Par Q.35, ¢, (W (z)) = W(x) et par définition de la suite (wy,), ¢x(wp—_1(z)) = wy(z) donc

[wn(2) = W(@)| < Zwa-i(2) = W ()|

et par récurrence immédiate

Va € [0,], V€ N, wn () = W(2)| < (5)"hwo(w) - W(@)] = (2)"]L = W(a)|

38. Soit a un réel de ]0, e[. Par la question précédente, Vz € [0, a], Vn € N,
[wn(z) = W(z)] < (0)"1 = W)l < (2)"[1 = W(z)] < (2)"[I1 = Wlleo o,

La majoration précédente est valable pour tout = € [0,a] et le majorant obtenu ne dépend pas de x : on
peut passer a la borne supérieure :

a n
Vn eN, |lwy, — Wl j0,0a] < (g) 11— Wlloo,0,a]

Il ne reste plus qu’a faire tendre n vers +oo :

‘la suite de fonctions (w,,) converge uniformément vers W sur [0, al. ‘

39. Soit € > 0.
On a vu en Q.2 que W est continue en e et en Q.1 que W(e) = 1 : il existe alors a €]0,¢| tel que
Vz €la,e|, |W(x) —W(e)|=|W(zx)—1| <e.

Avec Q.35, Vz €la,e],Vn € N, |w,(xz) — W(x)| < (f)”|1 —-W(x)| <|1-W(x)| <e.
e
Avec .38, il existe un Ny tel que Vn > Ny, Va € [0,al, |w,(xz) — W(z)| <e.

Donc, ¥n > Ny, Vz € [0,€], |w,(x) —W(z)| <e:

ilya ’ convergence uniforme de la suite (wy,) vers W sur [0, e]. ‘




