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Première partie: La fonction Γ

1.A La fonction x → e−xxs−1 est définie continue et positive sur 0,+∞.
Au voisinage de 0, e−xxs−1 ∼ xs−1 et xs−1 est intégrable au voisinage de 0 puisque

s− 1 > −1

Au voisinage de +∞, e−xxs−1 = o 1
x2 puisque limx→+∞ xs+1e−x = 0 donc e−xxs−1 est

intégrable au voisinage de +∞.

1.b Si P est un polynôme de degré n, en posant Q = ∑
i=0

n

Pi, la dérivée de

f : x → e−xQx , f est dérivable et pour tout x réel,on a
f ′x = e−xQ′x − Qx = −e−xPx. On a donc , pour a > 0 : ∫

0

a
e−xPxdx

= Q0 − e−aQa et lorsque a tend vers +∞ cette quantité tend vers Q0 = ∑
i=0

n

Pi0 On

a donc ∫
0

+∞
xm−1e−xdx = m− 1!

(On peut de façon plus classique montrer Γm+ 1 = mΓm par intégration par
parties)

1.c Soient des réels a et b avec 0 < a < b
Pour tout s ∈ a,b l’application t → ts−1e−t est continue et intégrable sur 0,+∞

Pour tout t ∈ R+
∗, l’application s → e−tts−1 est continue sur a,b

Enfin , pour tout s ∈ a,b et t ∈ R+
∗, |e−tts−1|≤ ϕt où ϕt = ta−1 si t ∈0, 1 et

ϕt = e−ttb−1 si t ∈1,+∞
ϕ est continue par morceaux , intégrable sur 0, 1 et 1,+∞ donc sur R+.
On en déduit donc que Γ est continue sur l’intervalle a,b d’après le théorème de continuité sous le

Ceci étant vrai pour tout segment a,b ⊂ R+
∗, Γ est continue sur R+

∗

2 a)On a par concavité lnx ≤ x − 1 pour tout réel x > 0. On a donc ,pour
x ∈ 0,m ln1 − x

m  ≤ − x
m , donc mln1 − x

m  ≤ −x et par croissance de l’exponentielle
emln1− x

m  ≤ e−x ce qui est l’inégalité demandée. Pour x = m, on a bien 0 ≤ e−m

On a, losque m tend vers +∞ mln1 − x
m  ∼ − mx

m = −x et donc
limm→+∞ mln1 − x

m  = −x. Par continuité de l’exponentielle, on a alors
limm→+∞1 − x

m m = e−x

2.b)On fait le changement de variable de classe C1 u = x
m Ce changement de

variables est un difféomorphisme strictement croissant de 0,m sur 0, 1. On obtient

alors ∫
0

m
1 − x

m mxs−1dx = ms ∫
0

1
1 − umus−1du (et l’intégrale converge)

Pour  ∈0, 1, ∫


1
1 − umus−1du =  1

s 1 − umus


1
+ m

s ∫


1
1 − um−1usdu et en faisant

tendre  vers 0 on obtient alors :Jm,s = ∫
0

1
1 − umus−1du = m

s ∫
0

1
1 − um−1usdu = m

s Jm−1,s+1.

De proche en proche Jm,s =
mm−1...1

ss+1..s+m−1
J0,s+m et J0,s+m = ∫

0

1
us+m−1du = 1

s+m . On obtient

bien le résultat demandé.

2c)On considère la fonction fm m ∈ N∗ définie sur 0,+∞ par fmx = 1 − x
m mxs−1 si

x ∈0,m et fmx = 0 si x > m.



fm est définie, continue positive sur 0,+∞ et intégrable sur 0,+∞. On a
0 ≤ fmx ≤ e−xxs−1 pour x ∈0,m d’après 2a et cette relation est encore vraie pour
x > m. La fonction x → e−x xs−1 est intégrable sur 0,+∞

Enfin , si x > 0 est fixé, pour m ≥ Ex + 1 fmx = 1 − x
m mxs−1 et

limm→+∞ fmx = e−xxs−1.
D’après le théorème de convergence dominée, on obtient donc

:Γs = limm→+∞ ∫
0

+∞
fmxdx = limm→+∞ ∫

0

m
fmx dx

Donc Γs = lim
m→+∞

m!ms

ss+1...s+m

Deuxième partie: matrices positives et matrices de Hadamar d

3 A =
a b

b d
est positive si et seulement si pour tous réels x1 et

x2 : ax1
2 + 2bx1x2 + dx2

2 ≥ 0 (1)
Si 1 est réalisée, en particulier , avec x1,x2 = 1, 0, on obtient a ≥ 0. Avec

x1,x2 = 0, 1 on obtient d ≥ 0
Si a > 0, alors , pour x2 = 1, le trinôme du second degré x → ax1

2 + 2bx1 + d ne prend
que des valeurs positives, donc son discriminant est négatif ou nul: 4b2 − ac ≤ 0, donc
detA = ad− bc ≥ 0

Si a = 0, et d > 0, on raisonne de même en prenant x1 = 1
Si a = d = 0, alors nécessairement b = 0 car sinon 2bx1x2 prend des signes opposés

pour par exemple x1,x2 = 1, 1 et x1,x2 = 1,−1. On a alors detA = 0

Réciproquement, supposons a ≥ 0,d ≥ 0,ad− b2 ≥ 0
Si a > 0, pour tout x2 ∈ R, le trinôme x1 → ax1

2 + 2bx1x2 + dx2
2 qui a son discriminant

négatif garde un signe constant , positif puisque a > 0
Si a = 0 alors b = 0, et alors dx2

2 ≥ 0 pour tout x2, donc la matrice est positive
4La question est classique
5 On remarque que B est symétrique réelle. De plus, on a pour tout

X =t x1, . . . ,xn ∈ Rn ∑
1≤i,j≤n

bi,jxixj = ∑
1≤i,j≤n

ai,jyiyj ≥ 0, où l’on a posé yi = λ ixi

6.A est symétrique réelle d’après la symétrie du produit scalaire On a pour tout

X =t x1, . . ,xn ∈ Rn ∑
1≤i,j≤n

ui |ujxixj = ∑
i=1

n

xiui

2

≥ 0

7.Si A = ai,j et B diagonale d’éléments diagonaux d1, . . . ,dn , positifs ou nuls, et

C = A ∗ B =ci,j,on a pour tout tx1, . . ,xn ∈ Rn ∑
1≤i,j≤n

ci,jxixj = ∑
1≤i,j≤n

ai,idixi
2 ≥ 0. En effet

on a pour tout k ∈ |1,n| = ∑
1≤i,j≤n

ai,jδ i,kδ j,k ≥ 0 (on choisit donc xi = δ i,k

8a Si A ∈ SMnR est positive elle est orthogonalement semblable à une matrice

diagonale D =

d1 0

⋱

0 dn

à coefficients positifs: A =  tPDP P étant orthogonale

d’ordre n.



On peut écrire D = ∑
i=1

n

 tXiXi avec Xi = 0, ,

ième rang


di , 0. . , 0 ∈ M1,nR

On a alors A = ∑
i=1

n

 tP tXiXiP = ∑
i=1

n

Yi tYi avec Yi =t XiP

8;b Remarquons que la somme de matrices symétriques positives est encore
symétrique positive (vérification immédiate avec la définition).D’autre part ∗ est
distributive par rapport à l’addition. On peut écrire B comme somme de matrices Yi tYi
avec tYi = y1, . . . ,yn ∈ Rn. Une telle matrice a pour terme général ci,j = yiyj et la
matrice A ∗ Yi

t
Yi a alors pour terme général ai,jyiyj . D’après la question 5, cettte

matrice est positive. On a alors A ∗ B = ∑
i=1

n

A ∗ Yi
t
Yi donc A ∗ B est positive.

Troisième partie: matrices infiniment divisibles

9a Soit A =
a b

b d
∈ SM2R positive, a,b,c,d étant positifs ou nuls.

On a alors A∗r =
ar br

br dr
. Cette matrice est symétrique réelle. De plus

ar ≥ 0,dr ≥ 0
Enfin ad ≥ b2 donc ardr ≥ b2r donc detA∗r ≥ 0. D’après 3, cette matrice est positive.
9.b A est symétrique réelle. On a spA = 0, 1, 3. A est donc positive.

Pour r > 0, on a A∗r =

1 1 0

1 2r 1

0 1 1

Le polynôme caractéristique A∗r est -x − 1x2 − x1 + 2r + 2r − 2
En particulier, pour x = 0 detA∗r = 2r − 2.
Donc pour r ∈0, 1 detA∗r < 0 et donc A∗r n’est pas positive.
Pour r ≥ 1 , on a spA∗r = 1,a,b avec a + b = 1 + 2r > 0 et ab = 2r − 2 ≥ 0. Donc

a ≥ 0 et b ≥ 0.
En conclusion A∗r est positive si et seulement si r ≥ 1
10 Pour r > 0 bi,j

r = λ i
rλ j

rai;j
r . Par hypothèse, la matrice de terme général ai,j

r est
positive,et donc d’après la question 5, la matrice B∗r est positive pour tout r > 0.

Donc B est infiniment divisible.

11 Etant donné que le produit ∗ de deux matices positives est positif, et
associatif,A∗ k

m  est symétrique et positif pour tout m ∈ N∗. et k ∈ N∗

Donc A∗r est positive pour tout rationnel r > 0.
Soit r un réel strictement positif. Il existe une suite qn de rationnels strictement

positifs qui converge vers r.



On a alors , pour tout tx1, . . . ,xn ∈ Rn lim
n→+∞ ∑

1≤i,j≤n

ai,j
qnxixj = ∑

1≤i,j≤n

ai,j
r xixj ≥ 0 par

prolongement des inéagalités larges à la limite .
A∗r est donc positive pour tout r > 0 et A est infiniment divisible.

12a ui |uj  = ∫
0

+∞
e−λ i+λ jtdt = 1

λ i+λ j

C est donc positive d’près la question 6

12b Γr = ∫
0

+∞
e−uur−1du  intégrale convergente. On effectue la changement de

variables u = tα c’est à dire t = u
α

L’application u → u
α est un C1 difféomorphisme de R+

∗ sur lui-même.
On a donc Γr = ∫

0

+∞
e−tαtαr−1αdt = αr ∫

0

+∞
e−tαtr−1dt (et la deuxième intégrale

converge)
On a bien, puisque Γr > 0 (la fonction à intégrer est continue et strictement

positive) donc 1
αr = 1

Γr
∫

0

+∞
e−tαtr−1dt

12 c
Soit u,v ∈ Hr

2. On a |uv|≤ 1
2 u

2 + v2 et donc 〈u,v〉 est bien défini..
Le reste est sans problème
12 .d On a bien ui ∈ Hr puisque l’intégrale ∫

0

+∞
e−2λ i ttr−1dt converge.

On a alors, pour le produit scalaire précédent 〈ui ,uj〉 = ∫
0

+∞
e−λ i+λ jttr−1dt = Γr

λ i+λ jr

La matrice de terme général 〈ui ,uj〉 est positive d’après la question 6. Il en est donc
de même de la matrice de terme général 1

Γr
〈ui ,uj〉 puisque Γr > 0

On en déduit donc que C est infiniment divisible.

13.a Pour s > 0 on a Γs = lim
m→+∞

m!ms

ss+1...s+m
= lim

m→+∞
m!ms∏

p=1

m+1
1

s−1+p

Donc Γλ i+λ j+1

Γλ i+1Γλ j+1
= lim

m→+∞
m!mλi+λj+1

m!2mλi+1mλj+1 ∏
p=1

m+1
λ i+pλ j+p

λ i+λ j+p = lim
m→+∞

1
m!m ∏

p=1

m+1
λ i+pλ j+p

λ i+λ j+p

13 b La matrice de terme général 1
λ i+λ j+p est infiniment divisible d’après 12 d en

posant μ i = λ i +
p
2 > 0

D’après la question 10 , la matrice de terme général λ i+pλ j+p
λ i+λ j+p 1≤i,j≤n

est donc

infiniment divisible.

Pour r > 0 et m ∈ N∗, la matrice de terme général ∏
p=1

m+1
λ i+pλ j+p

λ i+λ j+p

r

1≤i,j≤n

est

donc positive ainsi donc que la matrice de terme général

ki,j
m

= 1
mm! ∏

p=1

m+1
λ i+pλ j+p

λ i+λ j+p

r

1≤i,j≤n

. Par passage à la limite, la matrice de terme



général ki,j
r est positive puisque l’on a ∑

1≤i,j≤n

ki,j
mxixj ≥ 0 donc ∑

1≤i,j≤n

ki,j
r xixj ≥ 0 pour tout

tx1, . . ,xn ∈ Rn.
Donc la matrice de terme général ki,j est infiniment divisible.

Quatrième partie: matrices conditionnellement positives

Question 14

On pose donc pour r ≥ 0 fr = ∑
1≤i,j≤n

xixj
1

λ i+λ j

r
= ∑

1≤i,j≤n

xixje−r lnλ i+λ j

f est dérivable sur R+ et pour r ≥ 0 f ′r = −r ∑
1≤i,j≤n

xixj lnλ i + λ je−r lnλ i+λ j

Or f0 = ∑
1≤i,j≤n

xixj = ∑
i=1

n

xi

2

= 0 et fr ≥ 0 pour tout r > 0 d’après la question 12.

On a donc f ′0 = limr→0+
fr
r ≥ 0

D’où − ∑
1≤i,j≤n

xixj lnλ i + λ j ≥ 0.

Q15
Supposons ii  réalisée. Soit  > 0 et λ > 0 associé. On pose C = ci,j = B + In + λJ

On a alors, pour tout X =t x1, . . ,xn ∈ Rn tel que ∑
i=1

n

xi = 0 :

tXCX =  tXBX + tXX ≥ 0 (Car JX = 0n,1
En faisant tendre  vers 0, on alors:  tXBX ≥ 0
Donc B est conditionnellement positive.

Q16

16a)Soit x1,...,xn ∈ Rn tel que ∑
i=1

n

xi = 0

On considère pour r ≥ 0 fr = ∑
1≤i,j≤n

xixjai,j
r

Comme en Q14, on a f0 = 0 et fr > 0 pour r > 0 puisque la matrice de terme
général ai,j est infiniment divisible.

f est dérivable sur R+ et f ′0 = lim
r→0+

fr
r ≥ 0

Or f ′0 = ∑
i=1

n

lnai,j xixj , d’où le résultat

16b)Soit  > 0 et λ > 0 associé comme dans la question 15.

Soit tx1, . . . ,xn ∈ Rn On pose fr = ∑
1≤i,j≤n

xixj exprc i,j = ∑
1≤i,j≤n

xixj ∑
p=0

+∞
rpci,j

p

p! =

∑
p=0

+∞
rp

p! ∑
1≤i,j≤n

xixjci,j
p



Comme la matrice ci,j est positive, la matrice ci,j
p  l’est également,

donc ∑
1≤i,j≤n

xixjci,j
p ≥ 0 pour tout entier naturel p.

Et donc fr ≥ 0 pour tout r ≥ 0, ce qu’il fallait démontrer.
On a bi,j = ci,j − δ i,j − λ
Donc exprb i,j = exprc i,jexp−δ i,jexp−λ
La matrice de terme général exp−δ i,j est positive.(c’est un multiple positif de In
Donc la matrice de terme général exprc i,jexp−δ i,j également, ainsi donc que la

matrice de terme général exprb i,j

17a)Montrons que la matrice de terme général −|zi − zj |21≤i,j≤n est
conditionnellement positive.

Soit tx1, . . ,xn ∈ Rn tel que ∑
i=1

n

xi = 0

On a alors − ∑
1≤i,j≤n

xixj |zi − zj |2 = − ∑
1≤i,j≤n

xixj |zi |2 − ∑
1≤i,j≤n

xixj |zj |2 + 2 ∑
1≤i,j≤n

xixj Rezi zj

Or ∑
1≤i,j≤n

xixj |zi |2 = ∑
j=1

n

xj ∑
i=1

n

xi |zi |2 = 0.

De même

∑
1≤i,j≤n

xixj |zj |2 = 0.

Enfin l,’application z,z′ → Re z z′ de C2 dans R est un produit scalaire (le produit

scalaire canonique de C identifié à R2, donc ∑
1≤i,j≤n

xixj Rezi zj ≥ 0.

La matrice −|zi − zj |21≤i,j≤n est donc conditionnellement positive, et la matrice
e−|zi−zj |21≤i,j≤n est donc infiniment divisible.

17b)Soient t > 0 et u > 0. Comme e−tu > 0, la matrice de terme général e−ut−u|zi−zj |2 est
positive.

Donc pour tout tx1, . . . ,xn ∈ Rn, on a ∑
1≤i,j≤n

xixje−ut−u|zi−zj |2 ≥ 0

La fonction u → e−ut−u|zi−zj |2 est intégrable sur 0,+∞ et ∫
0

+∞
e−ut−u|zi−zj |2du = 1

t+|zi−zj |2

on a donc

∫
0

+∞ ∑
1≤i,j≤n

xixje−ut−u|zi−zj |2 du = ∑
1≤i,j≤n

xixj ∫
0

+∞
e−ut−u|zi−zj |2du = ∑

1≤i,j≤n

1
t+|zi−zj |2

xixj ≥ 0 et la

matrices de coefficients 1
t+|zi−zj |2

est donc positive.

Soient tx1, . . . ,xn ∈ Rn tels que ∑
i=1

n

xi = 0.

On a alors − ∑
1≤i,j≤n

|zi−zj |2

t+|zi−zj |2
xixj = ∑

1≤i,j≤n

1
t+|zi−zj |2

xixj − ∑
1≤i,j≤n

xii xj =

∑
1≤i,j≤n

1
t+|zi−zj |2

xixj − x1 +. .+xn2 = ∑
1≤i,j≤n

1
t+|zi−zj |2

xixj ≥ 0



Donc − ∑
1≤i,j≤n

t
− 1

2 |zi−zj |2

t+|zi−zj |2
xixj ≥ 0

Or la fonction t →
t
− 1

2 |zi−zj |2

t+|zi−zj |2
est intégrable sur 0,+∞.

En effet cette fonction est positive. Elle équivaut au voisinage de +∞ à 1

t
3
2

et 3
2 > 1.

De plus, au voisinage de 0, on a t
− 1

2 |zi−zj |2

t+|zi−zj |2
∼ t−

1
2 si zi ≠ zj . Sinon la fonction est nulle.

On a donc − ∑
1≤i,j≤n

∫
0

+∞ t
− 1

2 |zi−zj |2

t+|zi−zj |2
dt xixj ≥ 0 ce qui prouve que la matrice de terme

général − ∫
0

+∞ t
− 1

2 |zi−zj |2

t+|zi−zj |2
dt est conditionnellement positive.

17)cOn fait le changement de variables u = t
1
2 qui réalise un difféomorphisme

strictement croissant de R+ sur R+.

On obtient ∫
0

+∞ t
− 1

2 |zi−zj |2

t+|zi−zj |2
dt = 2 ∫

0

+∞ |zi−zj |2

u2+|zi−zj |2
du

Si zi = zj cette intégrale vaut 0, et sinon elle vaut

2 ∫
0

+∞ 1

u
|zi−zj |

2
+1

du = 2|zi − zj | arctan u
|zi−zj | 0

+∞
= π|zi − zj |

(Cette dernière expression est encore vraie pour zi = zj;
On en déduit que la matrice de terme général −|zi − zj | est conditionnellement

positive, et donc, que d’après la question 15, la matrice de terme général e−|zi−zj | est
infiniment divisible.


