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Premiere partie: La fonction I
1.A La fonction x —» e”*x5* est définie continue et positive sur ]0,+oo[.
Au voisinage de 0, e”>x5 ~ x5! et x5! est intégrable au voisinage de 0 puisque
s—-1>-1
Au voisinage de +o, e*xst = o(x—lz) puisque limy.,, x3"1e™ = 0 donc e*x5* est
intégrable au voisinage de +oo.

n
1.b Si P est un polynéme de degré n, en posant Q = Z PO, la dérivée de
i=0
f: x-> e*Q(X), f est dérivable et pour tout x réel,on a
f'(x) = eX(Q'(X) — QX)) =-e*P(x). Onadonc, poura>0: jz e *P(x)dx

n
= Q(0) — e2Q(a) et lorsque atend vers +oo cette quantité tend vers Q(0) = Z P®(0) On
i=0

a donc f:o x™lexdx = (m— 1)!

(On peut de fagon plus classique montrer I'(m+ 1) = mI'(m) par intégration par
parties)
l.c Soientdesréelsaetb avecO<a<b
Pour tout s € [a,b] l'application t —» t>le™ est continue et intégrable sur ]0, +oo[
Pour tout t € R*, l'application s - e'tS est continue sur [a,b]
Enfin , pour tout s € [a,b] ett € R*, |e't51< o(t) ou () = t¥1sit €]0,1] et
p(t) = e'tt1sit €]1,+o0[
@ est continue par morceaux , intégrable sur ]0,1] et ]1,+oo[ donc sur R,.
On en déduit donc que T est continue sur l'intervalle [a,b] d’apres le théoréme de continuité sous le

Ceci étant vrai pour tout segment [a,b] < R%, I" est continue sur Rt

2 a)On a par concavité Inx < x— 1 pour tout réel x > 0. On a donc ,pour
xe [0,m In(1- ) < -+, donc mIn(1- %) < —Xx et par croissance de |I'exponentielle
emn-%) < e ce qui est l'inégalité demandée. Pour x = m, on abien 0 < e™

On a, losque mtend vers +c0 min(1- &) ~ - = —x et donc
[iMm- MIN(L — &) = —x. Par continuité de I'exponentielle, on a alors
iMoo (1— 2)™ = e

2.b)On fait le changement de variable de classe C! u = % Ce changement de
variables est un difféomorphisme strictement croissant de [0, m] sur [0,1]. On obtient

alors j:(l — X)Mxsidx = msj;(l — u)™us1du (et I'intégrale converge)
Pour ¢ €]0, 1],[2(1 ~wmusldu = [+(1-wmue]l + 2 ji(l — u)™usdu et en faisant
tendre ¢ vers 0 on obtient alors :Jms = j;(l —u)musidu= 1 j;(l —u)™lusdu = DI 1e.
De proche en proche Jms = — 2= Jo g €t Josim = [ éus*”“du ~ L. On obtient

s(stl)..(stm-1)
bien le résultat demandé.

2¢)On considere la fonction fr, (M € N*) définie sur ]0,+oo[ par fm(X) = (1 - &)"x5? si
X €]0,m] et fn(X) = 0six > m,



fm est définie, continue positive sur ]0,+oo[ et intégrable sur ]0,+w[. On a
0 < fm(X) < e*x%! pour x €]0,m] d’aprés 2a) et cette relation est encore vraie pour
X > m. La fonction x — e x5 est intégrable sur ]0, +oo[
Enfin, six > Oestfixé, pourm>EX) +1 fn(x) = (1- %)™ et
[IMmoo fm(X) = €571,
D’aprés le théoréme de convergence dominée, on obtient donc
T(S) = liMnios [ Tn09dX = limiyecs | ;”fm(x) dx

Donc| I'(s) = lim ——mm

Mo+ S(s+1)...(s+m)

Deuxiéme partie: matrices positives et matrices de Hadamar d

ab " . . ,
3A= ( b d ) est positive si et seulement si pour tous réels x; et

X2 : axg + 2bx;Xz + dx3 > 0 (1)

Si (1) est réalisée, en particulier , avec (x1,X2) = (1,0), on obtient a > 0. Avec
(X1,X2) = (0,1) on obtientd > 0

Sia > 0, alors, pour x2 = 1, le trinéme du second degré x — ax? + 2bx; + d ne prend
que des valeurs positives, donc son discriminant est négatif ou nul: 4(b? — ac) < 0, donc
det(A) =ad-bc>0

Sia=0, etd > 0, on raisonne de méme en prenant x; = 1

Sia=d =0, alors nécessairement b = 0 car sinon 2bx;x» prend des signes opposes
pour par exemple (x1,X2) = (1,1) et (X1,X2) = (1,-1). On a alors det(A) = 0

Réciproquement, supposons a > 0,d > 0,ad—b? > 0

Sia > 0, pour tout x; € R, le trinbme x; - ax3 + 2bxixz + dx3 qui a son discriminant
négatif garde un signe constant , positif puisque a > 0

Sia=0 alorsb =0, etalors dx3 > 0 pour tout x, donc la matrice est positive

4L a question est classique

5 On remarque que B est symétrique réelle. De plus, on a pour tout
X =t (Xq,...,Xn) € R" Z bijXiX; = Z aijyiy; > 0, ou I'on a posé yi = Aix;

1<ij<n 1<i j<n

6.A est symeétrique réelle d’apres la symeétrie du produit scalaire On a pour tout
X =t (X1,..,Xn) € R" Z (Uilupxix; =

n 2
inui >0
1<i,j<n i=1
7.Si A = (ai;) et Bdiagonale d’éléments diagonaux ds,...,d, , positifs ou nuls, et
C = Ax B=(cjj),on a pour tout *(xy,..,Xn) € R" Z CijXiXj = Z a;idix? > 0. En effet

1<i j<n 1<i j<n

ona pourtoutke [|1,n]] = Z aij0ikdjk > 0 (on choisit donc x; = dik)

1<i,j<n
8a Si A € SMy(R) est positive elle est orthogonalement semblable a une matrice
da 0
diagonale D = a coefficients positifs: A = (‘P)DP P étant orthogonale
0 dn

d’ordre n.



n
On peut écrire D = Y (X)X avec Xi = | 0, , Jdi ,0..,0 | € Mys(R)
= o

leme rang

n n
Onaalors| A=Y _(‘P)XiXiP = D_Yi(tY)) |avec Y; =' (XiP)
i=1 i=1

8;b Remarquons que la somme de matrices symétriques positives est encore
symétrique positive (vérification immédiate avec la définition).D’autre part x est
distributive par rapport a I'addition. On peut écrire B comme somme de matrices Y;('Y;)
avec 'Y; = (y1,...,¥Yn) € R". Une telle matrice a pour terme général ci; = yiy; et la
matrice A * (Y; tYi) a alors pour terme général a;jyiy;. D’aprés la question 5, cettte

n

matrice est positive. On a alors AxB = D Ax (Y, 'Y,) donc A * B est positive.
i=1

Troisieme partie: matrices infiniment divisibles
. ab . . "
9a Soit A = ( o d ) e SMx(R) positive, a, b, c,d étant positifs ou nuls.

a" b’

On a alors A*" = (
b* d

). Cette matrice est symétrique réelle. De plus

a>0d >0
Enfin ad > b? donc a"d" > b% donc det(A*") > 0. D'apres 3, cette matrice est positive.
9.b A est symétrique réelle. On a sp(A) = {0,1,3}. A est donc positive.

110
Pourr > 0, ona A" = 121
011
Le polyndme caractéristique A*" est -(x — 1)(X?> = x(1+ 2") + 2" - 2)
En patrticulier, pour x = 0 det(A*") = 2" — 2.
Donc pour r €]0,1][ det(A*") < 0 et donc A*' n’est pas positive.
Pourr>1 , onaspA*) = {l1,a,b} aveca+b=1+2">0etab=2"-2> 0. Donc
a>0etb>0.
En conclusion A*" est positive si et seulementsir > 1
10 Pourr > 0 bj; = A{A]a];. Par hypothése, la matrice de terme genéral aj; est
positive,et donc d’apres la question 5, la matrice B*" est positive pour tout r > O.
Donc B est infiniment divisible.

11 Etant donné que le produit x de deux matices positives est positif, et
associatif, A*(7) est symétrique et positif pour tout m € N*. etk € N*

Donc A*" est positive pour tout rationnel r > 0.

Soit r un réel strictement positif. Il existe une suite (gn) de rationnels strictement
positifs qui converge vers r.



On aalors , pour tout '(xa,...,X,) € R" lim D~ a¥xix = D afjxx > 0 par
1<i,j<n 1<ij<n
prolongement des inéagalités larges a la limite .
A*" est donc positive pour tout r > 0 et A est infiniment divisible.

12a (uilu)) = f e ittt = L
C est donc positive d’'pres la question 6

12bTI'(r) = fgoo e Yudu (intégrale convergente. On effectue la changement de
variables u = ta c’'est a diret = +

L’application u —» 4L est un C! diffomorphisme de R¥ sur lui-méme.

Onadonc I'(r) = fgoo e (ta) Ladt = of fgoo e*t™1dt (et la deuxiéme intégrale
converge)

On a bien, puisque I'(r) > 0 (la fonction a intégrer est continue et strictement

i 1 _ _1 [™ gtatr-1
positive) donc 1 = WIO etrt-1dt

12 c

Soit (u,v) € H2. On a Juv< +(u?+Vv?) et donc (u,Vv) est bien défini..

Le reste est sans probleme

12 .d On a bien u; € H, puisque l'intégrale fgoo e24t"™-1dt converge.
r)
Ai+A)"
La matrice de terme général (u;, u;) est positive d'aprés la question 6. Il en est donc
de méme de la matrice de terme général T%(ui,u,) puisque I'(r) > 0

On a alors, pour le produit scalaire précédent (ui, u;) = j:’o g Gitapttr-1dt =

On en déduit donc que C est infiniment divisible.

mim® _ 1 ms
13.aPours>0on a T(s) = lim M — = lim mm H "
F@Ai+A+D) s mim*i 4t Ai+P)Aj+p) | Qi+p)(Aj+p)
Donc i+ (Aj+1) o m-ch (M) 2mi+Im A+l H Ai+Aj+p N +oo mlm H /1+/IJ+p

13 b La matrice de terme général est infiniment dIVISIb|e d’aprés 12 d en

Ait+. /1 +p
posant ui = 4; + 7 >0
(Ai+p)(4j+p)

PR e est donc

D’aprées la question 10, la matrice de terme général (

infiniment divisible.
r

; Loz Ai+p) (A
Pourr > 0 et m e N*, la matrice de terme général H ( Iti)aii;p) ost
1<i,j<n

donc positive ainsi donc que la matrice de terme général

m+1 r

KM _ 1 Gi+p)(4i+p)
(I mm Ai+Aj+p
p=1 1<i j<n

. Par passage a la limite, la matrice de terme



général k|; est positive puisque lona »_ k”xix; > 0donc D kijxx > 0pour tout
1<ij<n 1<i,j<n
Y(X1,..,Xn) € R™.
Donc la matrice de terme général ki; est infiniment divisible.

Quatrieme partie: matrices conditionnellement positives

Question 14
r
On pose donc pourr > 0f(r) = 3 xixi (22 ) = X xixjer i)
1< j<n : 1< j<n
f est dérivable sur R* et pour r > 0f'(r) = —r D xix In(4; + Aj)e A
1<i,j<n

n 2
Or f(0) = Z XiXj = (Z xi> = 0etf(r) > 0 pour tout r > 0 d’apres la question 12.
i=1

1<i,j<n

On a donc f'(0) = limee- X2 >0
Dot — D xix In(Ai + 4j) > 0.
1<i,j<n
Q15
Supposons (i) réalisée. Soite > 0 et A > 0 associe. On pose C = (Cjj) = B+¢&ln+ AJ

n

On a alors, pour tout X =' (X1,..,X,) € R"telque Y x =0
i=1

IXCX = (*XBX) + XX > 0 (Car JX = 0n1)

En faisant tendre ¢ vers 0, on alors: (!XXBX) > 0

Donc B est conditionnellement positive.

Q16

i=1
On considére pour r > 0 f(r) = > xixal;
1<i,j<n
Comme en Q14, on af(0) = Oet f(r) > O pour r > O puisque la matrice de terme
général (a;;) est infiniment divisible.
f est dérivable sur R, et f'(0) = !n(‘)nf(T” >0

n
Or f'(0) = >_In(a;;)xix;, d’ou le résultat
i=1

16b)Soit ¢ > O et A > 0 associé comme dans la question 15.

+00 P
Soit '(xq,...,Xn) € R" On pose f(r) = Z XiX; exp(rcij) = Z xixj(z rppcl"' ) _
1<ij<n 15ij<n
400
ZL—T( Z xixjcﬁj)

p=0 1<ij<n




Comme la matrice (c;;) est positive, la matrice (cﬁj) I'est également,

donc Z xixjcﬁj > 0 pour tout entier naturel p.
1<i,j<n

Et donc f(r) > O pour tout r > 0, ce qu'il fallait démontrer.

Onabij =cij—eo0ij— A

Donc exp(rbi;) = exp(rci;) exp(—edi;) exp(-4)

La matrice de terme général exp(—¢di;) est positive.(c’est un multiple positif de I,,)

Donc la matrice de terme général exp(rc;j) exp(—¢dij) €galement, ainsi donc que la
matrice de terme général exp(rbi;)

17a)Montrons que la matrice de terme général (—|zi — zj|?)1<ij<n €St
conditionnellement positive.

n
Soit '(x1,..,%n) € R" tel que in =0

On a alors — Z xiXjlz — z|* = Z xiX;zi|? — Z XiX;|z|? + 2 Z xix; Re(Zz)

1<ij<n 1<ij<n 1<i,j<n 1<i,j<n
n
or 3wl - ij (inmz) o
1<i,j<n i=1
De méme
D xixilzl? =0
1<i,j<n

Enfin |,’application (z,Z) - Re(ZZ) de C? dans R est un produit scalaire (le produit

scalaire canonique de C identifié a R?, donc Z xiXj Re(Zz) > 0.
1<i,j<n

La matrice (—|zi — z|?)1sij=n €St donc conditionnellement positive, et la matrice
(e'%-3") 11 j<n est donc infiniment divisible.

17b)Soientt > O et u > 0. Comme e > 0, la matrice de terme général etuz-al* est
positive.

Donc pour tout {(Xy,...,X,) € R", on a Z xixje Uzl > o

1<i,j<n
. . , + ..
La fonctlon u-— e—Ut—UlZi—Zjlz est Integrable sur [O’ +CX3|: et J‘OOC e_Ut_u|ZI_ZJ|2du — t+|z_1z_|2
i=Z
on a donc
+o .y, a—Ut-ujzi—z|? _ v [T° a-ut-ulzi-z 24y — 1 v >
N ( > xixeuinal fdu= ) xix [ evtisalidu = > T = Oetla
1<ij<n 1<ij<n 1<ij<n

matrices de coefficients

| e est donc positive.

Soient {(X,...,Xn) € R" tels que in =0.
i=1

z-zl* . _ _
Onaalors— »_ XX = > T = D XiXj =

1<i j<n 1<ij<n 1<i j<n

Z v ZI2xxJ (X1 +..4Xn)“ = Do XiXj > 0

1<i,j<n 1<ij<n




1
_ t75|Zi—Zj|2 N>
Donc Z gy XiXj > 0
1<i,j<n
t7%|2i—2j|2
t+|Zi—Zj|2
En effet cette fonction est positive. Elle équivaut au voisinage de +o a = et 2 > 1.

t2

Or la fonction t - est intégrable sur ]0,+o.

_1
t2 |Zi—Zj|2

_1 . . .
e t™2 si z # z. Sinon la fonction est nulle.
=4

De plus, au voisinage de 0, on a

1

+0 t 2|z—-z? . .

On a donc — Z j IZ—'ijldt XiX; > 0 ce qui prouve que la matrice de terme
157 0 tHzi-z|

1
Z.o 2 +0 t 2|z-z]? . .
général —jow ﬁdt est conditionnellement positive.
i~Z
1
2

17)cOn fait le changement de variables u =t
strictement croissant de R, sur R,.

0 -3 712 o 2
On obtient [ Mdtzzjg T

t+jzi—z |2 u+zi-z|?

qui réalise un difféeomorphisme

Si z; = z cette intégrale vaut O, et sinon elle vaut
+00 ; _ - u :|+UO _ -

2[0 e du = 2Jz zj|[arctan i |, =gl

(Cette derniere expression est encore vraie pour z = z);

On en déduit que la matrice de terme général —|z; — z| est conditionnellement

]

positive, et donc, que d’aprés la question 15, la matrice de terme général e %%l est
infiniment divisible.




