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Concours commun X-PC-ENS Option PC Mathématiques
Matrices infiniment divisibles

Notation préliminaire : d;; est le symbole de Kronecker
1. Premiére partie : La fonction I

l.a. Soit s € R7}. La fonction ¢, : z e~ 721 est continue et positive, comme produit

de fonctions usuelles étudiées. Au voisinage de 0, () ~ - Dong, pour tout a > 0,

1-s
s est intégrable sur ]0, a] car positive et équivalente & une fonction de Riemann intégrable
— enlaveca=1-s<1cars>0.

x

D’autre part lir+n 22 s(x) = 0, grace au théoreme de croissances comparées des fonctions

xTr— oo
usuelles : VG € R liril z%e™% = 0. Donc, d’apres la regle de convergence de Riemmann,
Tr— 100

Vb € R, o, est intégrable sur [b, +oo[. Pour conclure :

‘x — e~ %z~ 1 est intégrable sur [0, +oo. ‘

1.b. Montrons par récurrence que pour tout entier m strictement positif, I'(m) = (m — 1)!

+oo
(1) = / e fdr = {fc*ﬂ;m =1.
0

A Tlaide d’une intégration par partics, on obtient : sT'(s) = I'(s 4+ 1). Si on suppose que
I'(m) = (m — 1), alors I'(m + 1) = m.(m — 1)! = m! Ce qui établit le résultat.

[Vm € N*,T(m) = (m —1)!]

1.c. Pour établir la continuité de I" sur ]0, +oo[, nous allons établir grace au théoreme de
continuité sous / que Y(a, A) € RiZ, 0 <a<1<A,T est continue sur [a, A4].
¢ : Rfx[a,4] — R

(t,z) — pt,z)=e
Vz € [a, A],t — e '*~! est continue par morceaux comme produit de fonctions usuelles
continues, et intégrable sur Rt comme déja vu.
x — e~ 't*~! est continue sur [a, A] au titre d’exponentielle.

tr— —t,A— —t,a—
V(t,z) € Rtx[a,A],0 < p(t,z) = e 471 < o771 4 o7 = w(t) et 1 est
pour t€[l,4o00[  pour t€]0,1]

continue par morceaux, et intégrable sur RT comme déja vu.

La majoration s'obtient grace & la croissance de t — t4~1 et la décroissance de ¢ — t% 1.
Donc Y(a, A) € Rf,o < a <1< AT est continue sur [a, A]. Et par Pextension au

Soit -

programme du théoréme de continuité sous signe

‘F est continue sur R}

2.a. Soit m € N*. Considérons u € [0,1[. Alors 0 < 1 —u < 1 puis

Vv

) 1—u
Donc par croissance de lintégrale, Vt € [0, 1], / <% — )du > 0 et en conséquence,
0 — U

—In(1 —t) —t > 0 et cette inégalité appliquée en t = % pour tout z € [0, m[, on obtient :

m
ln(l — %) < - %, puis : ln(l — %) < —z. La croissance de la fonction exponentielle

~ \ T
assure finalement que Vm € N* Vo € [0,m] : <1 - %) < e™ %, inégalité qui se prolonge

facilement en £ = m :

vm € N*, Ve € [0,m] : (1- %)m e ®

2.b. Pour s > 0 et m € N, intégrons par parties :

m m m _sqm m m—1 _s
[m:/ (1_£) e [(1_£) L] _/ <_ i).m. (1_£) 2° e
0 m m s lo 0 m m s

u dv =0

m m—1 s
I, = l/ (1 - £> -L_dz et en posant © = _m -y, on obtient :
5 Jo m s m—1
s+1 1 m—1 Yy m—1
Im:(im ) 7/ (177) y°d 1
1 s ), — y'dy (1)
Montrons alors par récurrence sur k, 1 <k <m —1 que :
N — . m—k
° m-J s+k—1 z \™7F
I,= " ( )/ 2ot (1— ) da 2

La relation est vérifiée pour k = 1 d’apres la relation (1) précédente.

Comme précédemment, effectuons une intégration par parties puis le changement de variable
—k . . .
T = % -1y, on obtient alors, mutatis mutandis,
m—k—

S

_ m Iﬁ(m—j) 1 ( m—k >s+k/m—k—lys+k<1_ ¥ )777,71671
m (m — k)*tk s+j/ s+k \m—k-1 0 m—k—1

=0
et en rassemblant :

s m—k—1 m—k—1
Ip=— ™" (- ——) d
" (mk1)s+k+1j1_[0/o Y m—k—1 Y

La formule (2) est établie et donne pour k =m — 1 :

m—2 . 1
I, =m?® H (T:+ ]?)'/0 25T — g)de
j=0

1
5 m!
m®.m! S - N
I, =—m.m. / stm=2 _ gstm=ldy et aprés intégration :
0

m—2

[TG+5
§=0

s.m)
In(s) = ”jnim

[IG+4)
j=0

Xm = X[o,m] @ R — {0,1}
2.c. Soit 0six¢[0,m] lafonction caractéristique de [0,m)].
xr — .
1siz e [0,m]

m
Posons fp,(z) = (1 - %) 2% L xm(x) qui est continue par morceaux sur R*. Comme la

suite de fonctions (Ym)men converge simplement sur Rt vers la fonction constante égale a
1, La question 2.a. assure la convergence simple sur R de la suite de fonction (fi,)men-
vers  — e~*.2°~!. La majoration obtenue en 2.a. assure que



¥Ym € N*,Vz € Rt : 0 < fm(x) < e %2571 cette derniere fonction étant intégrable sur R+
depuis la question 1.a.
On peut donc conclure, avec le théoreme de convergence dominée, que

lim fm(x)d2 = / e % 25 tdx = I'(s)
0 0

m—00

Or / fm(z)dr = / <1 — £>m.m5*1dx =M Gite  la question 2.b. donc
0 0 m .
(s +7)

—

7=0

T'(s) = lim _m®m!_

m—00
(s+J)

’,:]3

7=0

3. Supposons que a > 0, d > 0 et ad — b > 0.
e Sia=0, alors ad — b2 = —b2 et donc b = 0. Alors *XAX =dy?> >0

b \2 Y
e Sia>0, alOrstXAX=a<<x+ay) +—2(adfb2))>0
a

‘Donc sia>0,d>0etad—b*>>0alorsVX € R",*XAX >0
Réciproquement, si VX € R", !X AX > 0, alors

(0)(s) =azoe (V) (1) =az0
Puist(_ba>z4<_ba> :a(ad_b2)>0ett<_db>A(_db> =d(ad — %) > 0.
0

e Donc si a >0 ousid>0 alors ad — b? >

0SinonazOetdzOetanrst(Eb)A<jb>27262>0d’0ﬁb=0etad7b2>0

‘Donc siVX e R*,*XAX >0, alorsa >0,d >0 et ad — b? 20‘

4. A est symétrique et réelle, donc ses valeurs propres sont réelles et elle est diagonalisable
dans une base orthonormale. Si (Ax)1<r<n sont les valeurs propres de A, il existe une matrice
P orthogonale telle que D = ‘PAP = P7YAP ot D = diag(A1, A2, ..., M) = (Midij) 1<i,j<n-
Appelons (€x)1<k<n la base canonique et pour tout ¢ € [1,n] considérons le vecteur
Xi = Pa Alors

t ¢ oYtz (t > _t(2\DE —

X:EX (Pé;)A(Pée;) =é)(*PAP)é; = (€;)Dé; = \;.

Réciproquement la famille (X3)1<r<n, image de la base (€,)1<k<n par une matrice ortho-
n

gonale est une base de R™. Alors pour tout vecteur X = Z T Xk :

k=1
n n n n
EXAX = int(Pe”i).A‘ Z z;(P&;) = Z 2! (&) PAP.Y ey = Y w;'(é).D.E;.
j=1 1<i,5<n

et comme ( ).D.E =\ 51]7 on obtient :

n
IXAX =) Na? >0

i=1

A est positive si et seulement si ses valeurs propres sont positives.

5. Posons D = diag(/\l,)\g,...,)\n) = ()\i(sij)lgingn, alors D = tD et DA = (Cij)lgi,jgn

avec C;; = Z )\i5ikak]‘ = /\7;(11']' et AD = (dij)lgi,jgn avec dl'j = Zazk)\kék] = >\jai]‘.
k=1 k=1

Donc DAD ='DAD = (\;\jaij)1<i,j<n €t donc B =*DAD. Calculons ensuite :

VX e R 'XBX ='X'DADX =%(DX)A(DX) > 0 car A est positive.

B est positive.

Corollaire 1 utile pour la suite : Si A est positive, alors Y € RT, A est positive. Il suffit
de choisir Vi € [1,n], \j = /. Le résultat s’obtient facilement aussi par une démonstration
directe : ' X AX = Z Tizja; > 0= "XpAX = p(*XAX) Z zizjpag; =0
1<4,5<n 1<i,5<n
6. Si (er)1<k<n €St une base orthonormale de H, exprimons la famille (ug)1<r<n SUr cette
n
base : u; = Z Aije; et appelons M la matrice (). Calculons alors (u;, ;).

] 1
n n

(ui, uz) Zhbkek,Z/\ﬂez ZZ%M;[ ek, €r) ZALV% = (M'M);

k=1/¢=1 k=1
—5u

Done *XAX = 'XM'MX = ('MX)("MX) = | *MX |
‘A = ((ug, uj)) est positive.|

7. Reprenons (€)i<k<n la base canonique. Soit A = (a;;) une matrice positive et
B= diag()m )\2, ey )\n) = (/\i(sij)lgingn avec V’Lﬂl, n]], )\1 2 0
ey A = ayy donc Vk € [1,n],agx > 0. Calculons :

n
tX(A * B)X = Z Iixjaij)\iéij = Zm?a”)\l = 07 donc

1<i,j<n i=1

|A * B est positive‘

8.a. Reprenons la matrice orthogonale P de la diagonalisation de la question 4., et donc
D =!'PAP = P71AP = diag(A1, Ao, . .., An) avec Vi € [1,n], A; = 0. Pour tout p € [1,n],
n

considérons les vecteurs Z, = VA&, alors Z,'Z, = (\pdipd;p). Donc D = ZZpth puis
p=1

n n
A= ZPZ’ZtP > PZ,(PZ,) et en posant Y, = PZ, : |[A =Y Y'Y,

p=1 p=1

Montrons d’abord 2 résultats intermédiaires simples qui ne sont pas demandés.

Lemme 1 Si A et B sont 2 matrices positives, alors A + B est positive :

tX(A + B)X = Z {L'i{L'j (aij —+ b”) = Zmimjaij + Z xixjabij = tXAX + tXBX 2 0.
1<i,jsn ©.J ¥

Le résultat pour une somme de n matrices positives en découle par une récurrence simple.

n
Lemme 251 A=Y'Y avec Y = Zyk€k alors A = (y;y;) et A est positive.

k=1
Le calcul découle directement de la définition du produit matriciel et pour la positivité de A :
EX(YITY)X = CXY)I(PXY) = (P XY)? >
YY)X = (XY)'('XY) = ("XY)* >0
eR



8.b. Soit donc maintenant A et B deux matrices posmves

D’apres 8.a. il existe n vecteurs (Yp)i1<p<n tels que A = Z Y, tY et AxB = Z Y Y, *B
p=1 p=1

Or pour tout p, ¥,'Y, = (ypiyp].) donc Y,'Y, x B = (ypiypjbij) est positive d’apres 5.

A x B s’exprime comme une somme de n matrices positives (Y,'Y, * B)i1<p<n et donc est

positive a son tour d’apres le lemme 1. Finalement :

|Si A et B sont positives alors A « B est positive.|

9.a. D’apres 3. A = (b Z) est positive si et seulement sia > 0,d > 0 et ad > b%. Sir > 0,

la croissance de x +— x” sur R* conduit & a” > 0, d" > 0 et a"d" = (ad)” = b*" = (b")? car
b > 0 et la réciproque de 3. permet de conclure :

‘Si A € M3 (R) est positive & coefficients positifs, alors A est infiniment divisible.|

9.b. D’apres la question 4. A est positive si et seulement si ses valeurs propres sont positives
ou nulles. Or det(A — A3) = A(1 — X)(A — 3). Les valeurs propres de A sont donc positives
ou nulles et

De méme, det(A™ — AI3) = (1 — A)(A2 — (14 2")\ + 2" — 2) et les valeurs propres de A*"
sont positives si et seulement si les racines du trinéme A2 — (1 4 27)\ + 2" — 2 le sont, soit
avec somme et produit : Ao + A3 =14+2" > 0et AgA3 =2"—2 > 0 <= r > 1. Finalement

‘A*T est positive <= r > 1‘

10. Soit A, = (A7, \5,..., A}). D'apres le lemme 2 précédent, C' = A 'A, = (A]X]) est
positive. A étant infiniment divisible, A*" = (af;) est positive et donc d’aprés la question
8.b. (C x A*") est positive. Comme B*" = C « A*" = (A\[\"al.) :

7”]

|B = (AiAjagj) est infiniment d1v151blc|

11. Comme A est positive & coefficients positifs, A*w aussi. Donc d’apres la remarque de
I’énoncé en téte de la troisieme partie, pour tout r € N*, A*m = (A*ﬁ)w est positive. Donc
pour 7 € Q% , A*" est positive.

Soit r € R% . Utilisons la densité de Q dans R. Il existe une suite de rationnels (ry),eN

. - o r
telle lim r, = r. L’écriture de la limite pour «e = 5 » mous assure que tous les
n—-+oo

termes de la suite sont strictement positifs a partir d’'un certain rang. on peut donc
considérer que Vn € N,r, > 0. la continuité de la fonction exponentielle assure que

V(i,j)e[[l,n]]Z, hm al =aj;

J 7"

Comme r, € Q7, A*T" est positive, VX € R", ! XA X = Z xixjaf]'f > 0 et les
1<ijsn
théoreme d’addition des limites et de passage a la limite dans une inégalité assurent que

. S [PV . 1 *T
nkr}rloo E TiTja; = E vizja; =" XATX >0

1<i,jsn 1<i,jsn

[A est infiniment divisible. |

12.a. {A;}1<kgn est une famille de n réels strictement positifs et C' = (c;5) est la matrice

définie par ¢;; = - Si u; est définie sur RT par u;(t) = et € ‘H, alors :

_1
X+

e it —Ajt oo (N2t 1
iy Uj) = “hiteT NNt = TN =
(us, uyj) /0 e e /0 e IRy

et d’apres le résultat de la question 6.

C' est positive

12.b. r > 0 et a > 0. Donc en effectuant le changement de variable u = ta

+oo +oo r—1d 1
/ e—tatr*ldt — / e*u(ﬂ) au _ — F(?“)7 donc
0 0 @

« «

+o0
-1 / emtor =1
«@ (r) Jo

12.c. Pour tous couple de réels (a, b), (a—b)% > 0, soit V¢t € R, | u(t)v(t) | < u(t) +v(t)?)

done Vt € RY, |u(t)o(t) |7 < % (u(t)2 = + v(t)2L)

Comme (u,v) € H2, le théoreme de comparaison assure que ¢ — u(t)v(¢)t"~! est intégrable
sur [0,4o0[. Donc (u,v) — (u,v) est définie sur H,. La linéarité de l'intégrale donne la
bilinéarité de 'application et la croissance de l'intégrale assure la positivité de la forme

+oo
bilinéaire. Pour finir, si / w(t)?t"~1dt = 0, comme t — u(t)%t" ! est positive et continue,
0

Vt € R%, u(t) = 0, et le prolongement par continuité en 0 conduit & V¢ € R™,u(t) = 0. La
forme est définie.

|(u, v) +— (u,v) munit H, d’un produit scalaire.‘

12.d. Comme A\; > 0, pour o = 2);, lapplication u; : t — e Nt € H, d’apres la

3

I(r
question 12.b. Et toujours d’apres la question 12.b. on a :

—+o0o
(s, ) = / e itN)yr=lqy —
F(r) 0

m, et la question 6. permet de conclure :
i J

[La matrice C est infiniment divisible. |

s.m)
13.a. D’aprés la question 2.c. en posant I, (s) = mmi'm', onal(s)= lim I,(s)
[1¢s+4)
j=0
I(MNi + X+ 1)

Les théorémes sur produit et quotient de limites donnent : k;; = lim O + DIy + 1)
m—0o0 m m

Calculons :
O+ A+ 1) mlmAitAt [Toi+1+8) T +1+5)
_ . k=0 . k=0
i+ D) TN+ 1) JJOu+ X+ 14k mlmhH! ml.mit!
k=0

B ”ﬁl/\Jrk()\ + k)
7mm' Ai+ A+ k

. Finalement,

1 RO )

m—oo m.m) paiet i + )\j + k




13.b. Soit p > 1 un entier, et r un réel strictement positif. Considérons comme en 12.c.
(v ¢ Hp — RT
I’espace vectoriel H,. et 'application +oo P
(0, 0) — (4,0, = / w(tyo(t)e-mr=1de
0
En procédant comme en 12.c., on montre que (-,-), définit un produit scalaire sur H,,
L ot
VI(r)
1 oo (Ai+Aj+p) 1
— —(AitAj+p)tr—1 394 — ’ oS
Uiy Uj)p = —— e IR At = —————— d’apres 12.b.
o tal = /0 Qi r+p) ©
Et encore une fois le résultat de 6. permet de conclure que pour tout réel » > 0 la matrice

(% est positive donc, par définition, la matrice L

A+ +0)" /) 1<ij<n AitAj 0/ 1< j<n

est infiniment divisible. En considérant la famille de réels strictement positifs (A; + p) et le

résultat de la question 10., on obtient que

(Ai +p)(\j +p)
Ai+Aj+p

mutatis mutandis. On reprend les applications définies en 12.d. u; : t — , alors

la matrice B, = (

) est infiniment divisible.
1<i,5<n

Continuons, par définition d’infiniment divisible, pour tout réel r > 0 et tout entier p > 0
les matrices B," sont positives. En notant & le produit de plusieurs matrices au sens la loi
*, et d’apres la question 7., on peut affirmer que la matrice

m+1 m+1 r
- (Ai+p) (A +p)" .
® B = ( I I W . est positive.

p=1 p=1 <iyj<n

et en multipliant par les scalaires \; = 1 , la question 5. assure que la matrice
(m.mh)r
( 1T Q) +p)"> .
Ay(m) = o H : : = est positive.
(m.m!) ol A+ +p) \<ijen

m+1 r r
Y A+
Donc ¥r € R, VX € R", ' XA, (m)X = > vty ') ||( R A RN
m.m
p=1

. . T
1<i,5<n (/\7'+/\J+p)
Comme l'application z +— " est continue sur R* | les théoréemes d’addition des limites et
de passage a la limite dans une inégalité donnent avec le résultat de 13.a. :
m+1
XN +p)"(Nj+p)"
Vr >0, hm TiT = T kr
m——+o00 Z ]( ml) H ()\ +)\ +p) Z J

1<, j<n 1<, i<n

|La matrice K = (k;j)1<i j<n est infiniment divisible.‘

14. Etablissons d’abord le petit lemme suivant :
lemme 3 Si f est une application dérivable sur [0, 4+oo[ vérifiant VY € [0, +ool, f(x) = 0,
alors f/(0) > 0.

f(=@)

Comme Vz € [0, +oo[, f(z) = 0, on a Vz € [0, +o0], ~— > 0 et par passage a la limite &
droite en 0 on peut conclure que f/(0) > 0.

Considérons X = (x1,...,z,) tel que Z z, = 0 et la fonction
k=1

f:RY — R
T
1
r— f(r)= Z IZI]<—>
1<ig&n i + /\j
f est combinaison linéaire d’exponentielles donc est de classe C* sur R*. D’autre part

> xixj(ia:i>20et FO) = > maj(—In(\ +A)))

1<4,j<n i=1 1<i,5<n

Puis comme la matrice ( ) est infiniment divisible, f est positive sur R* | et
1<i,5<n

1
i + /\j ’
comme f(0) =0,Vr € RT, f(r) > 0. On peut donc affirmer avec le lemme 3 que
f(0) = Z zix;(—In(X; + A;)) > 0. finalement :

1<i,3<n

‘A = (—In(A\; + Aj))1<i,j<n est conditionnellement positive.

15. Montrons 'implication demandée.
D’abord (ii)==(i). Soit C' = B +¢I,, + A\J et X tel que z1 + 2 + ...+ x, = 0. Alors

XCX ='XBX 4+ &' X1, X + X' XJX
n 2
Or'XJX = > maz;= <Z 1’) =0et'XI,X = | X|?

1<i,5<n i=1
donc LXCX ='XBX +¢|| X |2
et Ve e REVX;zi4+ 20 +...+ 2, =0,'XBX +¢| X[?>0

car C' est positive. Par passage a la limite pour € — 0, on a

['XBX >0 et (i))=() |

16.a. On procede comme en 14. en posant f(r) = g T jai;, mutatis mutandis.
1<ivj<n

lemme 4 J est positive.
On applique le lemme 2 vu & la question 8. avec le vecteur Y =*(1,1,...,1) car A =YY

16.b. On suppose que B est conditionnellement positive. Donc Ve > 0, 3A > 0 tel que la
matrice C' = B +¢el,, + AJ = (¢;;) est positive. Le corollaire 1 énoncé en question 5. assure
que pour tout réel r > 0 la matrice rC' est positive. Ensuite la question 8.b. donne, & ’aide
d’une récurrence simple, que pour tout entier n € N*, (rC)*™ est aussi positive et finalement
1 e

Loy = (—7)

n! n! /1<i,j<n
On a établi le lemme I pour affirmer qu'une somme de matrices positives est encore positive
et donc ici, comme J est positive :

est encore positive d’apres le corollaire 1.

P pnen

Vp € N, la matrice J + (Z 'Z]> est positive.
v 1<i,5<n

n=1

TLCTL
Donc pour tout vecteur X, Z T ((1 + z ) >0

1<i,j<n n=1
Il ne reste plus qu’a passer a la limite pour p — 400 pour conclure :

vr>0,VX € R": Z xiz;e"9 > 0 donc (e7%9)1<; j<n €st positive.
1<ij<n




Pour établir que (e"%4 )1<i,j<n €st positive, raisonnons par Pabsurde et supposons qu’il eXiste

un vecteur Xo tel que Xy (e™%) X, < 0. Posons alors o = * X (e™4) X, = Z xpx et
1<i,j<n

et x2 rbii 11 est clair que Xo = (@1, ...,Tn 0 et quen conséquence 3 > 0.
q s q q

Posonsalorssf 1n<1——> Comme a <0 et 8> 0,0naquee>0ete™ 1=

20 20
D’apres limplication admise en question 15., il existe A > 0 tel que la matrice
C = B +el, + AJ = (c;j) est positive.
Nous allons montrer que ¢ Xy(e"i) Xy < 0, ce qui contredit le résultat établi précédemment
dans la question.
Comme C' = B+el, +\J, rcij = rbyj +red;; +Ar ; en passant a I'exponentielle, on obtient :
@rcij — @bij aredij gAr puis e e = erbij Crséu done :

tXO(ef)\rercij)Xo —th( bij eraob,)XO Z TiTj.e bij e red;

1<4,j<n
= E zixy.e"t (e — 1) + E xiag.e"b
1<i,jsn 1<i,j<n
N——
=0 si i#j =a

_ 57‘ —1 2 rbi; :g 0
)Zx +a 5 <

Donc *Xg(e™e™ ) Xy < 0 et en multlphant par e, on a la contradiction attendue :
tXo(e™ii) Xy < 0 et finalement

‘ (erb1-7)1<i7jgn est positive.

10

17.a. Montrons que la matrice Z = (—|z; — z; |2)1<w‘<n est conditionnellement positive.
Le résultat sera alors établi d’apreés la question précédente. En effet la question 16.b.

12 e 2
“5 ) i jen = ((e |2 | )r)

(e=l#—2 ‘2)1<Z j<n est infiniment divisible.

De fagon évidente, la somme de deux matrices condltlonnellement positives ’est encore.
Séparons partie réelle et partie imaginaire avec —|z; — z; > = —(u; — u;)? — (v; —v;)? et
montrons que la matrice U = ( (u; — uj) ))ngn est conditionnellement positive. Le
résultat en découlera avec Z =U +V si V = (—(v; — v5)?))1<i j<n-

Pour tout vecteur X = (z1,...,2,) tel que 21 + ... + z,, = 0, calculons ' XU X.

assure que (e*”"‘" est positive, c’est-a-dire que

1<i,jsn

LEXUX = - E wixj(u; — ug)?
1<i,j<n
=-2 E iy (u; — uj)2 en éliminant les termes nuls pour i = j
1<i<j<n
_ 2 2
= -2 LU -2 TiTiUU; + LT U5
3 U5 j Uil U
1<i<j<n 1<i<j<n 1<i<j<n
n—1 n n Jj—1
2
i=1 j=i+1 =2 i=1
= =

en permutant les roles de i et j

n—1 n n—1 i—1 n—1
IXUX =-2 xlu%(z ) Z:cu <Z m]>+2xzuf( m;)—}—xnu (ij)
i=2

j=2 =i+1 =1 =1
+ 4 E TiT5UUj
1<i<j<n

i—1
et grace a la relation 1 +. .. 4z, = 0, cela devient en rassemblant g T+ E T; =2

Jj=i+1 Jj=1

EXUX = - 2< 2iu? — g 22u? — 22y -2 E zimjuiuj>
1<i<j<n

n
= 2(2 ziui + 2 Z a:ia:juiuj)
i=1

1<i<j<n

n 2
=2 (Z xlul) > 0. Finalement U est conditionnellement positive donc :

T . o
‘(e*‘ %72 17) ¢; i< est infiniment divisible
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17.b. Montrons que, pour tout réel ¢ > 0, la matrice (%) est positive.
t+ |z — 2|7/ 1<ij<n

\ . s 7 — — 2 . . FE—Y ..
D’aprés la question précédente, (e~1%7% "), ; i, est infiniment divisible. En choisissant
e 2 . . e . N .
N =e 2 (emtem%7% 1) ¢, i e, est infiniment divisible d’aprés la question 10.

Donc pour tout réel r > 0, pour tout vecteur X = ¥(x1,...,x,) et pour tout réel t > 0,
Z xixje—(t-HZi—zj 12)r >0. (A)
1<i,jsn

L’application r — a:i:cje_m" 7= )7 gt intégrable sur [0,+o0[ depuis la question 12.b.
ol r joue le réle de ¢t (parametre d’intégration), ou la constante r = 1 et a =t + | z; — z; |2.

~(412-5 )7 ost done intégrable sur [0, +oo[ comme somme

, L

L’application r — E ;T €
1<i,j<n

de fonctions intégrables et la croissance de 'intégrale nous assure, en intégrant I'inégalité

(A) précédente, avec le résultat de la question 12.b. que

VX =y, 2,), 9> 0, >

1<ijsn

Tily
—— 20
t+ |z — 2|

et la matrice (%) est positive.
t+ |z —z|"/ 1<ij<n

Lemme 5 Montrons simplement que si A = (a;;) est une matrice positive, alors A — J (et
plus généralement Vy € R, A+ +J) est conditionnellement positive.

n 2 n
Ce résultat découle directement de tXJX = Z TiTj = <Z wl> =0si le =0.
1<i,j<n i=1 i=1
En utilisant la question précédente, on peut affirmer que pour tout réel w non nul, la

U2

matrice est positive, et par conséquent avec le lemme 5, la matrice

u”+ |z — 2 |2 1<i,5<n

(ﬁ -1 est conditionnellement positive. Donc, pour tout vecteur X
u” + ‘ZZ — Zj | 1<i,j<n

n 2
|z — 2
tel que ZIZ =0: Z TiT; 2|177|2 > 0.
i=1 i j

1<ijsn

2

S =z — % o - s
Si i # j, alors u — est intégrable sur [0, +oo[ car équivalent & Uinfini &

u2+|zi—zj\

2
|2 — 2| L . _—y
- et sii =7, le terme correspondant est nul. Donc par croissance de 'intégrale :
U
2
S too —ai— 5|
pour tout vecteur X tel que E z; = 0: E TiTj ﬁdu > 0. En
i=1 1<i,j<n o u [z -z

posant maintenant ¢ = u? dans chacune des intégrales non nulles, il vient :
400 2 n
|z — 2
S vy [ TS 06 =0
0 i=1

2
1<ig<n 42— |

=ai;

‘La matrice (ai;)1<i,j<n €st donc conditionnellement positive.|
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17.c. Calculons a;; = —/ UL e R
0 t+ ‘ Zi — Z]‘ |

|2 — 2 | ) 9
dt lorsque i # 0. En posant ¢ = u?,

o0 Jnog P
0o ut+|z— 2z

—+oo
—2|zi—z S — {Arctan $}
|2 = 2 | lzi =210

—2]z - %15

=7z —z|
En remarquant que si A est conditionnellement positive, alors pour tout réel k > 0, kA l'est
aussi. On en déduit d’apres la question précédente que la matrice = (— | z; — 2 |)1<i j<n €st
conditionnellement positive.
La question 16.b. nous assure que la matrice = (e~"1%:=% 1), ; ;. est positive, et comme
e 1721 = (e=1#=% )" on peut conclure

‘(e*‘ Zi=z l)l@lj@t est infiniment divisible‘




