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. On montre successivement que la relation ORTS est réflexive, symétrique et transitive, ce qui ne
pose pas de probléme quand on sait de quoi il s’agit.

. Soit A € S, U A,,. Puisque AT = £ A, les conditions (Cy), (Ca) et (C3) sont vérifides.
Si A € S, le théoréme spectral prouve que la condition (Cy4) est vérifiée.

. Soit A € O,,. A est inversible et AT est inverse de A, donc AAT = ATA(= I,) et A est une
matrice normale.

Soit X € E,. ||AX|| = ||X]|| car 'endomorphisme de E, canoniquement associé¢ & A est une
isométrie. Il en est de méme de ’endomorphisme de FE,, canoniquement associé & A~' = AT, donc
la condition (C3) est vérifiée.

. Ici, n = 2. Soit r un réel strictement positif et T € Oy. rT vérifie de fagon évidente la condition
(Cy).
Montrons que T vérifie (C1). D’aprés le théoréme de Cayley-Hamilton,
(rT)% — tr(rT)rT + det(rT) Iy = 0, ce qui s’écrit aussi rT(rT — tr(rT)1y) = —r? det(T) L.

1
Comme 7 > 0 et det(T) # 0, on en déduit que (rT)~! = —W(TT —tr(rT)I3), et, puisque
1
T est une matrice orthogonale, (rT)T = — (rT —tr(rT)13) = P(rT)
det(T)
1
avec P = _m(X - tr(TT))

. Soit A € M,, vérifiant la condition (C;). Puisque pour tout couple (Q1,Q2) de polyndmes,
Q1(A)Q2(A4) = (Q1Q2)(A), alors AP(A) = P(A)A, et A est une matrice normale.

. Soit maintenant A € M,, vérifiant la condition (Cs), et X € E,.
|ATX || = (ATX)TATX = XTAATX = XTATAX = (AX)TAX = || AX]||.

. Soit A = (Z 2) € My vérifiant la condition (Cs).
1\ _ fa r(1\ _fa
4(0)= () e ()= (2)
Ainsi, a®? + 0?2 =a?+ 2, et b=¢, ou c = —b.
1\ fa+c {1\ _[a+bd o o
Comme A (1) = <b+d> et A <1> = (c—l—d)’ alors ac + bd = ab+ cd, et, si c = —b et b # 0,
alors a = d.
Finalement, la matrice A est soit symétrique, et vérifie la condition (Cy) d’apreés la question 2, soit
de la forme A = <ch _ab), ot b # 0, c’est-a~dire A = 7T avec r = Va? +b> > 0et T € Os, et

vérifie la condition (C4) d’aprés la question 4.
. Soit A € M,, vérifiant la condition (C3), A un réel et X € M,,.

I(A=AL)X|? = [(A=AL)X]" (A=A, X

XTATAX = AXTATX - AXTAX + X°XTX

XTAATX —AXTATX — AXTAX + X2XTX car A vérifie (C3)
= (AT = L) X%,

ce qui prouve que A — AT, vérifie (Cj3).

. D’abord A et AT ont les mémes valeurs propres. Si A est une de ces valeurs propres, et X un
vecteur propre de A associé & A, alors ||[(A — AI,,)X|| = 0, et, d’aprés la question 8, puisque A
vérifie la condition (C3), ||(AT — AI,,)X| =0 : X est un vecteur propre de AT associé & \.
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Comme (AT)T = A, on en déduit que ker(A — \I,,) = ker(AT — AI,,), et A et AT ont les mémes
sous-espaces propres.

Ensuite, si A1 et Ay sont deux valeurs propres distinctes de A, et X1 et X5 deux vecteurs propres
respectivement associés & chacune des deux valeurs propres, X{ AX, = X7 (AX3) = Mo X{ X5 et
XTAXy = (XTA) Xy = (ATX )T Xy = A1 X{ X5 car X est aussi un vecteur propre de AT, associé
a la valeur propre A\;. Donc (A; — )\g)XifXg =0, et X1TX2 =0: X; et X5 sont deux vecteurs
orthogonaux, et les deux sous-espaces propres ker(A — A1 1,) et ker(A — \yI,,) sont orthogonaux.
Si A est diagonalisable, ses sous-espaces propres étant deux a deux orthogonaux, A est orthogo-
nalement semblable & une matrice diagonale : A est une matrice symétrique.

Finalement, une matrice A vérifiant (C3) est diagonalisable si et seulement si elle est symétrique.
Montrons d’abord que toute matrice B ORTS a A vérifie encore (C3). Soit B = QT AQ, ou Q € O,,,
et X e E,.

15T x|

(BTX)TBTX

= X'BB'X
XTQTAQQRTATQX
YTAATY en notant Y = QX
|ATY|2

|AY||? car A vérifie (C3)

= ||BX|?

Ensuite, comme rappelé en début d’énoncé, ’endomorphisme ¢4 de E,, canoniquement associé &
A admet une droite ou un plan stable F'.

S’il s’agit d’une droite R .u, avec u normé, alors, dans une base orthonormée de F,, dont le premier

“ L>,0f1a1 eERet A € M,,_1,et A

vecteur est u, la matrice de ¢4 est de la forme B = < 0 A
2

est ORTS a B. Ainsi B vérifie la condition (Cj).

1 1
Ainsi T 0 o 0 T <13 ay (a1
insi || B : =||B ||| ce quis écrit encore en utilisant le calcul par bloc r) = o
0 0

et prouve que L = 0.
Reste a prouver que A, vérifie (C3), ce qui se fait sans probléme en utilisant le calcul par blocs.
Si ¢4 admet un plan stable, dont (u,v) est une base orthonormée, dans une base orthonormée de

. . A, B
FE,, dont les deux premier vecteurs sont u et v, la matrice de ¢4 est de la forme B = ( ! 1),

0 A
ot A; € Mgy et Ay € M,,_o, et A est ORTS a B. Ainsi B vérifie encore la condition (Cs3).

X X
0

Ainsi, si X € Ey, ||BT | . =B . , ce qui s’écrit encore en utilisant le calcul par bloc
0 0

g%))(( = ABX et prouve que BY X = 0. Ceci étant vrai quel que soit X € Es, on en déduit

1

que BY, puis B; sont des matrices nulles.
Reste a prouver que A; et As vérifient (Cs), 1a aussi sans souci.

On procéde ici par récurrence forte sur la taille n de la matrice : on démontre la proposition P, :
"si A € M, vérifie (C3), A vérifie (Cy).

Le cas n = 1 est trivial, et le cas n = 2 a été démontré a la question 7.

On considére un entier n > 3, et on suppose que toute matrice de My, k < n, vérifiant (C3) vérifie
(C4). On considére alors une matrice A € M,, vérifiant (C3).

. . A
D’aprés la question précédente, A est ORTS & une matrice du type ( 01 j ), ot Ay € M, et
2

Ay € My _p, et p =1 ou 2. Les matrices A; et Ay vérifient encore la condition (Cs), et soit par
Pétude des cas en dimension 1 ou 2, soit par hypothése de récurrence, vérifient la condition (Cy) :
il existe Q1 € O, et Q2 € O,_, telles que les matrices Q1 A1Q7 et Q2A42Q% sont diagonales par
blocs, avec des blocs diagonaux de taille 1 x 1 ou de la forme rR(6), r > 0.

On vérifie alors que la matrice QAQT, avec Q = <%1 C(Q) > est diagonale par blocs, avec des
2

blocs diagonaux de taille 1 x 1 ou de la forme rR(6), r > 0, ce qui achéve la récurrence.
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C’est une conséquence du théoréme d’interpolation de Lagrange.
Unicité : la différence deux polynomes de C,,_1[X] vérifiant chacun P(z,) = Z; pour tout k =

1,...,n posséde n racines deux a deux distinctes. C’est donc le polyndéme nul, et les deux polynémes
sont égaux.
" X — 2z
Existence : on vérifie que le polynéme P = Z%Lk, ou Ly = H *  convient.
k=1 ik kT F

Si pour tout k£ le complexe Z est dans ’ensemble Z, I’expression précédente de P prouve que P
est & coefficients réels.

Si sin(f) = 0, R(0) = ela, avec € = £1. Comme dans ce cas P(er) = er, P(rR(0)) = P(er)lz =
erly = (rR(6))T.

Sinon, on note x le polyndme caractéristique de rR(6) :

X =X?—2rcos(0)X +r? = (X —re’?) (X —re=").

Par le théoréme de division euclidienne, il existe un polynome @ € R[X] et deux réels a et b tels
que P=xxQ+aX +0.

On évalue cette relation polynémiale en X « re®? :

P (re) =re= = are’” 4+ b, ce qui fournit a = —1 et b = 2r cos().

Ensuite, grace au théoréeme de Cayley-Hamilton,

PrRE) =ar(e) + b1 = (R0 T (o).

Soit A € M,, vérifiant la condition (Cy).

aq 0 0
0
A est ORTS a une matrice B de la forme @k , ol ay,...,ax
7“1R(91)
0 0 TZR(QZ)
sont des réels, r1,...,r; des réels strictement positifs, et 61, ...,0; des réels.
Notons z1, ..., z;, I'ensemble des éléments de la liste [aq, ..., ag, riet e~ et rle’wl].
Les complexes 21, .. ., 2, sont deux a deux distincts, et, d’aprés la question 13, il existe un polynéme

P de C,,,_1[X] tel que P(z;) = Z; pour tout j =1...m. Ainsi P(a;) = a; pour tout j =1...k et
P (rje%) = rje=" pour tout j =1...m.
De plus, pour tout k =1...m, Zx € {21,...,2m}. Ainsi P est a coefficients réels.

On vérifie alors, par le calcul par blocs et le résultat de la question 14, que P(B) = BT, puis que
P(A) = AT,

k k
r* cos(k6 7 sin(k6
Soient r > 0 et 8 € R. Notons ¢, = % et s, = T()
T’k . 'I"k -
Pour tout entier naturel k, |cgx| < o et |sp| < Tk Par comparaison & la série exponentielle

d’argument r, on en déduit que les deux séries > cp et > s, sont absolument convergentes. On
note C et S leurs sommes respectives.

if v
Pour tout k, cx +isg = (rek') et C +i8 = ere”’ = ereos(® (cos(rsin(f)) + isin(rsin(6))).

Finalement, C' = e" (%) cos(rsin(f)) et S = e” (%) sin(rsin(h)).

n
Si AB = (C, ;), alors, pour tout couple (%, j) d’entiers compris entre 1 et n, C; ; = ZAi,kBk,j, et
k=1

n
Cigl < Y 1Aikl [Bryl < nllAllsc-[|Blloc, ce qui prouve que [|C]|oc < | Ao || Bl s
k=1
La suite (S,(A)) est une suite & valeurs dans un espace vectoriel de dimension fini, qui converge si
et seulement si toutes les suites coordonnées dans la base canonique de M,, (c’est-a-dire les suites

p kY. .
<Z (Ak!)” )) convergent.

k=0

P k k
o . (A%); 5 . . L. (A%)i
Or, pour tout (i, j), la suite ( E I est la suite des sommes partielles de la série E SR
k=0 k ge0
et converge si et seulement si la série converge.



Pour tout k, [(A4%);;| < [[A*]|« < ||A|l% d’aprés la question 17 (récurrence sur k...), et par

convergente, et la suite (

Si maintenant @ € O,,, et p est un entier naturel,

ky. .
comparaison avec la série exponentielle d’argument ||A| o, la série Z % est absolument
k>0 :
p A
Z (Akl)z’7> est convergente.
k=0 '
P (OT k
QTAQ
ST = 3 o :
k=0
P AT gk
= ZQ ]j @ car QTQ =1,
k=0 ’
P k
A
_ T
= Q (Z k,) Q
k=0
= Q75(A)Q

car M € M,, — QTMQ est une application linéaire sur un espace de dimension finie, donc est
continue. On en déduit que Exp(QT AQ) = QTAQ.

19. On montre d’abord que lapplication ®

(A h) € M3,

[D(A+h) = (Al

LIAIA I

A e M, — |[[ATA — AAT| est continue. En effet si

|ATh — hAT + BT A — ART + hTh — hhT ||

AT h|oo + IIhATlloo2+ [T Alloe + [|AR [loo + 1M lloc + [1BAT ||
4 All o [[Alloe + 2[R 15

0 quand h — 0

Comme &,, est I'image réciproque par ® du singleton {0} de R, c’est une partie fermée de M,,.

Si A € &, et p est un entier naturel, alors S,(A) € &,. Puisque &, est une partie fermée de M,,,
la limite de la suite (S,(A)) est encore dans &, : si A est une matrice normale, Exp(A) est encore

une matrice normale.

20. Soit r > 0 et 6§ € R. Pour tout entier k, R(A)* = R(kf). Donc pour tout entier naturel p,

Sp(rR(6))

Pk
= > T R(k0)
k=0
i ¥ cos(k@) _i ¥ sin(k6)
B k! i k!
¥ sin(k6) ¥ cos(k0)
2 X
k=0 k=0
. c -S
s C
e" COS(G)R(T sin(6))

Soit A € &,. 1l existe une matrice orthogonale @ telle QT AQ est de la forme

ouai,..

., ap sont des réels, rq,..

aq 0 0
0
Qg
T1 R(Gl) ’
. 0
0 0 rlR(Ql)
.,r; des réels strictement positifs, et 61,...,6; des réels.



D’aprés les régles du calcul par blocs,

e 0 0
0
e
Exp(A) = T
i) = @ Exp(r1R(61)) @
. 0
0 0 Exp(riR(0:))
e 0 0
0
_ et T
= Q e’ cos(@l)R(Tl sin(@l)) Q .
0
0 0 encs@)R(rsin(6;))
et Exp(A) est ORTS a une matrice du type indiqué en question 20.
Réciproquement, une matrice de la forme
n1 0 0
0
i
a1 R(B1) ’
0
0 0 «aR(B)
OU 41, ..., Uk, O1, - . .,y sont des réels strictement positifs, et 81, ..., G; des réels, est I'exponentielle
de la matrice
a1 0 0
0
ag
B = ,
rlR(Gl)
0 0 TIR(QZ)
N 2 . L. ln(aj) . 6]’
ot aj = In(u;), rj = y/In(a;)? + 7 et 0; est un réel vérifiant cos(6;) = et sin(f;) = —*.
7"j Tj
Ainsi une matrice ORTS a une matrice de la forme
w0 0
0
Pk
a1 R(Br) ’
. 0
0 0 Ole(ﬁl)
OU fi1, ..., [k, O1,- .., sont des réels strictement positifs, et 81, ..., 5 des réels est ORTS a une
exponentielle de matrice, donc c’est une matrice de &,.
21. Montrons d’abord qu’une matrice de la forme
p1r 0 0
0
M
B= ,
a1 R(B)
- 0
0 0 «R(B)
OU fU1, ..., [k, O1, - ..,y sont des réels strictement positifs, et 31, ..., 8 des réels, appartient a F,.

La liste des valeurs propres comptées avec leur ordre de multiplicité d’une telle matrice est
Py iy a€P e et ape™1. Les valeurs propres négatives (qui correspondent 2
d’éventuels 3; de la forme (2m + 1)7) y sont bien de multiplicité paire.
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Hik 0
“ etT = 1

Enfin si 'on note S = oy R(3)

o 0 0 R(B)
o

il est facile de vérifier que S € S+, T € SO,,, et B=TS = ST.

Ensuite, une matrice ORTS a une matrice de F,, étant dans F,,, on en déduit que Exp(&,) C Fy.

Réciproquement, si B € F,, il existe S € ST et T € SO,, tels que B =TS = ST.

Notons ¢g (respectivement ¢7) 'endomorphisme de E,, canoniquement associé a S (respectivement

T). On note ensuite 0 < lambda, < --- < A, les valeurs propres de S. Puisque S est symétrique

réelle, B, = ®F_, ker(S — A\p1,,).

Ensuite, comme les matrices S et T" commutent, il en est de méme de ¢g et ¢r. En particulier,

les sous-espaces propres ker(S — A\;1,,) de ¢g sont stables par ¢r, et ¢r induit sur chacun de ces

sous-espaces une isométrie ¢ ;. Pour chaque entier k, il existe donc une base orthonormée de

ay 0 0
0
ker(S — A1) dans laquelle ¢7j a une matrice de la forme @k R(6)) ,
1
.. 0
0 0 R(6)
ol aq,...,ar sont des réels égaux a 1 ou -1 et 6q,...,0; des réels.

Dans une base orthonormée de E,, obtenue par concaténation de ces bases, la matrice de ®g est
diagonale, et celle de ¢ est diagonale par blocs, avec comme blocs diagonaux soit des 1 ou des
-1, soit des matrices R(0).

Ainsi, il existe une matrice @ € O, une matrice D diagonale & éléments diagonaux strictement
positifs, et une matrice A diagonale par blocs, avec comme blocs diagonaux soit des 1 ou des -1,
soit des matrices R(6) telles que S = QDQ” et T = QAQT.

On en déduit que B = QDAQT, et B est ORTS & une matrice de la forme

w0 0
0
b= " a1 R(B) ’
. 0
0 0 Oth(ﬁl)
ol fi1,..., M, sont des réels, aq,...,q; sont des réels strictement positifs, et 51, ..., 5; des réels.

Reste & se débarrasser des éventuels réels p; négatifs : ce sont des valeurs propres négatives de
de B, donc par hypothése d’ordre de multiplicité pair. Quitte a changer la matrice @ (échanges
simultanés de colonnes et de lignes), on peut les supposer successifs dans B , et 'on voit apparaitre
des blocs de la forme |p;|R(m) : B est du type décrit en question 20, et B € Exp(&,).
Remarques préliminaires : une matrice de SO,, est un élément de F,, donc est ’exponentielle
d’une matrice de &,.

Par contre, une matrice de O, \SO,, admet —1 comme valeur propre d’ordre de multiplicité impair,
et n’est pas une matrice de F,

0o 1 0 ... 0

Iei, B=|: .. . 0| est une matrice orthogonale. C’est une matrice de SO,, lorsque
0 o1
1 0 ... ... 0

n est impair, et une matrice de O,, \ SO,, lorsque n est pair.
Dans le premier cas, c’est donc bien I’exponentielle d’'une matrice de &,.
Dans le second,ce n’est pas I’exponentielle d’'une matrice de &,.



