Centrale M1 2021 - Corrigé - Relu

I. Etude d’une marche aléatoire sur 7Z

I.A - Espérance et variance de S,

1. Y, compte, au cours de n expériences indépendantes (car les X; sont indépendantes), le nombre de succés (avoir
X, = 1), chaque expérience amenant un succés avec la méme probabilité p, donc Y;, = B(n,p).

On a donc Y,,(R2) = [[0,n]] et, pour tout k € [[0,n]], P(Y, =k) = (Z)pk(l -p)" k.

Par suite, Y;, admet une espérance et une variance et
E(Y,)=np et V(Y,)=np(l-p).

2. e Pour tout w €,
Sp(w)=> Xp(w)= > 1+ Y (-1)
k=1 k=1

=Y, (w) x1+(n-Y,(w)) x (-1) =2Y,(w) - n,

donc S, =2Y,, —n.
e Par suite, comme Y,, amdet une espérance et une variance, S,, = 2Y,, —n (de la forme aY,, + b) admet aussi une
espérance et une variance et

E(Sy)=2E(Y,)-n=2np-n=(2p—-1)n (par linéarité de lespérance)

et
V(S,) =2V (Yy,) = 4np(1 - p).
e On a montré que, pour tout w € 2, S, (w) = 2Y,,(w) -n, donc S, et n ont la méme pariteé.

N——
pair

I.B - Chemins de Dyck et loi du premier retour a l'origine

3. On a C5 =5. Voici une représentation des 5 chemins de Dick de longueur 6 :

~

>

4. e Par définition de r, on a s,(2r) = 0. De plus, comme ~y est un chemin de Dick, on a s,(2r +1) > 0.
Or s4(2r +1) = 5,(2r) + y2r41, donc on a 7,41 > 0 et, comme o417 € {-1,1}, on a 2,41 = 1.
e De méme, comme v est un chemin de Dick de longueur 2n+2, on a s,(2n+2) = 0. De plus, comme + est un chemin



de Dick, on a s,(2n+1) > 0.
Or 5,(2n+1) = 5,(2n +2) = Yan+2, donc on a Yap42 <0 et, comme Y54 € {~1,1}, 0on a Y2542 = 1.
e Par suite, on a s,(2r+1) = s,(2n + 1) = 1. De plus, pour tout 7 € [[1,2n - 2r]],
2r+1+1
sp(i) = Z Bk = Z Yor+l+k = 2 Ve =5y(2r+1+4)—s,(2r+1)=s,(2r+1+17)-1.
k=1 k=2r+2

Or par définition de 7, on a s, (k) > 0 pour tout & € [[2r+1,2n]] (évident pour les k pairs, et s; = 0 est impossible pour
k impair (probléme de parité)), donc s, (k) > 1, et on a encore s,(2n+1) =1> 1, donc, pour tout i € [[1,2n - 2r]],

sg(i) =s,(2r+1+4)-1>0.

Enfin, sg(2n-2r) =s,(2r+1+2n-2r)-1=5,(2n+1)-1=0.
B est donc bien un chemin de Dyck de longueur 2n - 2r.
e Pour tout i € [[1,2r]],

sa(i) =Y ar=> y =54(i) 20 (car v est un chemin de Dyck)
et, par définition de r, on a
5q(2r) =5,(2r) =0,

donc « est bien un chemin de Dyck de longueur 2r.

5. Comme 7y = (71, ...,%2,) est un chemin de Dyck de longueur 2n, J = {k € [[1,2n]] : 7% = 1} est de cardinal n (ainsi que
[1,2n]] N J ={ke[[1,2n]] : % = -1}), car

2n 2n 2n
0=5,(2n)=Y =, 1+ Y (-1)=Card(J) + (2n - Card(J)) x (-1) = 2Card (J) - 2n.

=1 k=1 k=1

ke kfJ

Par suite, pour tout ¢ € N,

P(At,“/) = P(ﬁ(XtJrk: = 'Yk:))

H (Xt =) (car les X; sont indépendantes)

B
Il

2n
P(Xper =) x [ [ P(Xtsr = 7&)

:M

k=1 k=1
keJ k¢J
2n
=[] P(Xpr=1) x H P(Xi4=-1) (par définition de J)
rej k¢J
2n
=[Ipx H(l )
k=1
keJ k¢J

= OO (1 O < (1)),

6. e D’apreés la question 2, S,, et n ont la méme parité, donc, pour avoir S,, = 0 (pair), on doit avoir n pair. D’ou,
— ¢l existe n € N* tel que S, (w) =0, alors {k € N* : Si(w) =0} c (2N*) et est non vide, donc T(w) = min{k € N* :
Sk(w) =0} est pair;
— ¢'il n’existe pas n € N* tel que S, (w) =0, alors, par définition, T'(w) = 0 est pair.
Dans tous les cas, T'(w) est pair, donc on a bien T(€2) c 2N.
e Soit neNet weQ tel que T(w) =2n + 2. Alors, par définition de T, on a

Sonsa(w)=0 et Vke[1,2n+1], Si(w)=0.

Par suite, on a (Vk € [[1,2n+1]], Sk(w) >0) ou (Vk € [[1,2n+1]], Sk(w) < 0), donc, en posant v = (X1 (w), ..., Xoni2(w)),

on a -y ou —y qui est un chemin de Dick de longueur 2n + 2.

Comme de plus Si(w) # 0 pour tout k € [[1,2n + 1]], on peut montrer comme & la question 4 que :

— si X1(w) =1, alors T'(w) = 2n+2 si et seulement si (Xo(w), ..., Xon+1(w)) est un chemin de Dyck et Xo,10(w) = -1
(car Sg(w) ne s’annule pas pour tout k € [1,2n + 1]])

— si Xj(w) = -1, alors T'(w) = 2n+2 si et seulement si (-X3(w),...,—Xop+1(w)) est un chemin de Dyck et Xo,19(w) =
1 (car Sk(w) ne s’annule pas pour tout k € [[1,2n + 1]])



Do, en notant D,, ensemble des chemins de Dyck de longueur 2n (on a Card(D,,) = C,), on a, d’aprés la formule
des probabilités totales avec le systéme complet d’événements (X7 =1, X; = -1),

P(T=2n+2)=P(X,=1nT=2n+2)+P(X;=-1nT =2n+2)
=P(X1=1)Px,.1(T=2n+2)+ P(X1 =-1)Px,-1(T =2n+2)
= P(X; = 1)Px,1((Xa, .., Xons1) € D 0 Xonsa = —1) + P(X; = 1)Px, 1 (=(Xo, .., Xons1) € Dy 1 Xonso = 1)
=P(X;=1)P((Xs,...,Xons1) €DpnnXopio=-1)+P(X; =1)P(—(Xa,..., Xop1) € Dyn Xopyo =1)
(car Xo, ..., Xo,42 sont indépendantes de X;)
= P(X1=1)P((Xz, .., Xon+1) € Dn)P(Xans2 = -1) + P(X1 = 1) P(=(X2,..., Xap41) € Dy) P(Xons2 = 1)
(car X, ..., Xops2 sont indépendantes de Xo,,12)

= P(X1 = 1)P( U (XQ,... 7X2n+1) = ("yl,.. .,’}/Qn))P(Xgn+2 = —1)

veD,

+P(X, = 1)P( U -(X2,..., Xon1) = (’Ylw--,’an))P(inm =1)

veDp,

= P(X1 = ].) ( Z P((XQ, . .,X2n+1) = (’71, e ,’YQn)))P(XgnJrg = —1)

veDn

+P(X1=1) ( Z P(-(Xa,..., Xon11) = (11, ,'ygn))) P(Xap42=1) (incompatibles)
veDr

= P(X1 = 1) ( Z P(Al’,y))P(XQ»,HQ = —1) + P(X1 = 1) ( Z P(Al,,y))P(XgnJrg = 1)

veDy, veDy,

=p( > (p(l—p))")(l—p)+(1—p)( > (p(l—p))")p

veDn v€Dn
(car les calculs faits & la question 5 sont facilement adaptables au cas ot —y est un chemin de Dyck)

=p(1-p)Cr(p(1 =)™ + (1= p)pCyp(p(1—p))" = 2C,p" " (1 - p)™*".

I.C - Série génératrice des nombres de Catalan

7. D’aprés la question 4, si v = (71, ...,Y2n+2) est un chemin de Dyck, alors, en posant r = max{i € [[0,n]] : s,(2i) = 0},
on a
(71,--,72r) €t (Y2r42, - - -, Y2n+1) sont des chemins de Dyck et yo,+1 =1 €t o490 = —1.

Réciproquement, si
(71,--,72r) €t (Y2r42, - - -, Y2n+1) sont des chemins de Dyck et yo,+1 =1 €t yop40 = -1,

alors (71,...,%van+2) est un chemin de Dyck.
On a donc, en notant D,, 'ensemble des chemins de Dyck de longueur 2n (et en considérant que Dy = {()} a pour
seul élément la suite vide, ce qui est cohérent avec la convention Cy = 1),

n
Dy = UL, ov2n42) : (Y15 5720) € Dy (920425 -+ s ¥2n41) € Dycry Yor1 = 1 € yapan = =1},
r=0

ol cette réunion est disjointe, donc

Cn+1 = Card (Dn+1)

n
= Card({(71,---,v2n+2) s (Y15, 72r) € Dy (Y2r+2, -« - Y2n+1) € Dy, Yors1 = 1 €t Yapgo = —1})
r=0

Z(Card(Dr) x Card (Dy—) x1x 1)
r=0

S CoCor
r=0

+00
8. Comme T est une variable aléatoire et T'(2) c 2N, > P(T =2n +2) converge et vaut P(T € 2N*) =1 - P(T =0).

n=0
2C, 1C, . Ch

= ——", donc la série )~ — converge.
gn+1 2 4n e n

Or, pour p=1/2, pour tout ne N, P(T =2n+2) =

9. Posons f, :te[-1/4,1/4] » C,t".
Pour tout n € N, pour tout t € [-1/4,1/4],

n On
|fn(t)| = Cn|t| < 477



10.

11.

12.

13.

14.

c R C
donc || e < 4—:, et on a méme égalité car |f,,(1/4)| = 4—:
C
Or, d’apres la question précédente, ) | fullo = ), = converge, donc la série de fonctions ) f, converge normalement
n>0 n>0 4 n>0
11

sur I =[—-—,—].

ERy

Comme T'(Q) c 2N, on a P(T =n) =0 pour tout n impair, donc, pour tout ¢ € [-1,1],

Gr(t)= > P(T=n)t" = 3" P(T = 2n)>"
n=0

n=0

+ 0o
=P(T=0)+ Y P(T=2n+2)t"""
n=0

+ 00
_ P(T _ 0) + Z 2Cnp"+1(1 _p)n+1t2n+2
n=0

CP(T=0)+2x (p(1-p)) 3. Co(p(1 - p)i2)"

n=0

= P(T =0) +2g(p(1 - p)t*).

Le rayon de convergence de la série entiére Z Cpt" est au moins égal & 1/4 d’aprés la question 9.
n>0

Or, pour tout t €]0,1[, 0 < p(1-p) < 1/4 et p(1-p) = 1/4 si et seulement si p = 1/2 (se prouve en étudiant les variations

1/4 ) -
m],commep(l—p)t e [0, 1/4]77§)Cn(p(1—p)t )

1/4
p(1-p)
Par suite, pour p # 1/2, G est dérivable en 1, donc T admet une espérance.

Pour tout Vtel,

de la fonction p — p(1-p) sur ]0,1[), donc pour tout ¢ € [0,

converge, donc le rayon de convergence de G est au moins égal a > 1 pour p # 1/2.

oo 2
g(t)? = 42(1(1))? = 412 ( 5 cnt")
n=0

+o00o n
=47y (Z CTCn_T) t"  (produit de Cauchy de deux séries absolument convergentes)

n=0 \r=0

+ 00
=442 > Cpat™  (d’aprés la question 7)

n=0

+o00 too
=4t Y Cpprt™ =4t Y Cpt”

n=0 n=1

= 4t (f Cpt" - C’o) = 4t(f(t) - 1) = 4t f(t) — 4t = 2g(t) - 4t.

n=0

Pour tout ¢ € I, g(t) est donc une racine du trinome X2 -2X +4t = 0, qui a pour discriminant A = 4-16t = 4(1-4t) > 0.
Les racines de ce trindme sont donc

2+VA
X1(t) = +f S1+VI—4 et Xo(t)=1-V1-4f,
ce qui assure 'existence d’une fonction ¢ : I - {-1,1} telle que
Viel, g(t)=1+e(t)V1-4t

(ot e(t) = +1 selon que g(t) = X1(t) ou Xa(t)).

1
e On a, pour tout t € I {Z}’

tHg(t)—l _2tf(t) -1
Vi—4  J1-4t

1
donc ¢ est continue sur I \ {Z} comme quotient de fonctions continues dont le dénominateur ne s’annule pas (f est
continue sur I comme somme d’une série de fonctions continues normalement convergente sur I).
1 1
e ¢ est donc constante sur I \ {Z}’ car, 8l existe tg et t; € I\ {=} tels que e(tp) = -1 et e(t1) = 1, alors, d’aprés

le théoréme des valeurs intermédiaires, il existerait to € [to,t1] c¢ I ~ {1/4} = [-1/4,1/4] tel que e(t2) = 0 (car
0e[-1,1] =[e(to),e(t1)]), ce qui est exclu car e: [-1/4,1/4[—> {£1}.



Par suite, e:t € [1/4,1/4[~ -1 oue:t € [1/4,1/4]~ 1.
Or ¢(0) = \/91(0_)47;0 =-1donce:te[l1/4,1/4[~ -1 et
Vie[-1/4,1/4[, g(t)=1+e(t)V1-4t=1-1-4L

Enfin, pour ¢ = 1/4, g(1/4) est racine de X? -2X +1 = (X - 1)?, donc g(1/4) =1 =1-+/1-4x 1/4, donc I’égalité est
encore valable pour ¢ = 1/4 et, par suite,
Vtel, g(t)=1-1-4t.

15. e Par construction de la série génératrice, on a
+00
Gr(1)= > P(T=n)=1 (car T(Q)cN),
n=0

donc, d’apreés la question 10,

P(T=0)=Gr(1)-29(p(1-p)) =\/1-4p(1-p) (car p(1-p)el),

donc
P(T+0)=1-P(T=0)=1-+/1-4p(1-p).

e Pour p = 1/2, on obtient P(T #0) = 1, donc, pour p = 1/2, I’événement T # 0 est presque certain, donc on est presque
stir que la particule revienne & son point de départ & un instant donné.

16. Fixons p = 1/2 et supposons que T" admette une espérance. Alors

> nP(T=n)=) 2nP(T=2n)=Y 2(n+1)P(T=2n+2) = Z(n+1)%

neT(Q) n=0 n=0 n>0

converge absolument.
Or, pour tout t € I,
+o00 +o00
1-V1-dt=g(t)=2tf(t)=2t Y Cpt" = 20,t™"".
n=0 n=0
Posons, pour tout t € I, g, (t) = 2C,t"*'.

— pour tout n €N, g, est de classe C' sur I.

— 3 g, converge simplement sur I (vers g).
n>0

— pour tout neN, g/ (t) =2(n+1)C,t", donc,

VneN,Vtel, |g.(t)=2(n+1)Cut|" <2(n+ 1)%3

Cy
donc |g),lee < 2(n + 1)47

C . .
Or 22(71 + 1)4—: converge (par hypothése, car T admet une espérance), donc, par comparaison des séries

A termes positifs, Y. |lgr [« converge, donc ) g/, converge normalement, donc uniformément, sur I.
n=0 n>0
D’ou, d’aprés le théoréme de dérivation sous le signe somme, g = Z gn est de classe C' sur I, donc en particulier
n>0

dérivable en 1/4, ce qui est exclu car g : ¢ = 1 - /1 -4t n’est pas dérivable en 1.
D’o, par ’absurde, T' n’admet pas d’espérance pour p = 1/2.

I.D - Expression des nombres de Catalan et équivalent

17. D’aprés le cours, pour tout a € R, 2 — (1 + z)“ est développable en série entiére sur ] —1,1[ et pour tout = €] - 1,1[,

o +°°oz(oz—1)...(04—71-1—1)96n: RNala-1)...(a=-n) 1
(1+2) _1+nz=:1 n! 1+T;) (n+1)! ’



18.

19.

20.

donc, en prenant « = 1/2, il existe une suite (a, )ney définie par
_(1/2)(/2-1)...(4/2-n) _
" (n+1)! 2n+1( +1)!

le( +1),l_[(2k: 1)

(-D(=3)...(=(2n-1))

e ﬂk
(1)l &

[1(2k)

k=1
(D" @n)!

©ontl(p 4+ 1)! 27
(- (2n)
C24r(n+ 1)\ n

telle que pour tout z €] - 1,1],

+o00
Vitz=1+) apa™!

n=0
On a donc, pour tout ¢t €] —1/4,1/4[, comme -4t €] - 1,1],

S n+1 = 2 2n n+1
V1-4t =1+ ap(-4t)"" =1+ ) - )
n=0 n

a0 n+1

donc

g(t)=1- VI-di= Zn+1( )"*1,

Comme on a par ailleurs, pour tout ¢ €] —1/4,1/4],
+o00
g(t) =2tf(t) =Y 20",
n=0

on obtient, par unicité du développement en série entiére de g sur | - 1/4,1/4],

1 /(2
VneN,C, = ( n)
n+1

L’équivalent de Stirling donne
nl o~ (E) 2mn.

n—+oo \ €

On a donc

o - 1 (Zn): 1 (2n)!

n+1 n+1 nln!

1 (%) Van ()
¢_

n—+oo N, ( )

1222/ .4
n 2w \/an3/2’

e Supposons p # 1/2.
Alors, pour tout n € N,
4p(1 -
(n+2)P(T=20+2) =400+ DO 00 -p)™ | PO ap(1-)" = 0(Can(1 =)
[ ——
~0(1)

Or Z(4p(1 - p))" converge absolument (série géométrique de raison 4p(1l - p) €] — 1,1[), donc, par comparaison,
n>0

> (2n+2)P(T =2n +2) converge absolument, donc Y kP(T = k) converge absolument (car T(£2) c 2N), donc T

n>0 keT ()

admet une espérance.

e Supposons p = 1/2.

Alors, en reprenant le calcul précédent, on a cette fois, pour tout n € N,

R G

—_———
=1

(20 +2)P(T = 2n +2) = 4(n + 1)Cy (p(1 - p))™**

Or Z 73 diverge (Riemann et 1/2 < 1), donc, par comparaison, > (2n+2)P(T = 2n+2) diverge, donc  y, kP(T =
n>1 1 n>0 keT(Q2)
k) ne converge pas absolument, donc T n’admet pas d’espérance.



II. Calcul d’un déterminant & ’aide d’un systéme orthogonal

II.A - Définition et propriétés d’un systéme orthogonal

21.

22,

23.

La famille (Vo,V1,...,V,) est échelonnée en degré (car (V;,)nen €st un systéme orthogonal), donc c’est une famille

libre. De plus, elle est composée de (n + 1) éléments de R,,[ X ], espace vectoriel de dimension n + 1, donc c’est une

base de R, [X].

De plus, elle est orthogonale (car (V},)ney est un systéme orthogonal), donc c’est une base orthogonale de R, [X].
n-1

Soit P € R,,—1[X]. Comme (Vp,...,V,_1) est une base de R,,_1[X], il existe (aop,...,a,-1) € R" tel que P = Z a Vi,
k=0

et on a alors, par linéarité & droite du produit scalaire,

n-1 n—-1
(VulP) = (Vn| > aka) = > ar (Vu[Vi) =0.
k=0 k=0 = ~——
=0 car k#n

On aurait grice a cetlte question (et avec un peu de travail supplémentaire) pu montrer que (Vi,)nen est un systéme
orthogonal si et seulement si Vo = 1 et, pour tout n € N*, V,, est un polynéme unitaire de degré n qui appartient a
(Rn—l [*X])i
L'unicité d’un tel systéme est alors beaucoup plus simple a obtenir, car V,, € R,,[X]n (R,-1[X])*, espace vectoriel de
dimension 1, et est unitaire, donc on n’a pas le choix...

Soit (W, )nen un autre systéme orthogonal.

Montrons par récurrence forte sur n que, pour tout n e N, "W, =V,," (HR,,).

Initialisation : Pour n = 0, par définition d’un systéme orthogonal, Vj et Wy sont des polyndmes unitaires de degré
0, donc on a Wy =1et V5 =1. On a donc bien HRy.

Hérédité : Soit n € N et supposons H Ry, vérifiée pour tout k € [[0,n]], ie (Vo,...,V,) = (Wo,...,W,).

Par définition d’un systéme orthogonal, on a V,,,; et W,  unitaires de degré n + 1, donc V.1 - X" € R, [X] et
Wit - X" e R, [X].

Par suite, comme (Vj,...,V,,) est une base de R, [X], il existe (ao,...,a,) et (bg,...,b,) € R" tels que :

n n
Wn+1 = Xn+1 + Z aka et Vn+1 = Xn+1 + Z kak-
k=0 k=0

Comme de plus W41 est orthogonal & Wy, pour tout k # n+1, on a en particulier (W,,4+1|W}) = 0 pour tout k € [[0,n]].
Or, par linéarité a gauche du produit scalaire, et comme W; =V, pour tout i € [[0,n]], on a

0= (Wy1|[Wy) = (X”+1 + ZaiVHVk) = (X" Vi) + > a; (Vi)
=0 i=0 S~—\—
=0 si ik

= (X" Vi) + ar | Vil ?,

~ (Xn+1|Vk)

done, comme |Vi] #0 (car Vi #0), on a ax =~
k

De la méme fagon, on montre que
0= (Ve[ Vi) = (X" Vi) + i [ Vi |7,
(X Vi) _

=ag.
[Vi]?
Ceci étant valable pour tout & € [[0,n]], on obtient :

donc on a by, = —

n n
Wit = X"+ 3 ap Vi = X+ 3 b Vi = Vi,
k=0 k=0

On a donc bien HR,,,1.
Conclusion : D’ou, par récurrence, pour tout n e N, W,, = V,,.

I1.B - Expression de det G, a ’aide de la suite (V},),en

24.

Comme (V,,)neny est un systéme orthogonal, on a, pour tout n € N, V,, est unitaire de degré n, donc il existe

(aon,---,an-1n) tels que
n-1

Vi=X"+> ap X"
k=0
On a donc
1 ap1 aog2 - aon
0 1 ayr2 - a1,n
Qn :Mat(l,X,...,X")(V()?'"aVn) =10 0 1 ;

: Up-1,n

0 - e 0 1



qui est bien triangulaire supérieure.

De plus, comme @, est triangulaire,
n

det(Qn) = 1‘£q T]1-

=0

25. Pour simplifier les notations, numérotons les lignes et les colonnes des matrices de 0 & n au lieu de 1 a n + 1.
Alors on a (Gy,);; = (X'|X7) et, pour tout (i,5) € [0,n]]?,
(GnQn)i,j = Z(Gn)i,Z(Qn)Z,j

et (QZGnQn)zJ Z (QT % k(GnQn)k \J

M3 Z
M=

(Q )z k(G )IM(Qn) 4,5

T
o
T

0

gk 1(X |X[)CM,]

M=
||M3

k=0 £=0
(Z @i X" Z q; X ) (par bilinéarité du produit scalaire)
k=0 =0
VilV;)  (par définition de la matrice Q,,)
= (G, )w-

Ceci étant valable pour tout (7,7) € [[0,7]], on a bien G/, = QX G, Q...
26. On a G|, = QSGnQm donc, par propriété du déterminant,

det(G") = det(QL) det(G,,) det(Q,) = (det(Q,))? det(G,,) = det(G,,),

car det(Q,,) = 1 d’aprés la question 24.
De plus, comme la famille (Vp,...,V},) est orthogonale, on a, pour tout (i,7) € [[0,n]]* tels que i # 7,

(Gn)ij = (VilV;) =0,

donc G, est diagonale et, par suite,

det Gy, = det(Gy,) = [[(Gh)ii = [T(VilVi) = [TIVi]%.
i=0 i=0 i=0

ITI. Déterminant de Hankel des nombres de Catalan

ITI.A - Produit scalaire
27. Soit P e R[X] et Q e R[X].

x— P(42)Q(4x) 1-z est continue sur ]0,1].
NG
De plus, comme x — P(42)Q(42)V'1 — x est continue sur [0, 1], elle est bornée sur [0, 1], donc sur ]0,1], donc
Vi-z 1 1 1
PUANQn) 2" = S PUnQUnVI—r = —=0(1) = zgo(m).

1
Or z ~ 7 est intégrable sur ]0,1] (Riemann et 1/2 < 1), donc, par comparaison, = — P(4x)Q(4x)
T

intégrable sur 10, 1].
28. — Pour tout (P,Q) € (R[X])?, (P|Q) est bien définie, a valeurs dans R d’aprés la question précédente.
— Pour tout (P,Q,R) € (R[X])?, pour tout X € R,

Vi-x
/T
9 1 V1i-x
-2 fo P(42)(AQ(4z) + R(4z)) NG
2 1 m 2 1
:,\;[O 2)Q(4x 7 dw+;/o P(4z)R(4z)

dx

(PIAQ + R) :%folP(4x)(AQ+R)(4x)

dx  (par linéarité de I’évaluation)

Vi-zx
VT

dr (par linérité de intégrale convergente)
= A(PIQ) + (PIR),

donc (+|-) est linéaire & droite.



— (*]') est symétrique par symétrie du produit dans R (P(42)Q(4x) = Q(4z)P(4x)).
— (/') est linéaire a droite et symétrique, donc bilinéaire.

— Soit P e R[X].
V1i-x
VT
D’ou, par positivité de 'intégrale convergente (1 > 0), on a

Pour tout z €]0,1[, (P(4z))? > 0.

VI-@ 5o
NG

(PP =2 [ (P(an)y
V-2
NG

De plus, si (P|P) =0, alors, comme x + (P(4x))?
N=

1-2
Nz dz converge et vaut 0, on a
x

est continue et positive sur 0, 1[, comme 0 < 1 et comme

[ eptanyy

v 0,1, (P(4z))’ \1/1“"”:0, donc  P(4z) = 0.
X
—_——
0

P a donc une infinité de racines (tous les éléments de ]0,4[), donc P = 0.
(+|-) est donc défini positif.
(+]-) est donc bien un produit scalaire sur R[X].

II1.B - Systéme orthogonal

29. e Montrons par récurrence double que, pour tout n € N, "U,, est unitaire de degré n" (HR,,).
Initialisation : Comme Uy =1et U; = X -1, HRy et HR; sont vérifiées.
Hérédité : Soit n € N et supposons HR,, et HR,,,1 vérifiée.
Alors, comme Up,,1 est unitaire de degré n+1, on a Upy1 = X" + Qi1 00l Qpyt € R,[X], donc

Upsz = (X =2)Ups1 —Up = (X =2)(X™ + Qns1) —Upn = X" = 2X"" + XQps1 -2 Qpa1 — Uy
—_— —— ——
deg<n+1 deg<n deg=n

est bien unitaire de degré n +2. On a bien HR,, 2.

Conclusion : D’ou, par récurrence, pour tout n € N, U,, est unitaire de degré n.

e OnaUy(0) =1, U1(0) = -1 et, pour tout n € N, U,12(0) = =2U,4+1(0) - U, (0), donc la suite (U,,(0)),en est récurrente
linéaire d’ordre 2.

Son équation caractéristique est 2+ 2r +1 = 0, qui a pour racine double —1.

Il existe donc a et b € R tels que pour tout n € N, U,(0) = (an +b)(-1)".

Or Up(0) =1 et U1(0) = -1, donc on a
b=1 b=1
<~
—(a+b)=-1 a=0

On a donc, pour tout n e N, U,(0) = (-1)".

30. Soit # € R. Montrons par récurrence double que, pour tout n € N, "U,, (4 cos® ) sin(6) = sin((2n +1)0)" (HR,,).
Initialisation : Comme Up = 1, on a Up(4cos? #) sin(f) = sin(#) = sin((2 x 0+ 1)#), donc on a bien H Ry.
Comme U; = X -1, on a

‘ A o0 _ it
Uy (4cos®0)sin(0) = (4cos® 0 —1)sin(0) = ((e? + e70)? - 1)27
i
_ _ 0 _ -6 ,3i0 - 0 _ i6 _ ,-3i0 _ —if
:(6219+e,219+1)e ? e+ e -e e e
2 24

6

o310 _ ,=3i0
— sin(36) =sin((2 x 1 +1)6),
i

donc on a bien HR;.
Hérédité : Soit n € N et supposons HR,, et HR,,1 vérifiée.
Alors, comme U,,yo = (X -=2)U,41 - U,, on a
Uni2(4cos? 0) sin(f) = (4cos? 6 — 2) U1 (4 cos? 0) sin() — U, (4 cos? 0) sin(6)
=2(2cos? 6 - 1)sin((2(n+1) +1)0) —sin((2n +1)8) (d’aprés HR,, et HR,,1)
9 cos(2a) +1

=2co0s(20)sin((2n +3)0) —sin((2n +1)¢) (car cos“a = #)

= 2%(sin((2n +5)0) +sin((2n+1)8)) —sin((2n + 1)8) (car sin(a) cos(b) = %(Sin(a +b) +sin(a - b)))
=sin((2n +5)0) =sin((2(n +2) + 1)0),



donc on a bien HR,, 5.
Conclusion : D’oil, par récurrence, pour tout n € N, U, (4 cos® ) sin(6) = sin((2n + 1)0).

31. Comme, pour tout (a,b) € R?,
1
sin(a) sin(b) = i(cos(a —-b) —cos(a+0)),

on a, pour tout (m,n) e N?,
/2 T2 1
f sin((2m + 1)8) sin((2n + 1)0)d = f 5 (cos((2m = 2n)6) - cos((2m + 20 +2)6)) df
0 0

1 /2 1 /2
=3 f cos((2m - 2n)6)de - 5 f cos((2m +2n + 2)0)db
0 0

/2

. /2 .
2m —2n)6 2 2n +2)0
[Sln(( m—2n) )] _[sm(( m+2n+2) )] Smen
1 2m - 2n o 2m +2n + 2 0
_5 /2
7 | sin((2m +2n +2)0) .
— - sim=n
2 2m+2n + 2 o
110-0 sim#n 0 sim#n
2120 sim=n |T sim=n
2 4

32. e D’aprés la question 29, pour tout n € N, U, est unitaire de degré n.
e Pour tout (m,n) e N? on a:

Vi-x
NG

Posons le changement de variable

x = cos? 6 < cosf) = \/z < 0 = arccos(\/T).
pour 6 €]0, 7/2[

La fonction z ~ arccos(y/z) est de classe C* sur ]0,1[, strictement décroissante (comme composée d’une fonction
strictement croissante et d’une fonction strictement décroissante), donc réalise une bijection de 0, 1[ sur ]0,7/2].
De plus, on a dx = -2 cos(8) sin(0)d#.

Enfin, Pintégrale définissant (U,,|U, ) converge, donc on peut effectuer le changement de variable directement sur
I’intégrale impropre et la nouvelle intégrale sera convergente et :

Vi-z
Jz

0
:gf Upn(4cos? 0)U, (4 cos? 0)
™ Jr/2

dx

(Um|Un) = % Al Um(4l‘)Un(4l‘)

V1-cos20
Vcos? 6

/2 i
_2 f Upn(4cos® 0)U, (4 cos® 0)% cos(0)sin(0)df (car 6 €]0,7/2[, donc cosf >0 et sinf > 0)
m Jo cos

(-2 cos(0) sin(6))de

/2
4 f Upn (4 cos® 0) sin(0) U, (4 cos® 0) sin(6)d6
7w Jo
4 /2 )
=— /(; sin((2m +1)0) sin((2n + 1)0)df (d’apres la question 30)
T

4{0 Sim¢”_{0 sim#n

™ . )
T 1 stm=n 1 sim=n

e (Up)nen est donc bien un systéme orthogonal tel que, pour tout n e N, |U, | =1 (car |Uy,|* = (Un|U,) = 1).

ITI.C - Application
33. Pour tout n € N*,

Vi-x 2 x 4™
dx =
T

7

Posons u(z) = 2" Y2, u/(2) = (n - 1/2)2" %%, v'(z) = (1 - )%, v(z) = -

1
f x"_l/Q(l - J;)l/zdaj.
0

(1 _ x)3/2
3/2

o= (X = 2 [y

™

2
= —g(l —x)V1-z.
u et v sont de classe C* sur ]0, 1[.
2
lim u(z)v(zx) = lim 22 x(—f(l—x)\/l—x) =0.
z—0 z—0 — 3

—0 car n—1/2>1/2>0

—-2/3
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lim u(z)v(z) = lim "2 x (—2(1 -z)V1- x) =0.
z—1 L0 N — 3

-1

-0

1 1
De plus, f u(x)v'(z)dz converge (et vaut ﬁun), donc, par intégration par parties, f u'(x)v(x)dx converge et
0 x 0

_2><4”

™

P

[ ayar = P el -2 [ 2 12 0T e (+)
-0

2x4™ 2n -1 1
el n3 f 2" =g — 2"V = pda
T 0

qn 1 1
_2x (2n-1) (/ x"_l_/Q\/l—xdx—f a:"_l/Q\/l—xdac)
0 0

3

2 x 4™ T T
= 2n-1 a a1 Mn-1— 7 —HMn
(2n )(2X4,Hu 1 2X4nu)

3m
4 1
= §(2n = Dpin-1 - 5(27”0 - Dpn

on a4 - = 3
n-1’ T

4 rt 3
. [ 2" 32(1 - 2)3de = —=—p,, vient de (*), en multipliant aussi par .
s 0 2n-1 2n -1

donc, en multipliant par L -

Enfin, égalité

34. e Pour tout n € N*,

-2 402) -4

n-1 n+1\n
4  (2n-2)! 1 (2n
:E(n—l)!(n—l)!_n+1(n)
_A@2n-2)0 1 (Qn)
nl(n-1)! n+1\n
_4x2n(2n-1)(2n -2)! 1 (2n
~ 2n(2n - Dnl(n-1)! _n+1( )

2 () 1 (Qn)

"1l n+lln
( 2 1 )(Qn) 3 (2n) 3

- - - % - C,.
2n-1 n+1/\n Cn-)(n+1)\n 2n -1

e (Cp)nen et (fin)nen vérifient donc la méme relation de récurrence d’ordre 1, et ont le méme premier terme car

n

o = (111) = (Uo|Up) = |Uo|* =1=Cy  (d’apreés la question 32),

donc, pour tout n e N, u, = C,.
Si on n’est pas convaincu, on peut faire une récurrence immédiate.

35. Numérotons ici aussi les lignes et les colonnes de H,, de 0 4 n au lieu de 1 a n+ 1.
pour tout (4, 7) € [[0,n]]?,

(Hn)zj =Civj = ivj = (X +j|1) = . fo (4x) +J7d$

\1/:de = (XYX7) = (Gn)ijs

-2 [y aay

X

ou G, est la matrice introduite dans la partie II, donc, d’aprés la question 26,
det(H,) =det(G,) =[] |U:|>=]]1 =1,
i=0 i=0

car on a vu que (U,) est un systéme orthogonal de R[X ] pour le produit scalaire introduit ici.

Rq : Notons au passage que I’on a montré que, | pour tout (i,7) e N>, (X'|X7) = (X™]1) = Hivs-

ITI.D - Un autre déterminant de Hankel

36. Soit (n, k) € N? tel que k < n.
En développant D,,(X) par rapport a la derniére ligne, on obtient une écriture de D,,(X) sous la forme :

n . .
Dn(X) _ Z(_l)n+1+J+1Mn,jXJ
7=0

11



ot M, ; € R est le déterminant de la matrice obtenue en enlevant la ligne n (la derniére) et la colonne j (en numérotant
de 0 & n).
On a alors, par linéarité & gauche du déterminant,

(Dn|Xk) _ Z(—l)n+j+2Mn7j(Xj|Xk) _ Z(_l)n+j+2Mn,j(Xj+k|1) _ Z(_l)n+j+2Mn,jOk+j;
370 3=0 30

ou légalite (X*|X7) = (X*|1) = Cj; a été prouvée dans les questions 34 et 35.
On reconnait alors le développement par rapport a la derniére ligne du déterminant :

Co C1 G Cn1 Cn
(o Chi1
Cs : :
: Con-2|’
Co-1 Cn Chn Cona  Cony
Cvy Crir v Crina Crinr Cprip

matrice qui a les mémes n premiéres lignes que D,,(X) (et donc les mémes mineurs lorsque ’on développe par rapport

a la derniére ligne).
Or, dans cette derniére matrice, Ly = L,, (avec k # n et en numérotant de 0 & n), donc

CO Cl C12 Cn—l On
Cl Cn+1
(Dn‘Xk) — Z(_l)n+j+2Mn,jCk+j — QQ ' . c : =0.
§=0 : . . D 2n-2
Cnfl Cn Cn+1 C2n—2 027171
Cr Ckr1 - Crin2 Crin-1 Cirin

37. e En développant D,,(X) par rapport a la derniére ligne, on obtient :
n—-1
Dn(X) — (_1)2n+2Mn,an + Z (_1)n+k+2Mn’ka’
k=0

ou My, =det(Hp-1) =1 et M, € R, donc D,, est bien unitaire de degré n.
Par suite, pour tout (m,n) € N? tel que m # n, on a, en supposant m < n (possible quitte & échanger les roles de m et

m
n), et en écrivant Dy, = > b X",

k=0

(Dyn|Dy) = (Z ka’“|Dn) = > b (X*|Dy,) = 0.
k=0 k=0 S~———
=0 car k<n

La famille (D, )nen est donc un systéme orthogonal de R[ X ] pour le produit scalaire (|-).
D’ou, d’aprés la question 23, comme (D,,) et (U,) sont deux systémes orthogonaux pour le méme produit scalaire,

on a D, = U, pour tout n € N.
e D’ou1, d’aprés la question 29,

(-1)" = U, (0) = D,,(0) = (-1)"*' det(H!) développement par rapport a la derniére ligne),

donc det(H),) = -1.
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