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Partieþ Iþ
1.þ card (Mn({−1, 1}) = 2n

2

etþ Mn({−1, 1}) n’estþ pasþ unþ sous-espaceþ vectorielþ carþ ilþ neþ contientþ pasþ laþ matriceþ nulle.þ

2.þ Notonsþ A = (ai,j), onþ aþ pourþ (X,Y) ∈ ({−1, 1}n)2 , tXAY =
∑

(i,j)∈[[1,n]]2

ai,jxiyj .

D’oùþ |tXAY| 6
∑

(i,j)∈[[1,n]]2

1 = n2.

Commeþ ai,jxiyj estþ impair,þ tXAY =
∑

(i,j)∈[[1,n]]2

ai,jxiyj aþ mêmeþ paritéþ queþ
∑

(i,j)∈[[1,n]]2

1 = n2

doncþ pourþ n > 1, S(A) ⊂ {−n2,−n2 + 2, · · · , n2 − 2, n2}  {−n2, · · · , 0, · · · , n2}.
Enfin,þ k ∈ S(A) ⇒ ∃(X,Y) ∈ ({−1, 1}n)2 , tXAY = k

Orþ −k = t (−X)AY doncþ −k ∈ S(A).

3.þ Pourþ (X,Y) ∈ ({−1, 1}n)2 , tXBY = t (tCX)A (DY) etþ (tCX,DY) ∈ ({−1, 1}n)2 .
doncþ S(B) ⊂ S(A).

Commeþ A = C−1BD−1 avecþ C−1,D−1 diagonalesþ neþ contenantþ queþ desþ 1 etþ desþ −1, onþ aþ égalementþ S(A) ⊂ S(B).

4.þ • S(I) =

 ∑
(i,j)∈[[1,2]]2

xiyj =

 ∑
i∈[[1,2]]

xi

 ∑
i∈[[1,2]]

yi

 | xi, yj dansþ {−1, 1}


Doncþ S(I) = {2× 2, 0,−2× 2} = {−4, 0, 4}
• Pourþ laþ matriceþ J, onþ trouveþ

tXJY = x1y1 + x2y1 + x1y2 − x2y2 =t XIY − 2x2y2

doncþ S(J) ⊂ {r + 2|r ∈ S(I)} ∪ {r − 2|r ∈ S(I)}.þ Deþ plus,þ onþ saitþ queþ S(J) estþ inclusþ dansþ {−4,−2, 0, 2, 4} doncþ
S(J) ⊂ {−2, 2}.þ
Réciproquement,þ l’ensembleþ S(J) estþ symétriqueþ etþ nonþ videþ doncþ S(J) = {−2, 2}
• Soitþ A ∈ M2({−1, 1}).þ Enþ agissantþ surþ lesþ lignesþ puisþ surþ laþ deuxièmeþ colonneþ deþ A,þ onþ peutþ construireþ deuxþ matricesþ

diagonalesþ C etþ D àþ coefficientsþ dansþ {−1, 1} tellesþ queþ CAD =

(
1 1
1 ε

)
avecþ ε ∈ {−1, 1}.

Ainsi,þ S(A) = S

((
1 1
1 ε

))
=

{
{−4, 0, 4} siþ ε = 1
{−2, 2} siþ ε = −1.

5.þ Commeþ dansþ leþ casþ particulierþ deþ laþ questionþ précédente :þ
Remarqueþ préliminaireþ Àþ touteþ matriceþ A ∈ Mn({−1, 1}), onþ peutþ construireþ deuxþ matricesþ diagonalesþ C etþ D

tellesþ queþ Ã = CAD avecþ Ã =


1 1 · · · 1
1

.þ.þ.þ ai,j
1


(puisqueþ C agitþ surþ lesþ lignesþ etþ D surþ lesþ colonnes).þ
• (a)þ Hypothèseþ n2 ∈ S(A) = S(Ã).

Ilþ existeþ (X̃, Ỹ) ∈ ({−1, 1}n)2 telþ queþ tX̃ÃỸ =
∑

(i,j)∈[[1,n]]2

ãi,j x̃iỹj = n2.

Doncþ pourþ toutþ (i, j) ∈ [[1, n]]2, ãi,j x̃iỹj = 1 (casþ d’égalitéþ puisqueþ |ãi,j x̃iỹj | 6 1).þ
Enþ particulierþ x̃1ỹ1 = 1.

Quitteþ àþ échangerþ (X̃, Ỹ) enþ (−X̃,−Ỹ),þ tX̃ÃỸ restantþ invariant,þ onþ peutþ supposerþ x̃1 = ỹ1 = 1.

Commeþ pourþ toutþ i ∈ [[1, n]], ãi,1 = ã1,i = 1, onþ aþ x̃i = ỹi = 1.

Donc,þ finalement,þ Ã =

(
(1)

)
= X̃ tỸ avecþ X̃ = Ỹ = t(1, · · · , 1).

Orþ Ã = CAD doncþ A = C−1ÃD−1 =
(
C−1X̃

)
t
(
D−1Ỹ

)
.

Ilþ existeþ doncþ X = C−1X̃ etþ Y = D−1Ỹ (àþ coefficientsþ dansþ {−1, 1})þ telþ queþ A = X tY.

• (b)þ Hypothèseþ A = XtY.

Alorsþ A estþ deþ rangþ 1 puisqueþ ImA = Vect(X) avecþ X 6= 0.

• (c)þ Hypothèseþ A estþ deþ rangþ 1.
Doncþ ImA = Vect(X) avecþ X 6= 0.
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Enþ notantþ (ei) laþ baseþ canonique,þ onþ définitþ yi telþ queþ Aei = yiX.

Ilþ vientþ A = X tY avecþ Y = t(y1, · · · , yn) 6= 0 (carþ A 6= 0).þ
Commeþ A ∈ Mn({−1, 1}). Onþ aþ x1y1 = 1.

Onþ peutþ choisirþ x1 = 1 quitteþ àþ remplaçerþ (X,Y) parþ
(

1

x1
X, x1Y

)
enþ ayantþ toujoursþ A = X tY.

Ainsi,þ Y ∈ ({−1, 1})n enþ regardantþ laþ premièreþ ligneþ deþ A puisþ X ∈ ({−1, 1})n enþ regardantþ laþ premièreþ colonneþ deþ A
(þy1 ∈ {−1, 1}).þ
Onþ obtientþ doncþ (b).þ
• Ilþ nousþ resteþ àþ montrerþ (b)þ ⇒ (a).þ
Hypothèseþ A = XtY. Onþ aþ

tXAY = ‖X‖2 · ‖Y‖2 = n2 avecþ ‖·‖ normeþ euclidienneþ canoniqueþ

doncþ n2 ∈ S(A).

6.þ Lemmeþ pourþ (X,Y, X̃, Ỹ) ∈ (({−1, 1})n)4 ,

X tY = X̃ tỸ ⇔ (X,Y) =
(
X̃, Ỹ

)
ouþ (X,Y) =

(
−X̃,−Ỹ

)
(onþ reprendþ leþ mêmeþ raisonnementþ enþ regardantþ parþ exempleþ laþ premièreþ ligneþ etþ laþ premièreþ colonne).þ
Ainsi,þ pourþ compterþ lesþ matricesþ A deþ laþ formeþ X tY,þ onþ compteþ lesþ couplesþ (X,Y) etþ onþ diviseþ leþ totalþ parþ deux.þ

card S(A) =
card

(
(({−1, 1})n)2

)
2

= 22n−1

Laþ proportionþ dansþ Mn({−1, 1}) deþ matricesþ A tellesþ queþ n2 ∈ S(A) estþ doncþ
22n−1

2n2 =

(
1

2

)(n−1)2

Partieþ IIþ
1.þ ϕ(λ) = E

(
eλU1

)
=
eλ + e−λ

2
= chλ.

Posonsþ ψ(λ) = ϕ(λ)− λ2

2
. Onþ aþ ψ′(λ) =

shλ

chλ
− λ etþ ψ′′(λ) =

1

ch2 λ
− 1 6 0.

Doncþ ψ′ estþ décroissanteþ etþ s’annuleþ enþ 0,þ doncþ ψ croitþ deþ −∞ àþ 0 puisþ décroitþ jusqu’àþ +∞ (concavité...),þ
doncþ pourþ toutþ λ ∈ R, ψ(λ) 6 ψ(0) = 0, ceþ quiþ prouveþ leþ résultatþ demandé.þ

2.þ Pourþ t ∈ R etþ λ > 0, avecþ laþ stricteþ croissanceþ deþ l’exponentielle,þ onþ aþ {Sk > t} = {λSk > λt} = {eλSk > eλt} puisþ

P (Sk > t) = P (λSk > λt) = P
(
eλSk > eλt

)
6

1

eλt
E
(
eλSk

)
inégalitéþ deþ Markov,þ eλSk v.a.þ > 0

6 e−λt
(
E
(
eλU1

))k
parþ mutuelleþ indépandanceþ +þ mêmeþ loiþ

6 exp (kϕ(λ)− λt) .

3.þ Onþ aþ pourþ toutþ λ > 0, P (Sk > t) 6 exp (kϕ(λ)− λt) 6 exp

(
kλ2

2
− λt

)
Onþ choisitþ leþ « meilleur »þ λ.

Posonsþ Ψ(λ) =
kλ2

2
− λt. Onþ aþ Ψ′(λ) = 0 ⇔ λ =

t

k
.

Pourþ t > 0, onþ choisitþ unþ telþ λ, onþ obtientþ

P (Sk > t) 6 exp

(
Ψ

(
t

k

))
= exp

(
− t2

2k

)
4.þ Montronsþ queþ lesþ Ci,j sontþ mutuellementþ indépendantes.þ

Premièreþ étapeþ :þ laþ loiþ deþ Ci,j estþ uniformeþ surþ {±1} carþ ilþ yþ aþ 2n
2−1 matricesþ A deþ Mn({−1, 1}) tellesþ queþ ai,j = 1.þ
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Deuxièmeþ étapeþ :þ onþ trouveþ

P

 ⋂
16i,j6n

{Ci,j = ai,j}

 =
1

2n2 =
∏

16i,j6n

P(Ci,j = ai,j)

carþ ilþ yþ aþ exactementþ uneþ matriceþ quiþ réaliseþ cesþ n2 égalités.þ
Enþ conclusion,þ lesþ variablesþ aléatoiresþ (xiyjCi,j)i,j sontþ mutuellementþ indépendantesþ carþ xiyj n’estþ qu’uneþ constante.þ
Parþ ailleursþ Ci,j etþ −Ci,j ontþ mêmeþ loiþ d’oùþ leþ résultat.þ

5.þ Soitþ (X,Y) ∈ ({−1, 1}n)2 .
Utilisonsþ laþ questionþ 3)þ avecþ k = n2 etþ U1 ∼ C1,1.

P
(
tXCY > t · n3/2

)
6 exp

(
− t

2n3

2n2

)
= exp

(
−nt

2

2

)

Ilþ vientþ commeþ (pointþ clé)þ
{
M(C) = maxS(C) > tn3/2

}
=

⋃
(X,Y)∈({−1,1}n)2

{
tXCY > tn3/2

}
,

P
(
M(C) > t · n3/2

)
6

∑
(X,Y)∈({−1,1}n)2

P
(
tXCY > t · n3/2

)
6 22n exp

(
−n · t2

2

)
= exp

(
−
(
t2

2
− 2 ln 2

)
n

)
.

6.þ Soitþ ε > 0. Posonsþ t = 2
√
ln 2 + ε deþ sorteþ queþ

t2

2
> 2 ln 2

doncþ −
(
t2

2
− 2 ln 2

)
n < 0 doncþ P

(
M(C) > t · n3/2

)
< 1.

Ainsi,þ P
(
M(C) < t · n3/2

)
6= 0 doncþ

{
M(C) < t · n3/2

}
6= ∅.

Ilþ existeþ ω ∈
{
M(C) < t · n3/2

}
. Onþ disposeþ doncþ d’uneþ matriceþ A = C(ω) telþ queþ M(A) < t · n3/2

Doncþ M(n) = min
A∈Mn({1,1})

M(A) < t · n3/2 =
(
2
√
ln 2 + ε

)
n3/2.

Cetteþ inégalitéþ étantþ vraieþ pourþ toutþ ε > 0, onþ obtientþ enþ faisantþ tendreþ ε versþ 0, M(n) 6 2
√
ln 2n3/2

Partieþ IIIþ
1.þ Fixonsþ Y ∈ {−1, 1}n

Pourþ X ∈ {−1, 1}n, tXAY =

n∑
i=1

Xi (AY)i 6
n∑

i=1

|(AY)i| = tX̃AY

avecþ X̃ telþ queþ
(
X̃
)
i
= x̃i = sgn ((AY)i) .

Donc,þ leþ majorantþ étantþ atteint,þ gA(Y) =

n∑
i=1

|(AY)i| =
n∑

i=1

∣∣∣∣∣∣
n∑

j=1

ai,jyj

∣∣∣∣∣∣ .
2.þ Soitþ i ∈ [[1, n]] fixé.þ

Pourþ j ∈ [[1, n]], posonsþ Z̃i
j telþ queþ Zj = ai,j

(
2Z̃i

j − 1
)

deþ sorteþ queþ
(
Z̃i
j

)
16j6n

sontþ desþ v.a.i.i.d.þ deþ loiþ deþ Bernoulliþ

deþ paramètreþ
1

2
(vuesþ lesþ hypothèsesþ surþ Z).þ Ainsiþ

n∑
j=1

Z̃i
j ∼ B(n, p). Écrivonsþ

E

∣∣∣∣∣∣
n∑

j=1

ai,jZj

∣∣∣∣∣∣
 = E

∣∣∣∣∣∣
n∑

j=1

ai,j

(
2ai,jZ̃

i
j − ai,j

)∣∣∣∣∣∣
 = E

∣∣∣∣∣∣2
n∑

j=1

Z̃i
j − n

∣∣∣∣∣∣


=

n∑
k=0

1

2n

(
n

k

)
|2k − n| parþ leþ théorèmeþ deþ transfertþ
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Enþ conclusion,þ

E [gA(Z)] = E

 n∑
i=1

∣∣∣∣∣∣
n∑

j=1

ai,jZj

∣∣∣∣∣∣
 =

n∑
i=1

E

∣∣∣∣∣∣
n∑

j=1

ai,jZj

∣∣∣∣∣∣
 parþ linéaritéþ deþ l’espéranceþ

=
n

2n

n∑
k=0

(
n

k

)
|n− 2k|

3.þ 3.aþ (þn > 1 estþ fixé)þ Prouvonsþ leþ résultatþ parþ récurrenceþ surþ m.

• Pourþ m = 0,

m∑
k=0

(n− 2k)
(
n
k

)
= n = n

(
n−1
0

)
, OK.þ

• Soitþ m > 1. Supposonsþ leþ résultatþ vraiþ auþ rangþ m− 1.

m∑
k=0

(n− 2k)

(
n

k

)
=

m−1∑
k=0

(n− 2k)

(
n

k

)
+ (n− 2m)

(
n

m

)
= n

(
n− 1

m− 1

)
+ (n− 2m)

(
n

m

)
= n

((
n− 1

m− 1

)
+

(
n

m

))
− 2m

(
n

m

)
= n

(
2

(
n− 1

m− 1

)
+

(
n− 1

m

))
− 2m

(
n

m

)
parþ leþ triangleþ deþ Pascalþ

= n

(
n− 1

m

)
carþ n

(
n− 1

m− 1

)
= m

(
n

m

)

3.bþ Remarquonsþ queþ siþ n = 2k,
1

2n
(
n
k

)
|2k − n| = 0 doncþ

n∑
k=0

(
n

k

)
|n− 2k| =

∑
2k6n

(
n

k

)
(n− 2k) +

∑
2k>n

(
n

k

)
|n− 2k| .

Deþ plusþ avecþ k′ = n− k (doncþ n− 2k = 2k′ − n)þ∑
2k>n

(
n

k

)
|n− 2k| =

∑
2k′6n

(
n

k′

)
(n− 2k′)

Ainsi,þ

n∑
k=0

(
n

k

)
|n− 2k| = 2

∑
2k6n

(
n

k

)
(n− 2k)


= 2n

(
n− 1⌊

n
2

⌋ ) grâceþ àþ laþ questionþ précédenteþ

Enþ conclusion,þ E [gA(Z)] =
n

2n

n∑
k=0

(
n
k

)
|n− 2k| = n2

2n−1

(
n−1⌊

n
2

⌋).
4.þ 4.aþ Remarquonsþ queþ l’inégalitéþ gA(Z) 6 M(A) estþ certaine,þ ceþ quiþ impliqueþ queþ E(gA(Z)) 6 M(A).þ

Doncþ M(A) >
n2

2n−1

(
n−1⌊

n
2

⌋) doncþ M(n) = min
A∈Mn({1,1})

M(A) >
n2

2n−1

(
n−1⌊

n
2

⌋).
4.bþ Grâceþ àþ Stirling,þ onþ saitþ queþ

(
2p

p

)
∼

p→+∞

√
2π2p

(
2p

e

)2p

(√
2πp

(p
e

)p)2 ∼
p→+∞

22p
√

1

πp

Distinguonsþ suivantþ laþ paritéþ deþ n.

n = 2p,
(
n−1⌊

n
2

⌋) = (2p−1
p

)
=

p

2p

(
2p
p

)
∼

p→+∞
22p−1

√
1

πp
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D’oùþ
(2p)2

22p−1

(
2p−1

p

)
∼

p→+∞
4

√
1

π
p3/2

n = 2p+ 1,
(
2p
p

)
∼

p→+∞
22p
√

1

πp

D’oùþ
(2p+ 1)2

22p
(
2p
p

)
∼

p→+∞
4

√
1

π
p3/2

Finalement,þ globalement,þ (
n− 1⌊

n
2

⌋ ) ∼
n→+∞

4

√
1

π

(n
2

)3/2
=

√
2

π
· n3/2

Àþ laþ questionþ deþ laþ partieþ 6,þ laþ constanteþ valaitþ 2
√
ln 2, onþ aþ bienþ 2

√
ln 2 > C =

√
2

π

(enfinþ sansþ calculatrice,þ ln 2 ≈ 0, 7...)þ

Partieþ IVþ
1.þ Cours,þ uneþ IPPþ donneþ In = n!

2.þ Trichonsþ enþ partantþ duþ résultatþ pourþ resterþ naturel...þ

Posonsþ Jn =

∫ +∞

−
√
n

(
1 +

x√
n

)n

e−x
√
ndx.

1þerþ changementþ deþ variableþ u = 1 +
x√
n

Onþ aþ x =
√
n (u− 1)

Onþ obtientþ Jn = en
√
n

∫ +∞

0

une−nudu

2þeþ changementþ deþ variableþ t = nu

Onþ obtientþ Jn =
en

√
n

nn+1

∫ +∞

0

tne−tdt =
[(n
e

)n √
n
]−1

In,

d’oùþ leþ résultat.þ

Bienþ sûrþ onþ auraitþ puþ écrireþ directementþ x =
t√
n
−
√
n pourþ passerþ deþ

∫ +∞

0

tne−tdt àþ Jn.þ

3.þ 3.aþ Lemmeþ pourþ u ∈]− 1, 0], ln(1 + u)− u = −u
2

2
+

+∞∑
n=3

(−1)n−1

n
un︸ ︷︷ ︸

60

parþ leþ critèreþ spécialþ desþ sériesþ alternées.þ

Ilþ vientþ pourþ x 6 0,

t2 ln
(
1 +

x

t

)
− xt 6 −t2 1

2

(x
t

)2
= −x

2

2
.

3.bþ x > 0 estþ fixé.þ Suivonsþ l’indication,þ

∂f

∂t
(t, x) = 2t ln

(
1 +

x

t

)
− x

1 + x
t

− x = t

[
2 ln

(
1 +

x

t

)
− x

t

(
1

1 + x
t

+ 1

)]
= tF

(x
t

)

avecþ F(u) = 2 ln(1 + u)− u(2 + u)

1 + u
. (þx > 0 etþ t > 1, u =

x

t
> 0).

Onþ calculeþ F′(u) = − u2

(1 + u)2
6 0.

Commeþ F′(0) = F(0) = 0, F estþ négativeþ surþ R+ (etþ mêmeþ strictementþ négativeþ surþ ]0,+∞[).

Doncþ
∂f

∂t
(t, x) 6 0 pourþ t > 1 doncþ f(t, x) 6 f(1, x) (þt 7→ f(t, x) estþ décroissanteþ surþ [1,+∞[).þ

4.þ Écrivonsþ
∫ +∞

−
√
n

(
1 +

x√
n

)n

e−x
√
ndx =

∫ +∞

−∞
gn(x)dx

avecþ gn : x 7→


(
1 +

x√
n

)n

e−x
√
n pourþ x > −

√
n

0 sinonþ
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Laþ suiteþ deþ fonctionsþ (gn)n>1 convergeþ simplementþ surþ R versþ

g(x) = lim
n→+∞

exp

(
n ln

(
1 +

x√
n

)
− x

√
n

)
= lim

n→+∞
exp

(
f(
√
n, x)

)
= exp

(
−x

2

2

)
Montronsþ queþ l’hypothèseþ deþ dominationþ estþ vérifiéeþ (n > 1).

◦ Pourþ x ∈ [−
√
n, 0], 0 6 gn(x) = exp (f(

√
n, x)) 6 exp

(
−x

2

2

)
(questionþ 3)a))þ

◦ Pourþ x ∈ [0,+∞[, 0 6 gn(x) = exp (f(
√
n, x)) 6 exp(f(1, x)) (questionþ 3)b))þ

D’oùþ 0 6 gn(x) 6 (1 + x)e−x.
Enþ conclusion,þ pourþ toutþ n > 1,

• pourþ toutþ x 6 0, 0 6 gn(x) 6 exp

(
−x

2

2

)
, intégrableþ surþ ]−∞, 0]

• pourþ toutþ x > 0, 0 6 gn(x) 6 (1 + x)e−x, intégrableþ surþ [0,+∞[
Onþ appliqueþ alorsþ leþ théorèmeþ deþ convergenceþ dominéeþ surþ chacunþ desþ intervallesþ ]−∞, 0] etþ [0,+∞[,þ ainsi,þ

lim
n→+∞

∫ +∞

−
√
n

(
1 +

x√
n

)n

e−x
√
ndx =

∫ 0

−∞
exp

(
−x

2

2

)
dx+

∫ +∞

0

exp

(
−x

2

2

)
dx

=

∫ +∞

−∞
exp

(
−x

2

2

)
dx =

√
2π

Avecþ l’égalitéþ deþ laþ questionþ 2),þ onþ retrouveþ l’équivalentþ deþ Stirling,þ

n! = In =
(n
e

)n √
n

∫ +∞

−
√
n

(
1 +

x√
n

)n

e−x
√
ndx ∼

n→+∞

(n
e

)n √
2πn

Partieþ Vþ
1.þ • Leþ vecteurþ Y estþ fixé.þ

Lemmeþ (évident)þ soitþ (a, b) ∈ Z2 telþ queþ |a| 6 n etþ |b| 6 n alorsþ |a+ b| 6 n ouþ |a− b| 6 n.
Ditþ autrement,þ ilþ existeþ desþ εi ∈ {−1, 1} telþ queþ |ε1a+ ε2b| 6 n.
Parþ récurrence,þ siþ onþ aþ (x1, · · · , xp) ∈ Zp telþ queþ pourþ toutþ i ∈ [[1, p]], |xi| 6 n alorsþ ilþ existeþ desþ εi ∈ {−1, 1} telþ queþ
|ε1x1 + · · ·+ εpxp| 6 n.
Pourþ toutþ i ∈ [[1, n]], |(AY)i| 6 n. Onþ disposeþ doncþ desþ εi telþ queþ |ε1(AY)1 + · · ·+ εp(AY)p| 6 n.
Posonsþ X = t (ε1, · · · , εp) . Onþ aþ ainsiþ |tXAY| 6 n.
Onþ aþ doncþ montréþ queþ min {|tXAY| | X ∈ {−1, 1}n} 6 n.
• Commeþ S(A) estþ symétrique,þ

min(S(A) ∩ N) = min (|s| | s ∈ S(A))

D’oùþ

m(A) = min

min
{∣∣tXAY

∣∣ | X ∈ {−1, 1}n
}︸ ︷︷ ︸

6n

| Y ∈ {−1, 1}n

 6 n

2.þ Soitþ ε > 0. Posonsþ t =
√
2n ln(2n) + ε deþ sorteþ queþ 2n exp

(
− t2

2n

)
< 1.

Introduisonsþ uneþ variableþ aléatoireþ uniformeþ Z commeþ àþ laþ questionþ III.2).þ
Utilisonsþ l’þinégalitéþ deþ Hoeffdingþ établieþ àþ laþ questionþ II)3),þ onþ aþ àþ i ∈ [[1, n]] fixé,þ

P

 n∑
j=1

ai,jZj > t

 6 exp

(
− t2

2n

)
oùþ Sn =

n∑
j=1

ai,jZj︸ ︷︷ ︸
=Uj deþ laþ partieþ IIþ

.

Deþ mêmeþ avecþ −Sn, P

−
n∑

j=1

ai,jZj > t

 6 exp

(
− t2

2n

)
,þ donc,þ finalement,þ

P

∣∣∣∣∣∣
n∑

j=1

ai,jZj

∣∣∣∣∣∣ > t

 6 2 exp

(
− t2

2n

)
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Ilþ vientþ alors,þ

P

∃i ∈ [[1, n]]

∣∣∣∣∣∣
n∑

j=1

ai,jZj

∣∣∣∣∣∣ > t

 6 2n exp

(
− t2

2n

)
< 1

Ainsi,þ P

∀i ∈ [[1, n]]

∣∣∣∣∣∣
n∑

j=1

ai,jZj

∣∣∣∣∣∣ < t

 6= 0 doncþ

∀i ∈ [[1, n]]

∣∣∣∣∣∣
n∑

j=1

ai,jZj

∣∣∣∣∣∣ < t

 6= ∅.

Ilþ existeþ ω ∈

∀i ∈ [[1, n]]

∣∣∣∣∣∣
n∑

j=1

ai,jZj

∣∣∣∣∣∣ < t

 . Onþ disposeþ deþ Y = Z(ω) telþ queþ

∣∣∣∣∣∣
n∑

j=1

ai,jYj

∣∣∣∣∣∣ < t

doncþ d’unþ vecteurþ X ∈ {−1, 1}n telþ queþ |tXAY| < t enþ reprenantþ l’idéeþ duþ lemmeþ deþ laþ questionþ V.1þ (onþ remplaceþ leþ
majorantþ n parþ t).þ

Doncþ m(A) < t, cetteþ inégalitéþ étantþ vraieþ pourþ toutþ ε > 0, onþ obtientþ enþ faisantþ tendreþ ε versþ 0, m(A) 6
√

2n ln(2n)
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