Corrigé Math X-ESPCI PC 2017-18 M. Rezzouk / E. Lebeau (marc.rezzoukQfree.fr)

Partie |

1. card (M, ({—1,1}) = 27" et M, ({—1,1}) n'est pas un sous-espace vectoriel car il ne contient pas la matrice nulle.

2. Notons A = (a; ), on a pour (X,Y) € ({-1,1}")%, IXAY = Z @ jTY;j.
(i,4)€[1,n]?
Don |'’XAY|< > 1=n%
(i,7)€ll,n]?
Comme a; jx;y; est impair, IXAY = Z a; ;T;y; a méme parité que Z 1=n?
(i,5)€[1,n]? (i,5)€[1,n]?
donc pour n > 1, S(A) C {—n?,—n2+2,--- ,n? -2, n?} ¢ {-n?---,0,--- ,n?}.
Enfin, k € S(A) = 3(X,Y) € ({~1,1}")%, IXAY = k
Or —k =t (=X) AY donc —k € S(A).
3. Pour (X,Y) € ({—1,1}")%, IXBY = * ({CX) A (DY) et (‘CX,DY) € ({-1,1}")>.
donc S(B) C S(A).
Comme A = C7!BD! avec C~!,D~! diagonales ne contenant que des 1 et des —1, on a également S(A) C S(B).

4. ¢ S(I) = Z Tiyj = Z T Z Yi | | i, y; dans {~1,1}

(i,5)€[1,2]? i€[1,2] 1€[1,2]

Donc S(I) = {2 x 2,0, -2 x 2} =| {—4,0,4}

e Pour la matrice J, on trouve
'XJY = z1y1 + @ay1 + T1y2 — Taye =" XIY — 22275

donc S(J) C {r +2|r € S(D} U {r — 2|r € S(I)}. De plus, on sait que S(J) est inclus dans {—4,—2,0,2,4} donc
S(J) c {-2,2}.

Réciproquement, ’ensemble S(J) est symétrique et non vide donc | S(J) = {-2,2}

e Soit A € My({—1,1}). En agissant sur les lignes puis sur la deuxiéme colonne de A, on peut construire deux matrices

diagonales C et D a coefficients dans {—1,1} telles que CAD = <} i) avec € € {—1,1}.

Ainsi, S(A) = S (G i)) = { }:332’}4; iy

5. Comme dans le cas particulier de la question précédente :

REMARQUE PRELIMINAIRE A toute matrice A € 9, ({—1,1}), on peut construire deux matrices diagonales C et D
1 1 --- 1
N N 1
telles que A = CAD avec A =

. Qj,5
1
(puisque C agit sur les lignes et D sur les colonnes).
e (a) Hypothése n2 € S(A) = S(A).
I existe (X,Y) € ({—1,1}")% tel que 'XAY = Y~ a; ;&3 = n?.
(i,5)€L,n]?
Donc pour tout (i, ) € [1,n]?, a;;2:y; = 1 (cas d’égalité puisque |a;;7;7;| < 1).
En particulier 2171 = 1.
Quitte & échanger ()~(, \?) en (f)N(, f\?), !XAY restant invariant, on peut supposer Z; = g1 = 1.
Comme pour tout ¢ € [1,n], a;1 =a1;, =1,onaz;, =y =L

Donc, finalement, A= ( (1) > =XtYavecX=Y = t(1,---,1).

Or A = CAD done A = C7'AD"! = (¢IX) * (D71Y).

1l existe donc X = C™'X et Y = DY (& coefficients dans {—1,1}) tel que A = X *Y.
e (b) Hypothése A = X'Y.

Alors A est de rang 1 puisque Im A = Vect(X) avec X # 0.

e (c) Hypothése A est de rang 1.
Donc Im A = Vect(X) avec X # 0.
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En notant (e;) la base canonique, on définit y; tel que Ae; = y; X.
Il vient A =X 'Y avec Y = *(y1, -+ ,yn) # 0 (car A #0).
Comme A € M, ({—1,1}). On a z1y; = 1.

1
On peut choisir 1 = 1 quitte a remplager (X,Y) par (X7 x1Y> en ayant toujours A = X 'Y.
1

Ainsi, Y € ({—1,1})™ en regardant la premiére ligne de A puis X € ({—1,1})" en regardant la premiére colonne de A
(yl € {_171})'

On obtient donc (b).

e Il nous reste & montrer (b) = (a).

Hypothése A = X'Y. On a

EXAY = ||IX]|* - |[Y]|* = n? avec |-|| norme euclidienne canonique
donc n? € S(A).
6. Lemme pour (X,Y,X,Y) € ({-1,1})")*,
XY =XV & (X,Y) = (5& \?) ou (X,Y) = (5{, 4?)

(on reprend le méme raisonnement en regardant par exemple la premiére ligne et la premiére colonne).
Ainsi, pour compter les matrices A de la forme X 'Y, on compte les couples (X,Y) et on divise le total par deux.

card —1,11)")?
card S(A) = ((({ 21 " ) — 92n-1

2n?

22n—1 1 ("*1)2
La proportion dans 9, ({—1,1}) de matrices A telles que n* € S(A) est donc ——— = ()

Partie |l

A=A
Lop() =B (M) = L0 —an,
2
Posons (\) = p(A\) — % Onay/'(\) = % —detyP’(N) = ﬁ -1<o0.

Donc ¢’ est décroissante et s’annule en 0, donc 1 croit de —oo a 0 puis décroit jusqu’a +oo (concavité...),
donc pour tout A € R, (X)) < ¢(0) = 0, ce qui prouve le résultat demandé.

2. Pour t € R et A\ > 0, avec la stricte croissance de 'exponentielle, on a {Sg >t} = {ASy = At} = {5 > M} puis
P(Sk > t) =P (AS, = M) =P (e > ™)

1
< WE (e)‘s’“) inégalité de Markov, ek va. >0
e

/

e M (E (e)‘Ul))k par mutuelle indépandance + méme loi
exp (kp(A) — At).

NN

2
3. On a pour tout A > 0, P(Si > t) < exp (kp(A) — At) < exp <l€;\ — /\t>

On choisit le « meilleur » \.

kA? t
Posons U(\) = - = A.Ona¥'(N)=0& A= T

Pour t > 0, on choisit un tel A, on obtient

P (S, > t) < exp (‘1’ <Z>) e (_;Z)

4. Montrons que les C; ; sont mutuellement indépendantes.

Premiére étape : la loi de C; ; est uniforme sur {£1} carily a 27" =1 matrices A de M, ({—1,1}) telles que a; ; = 1.
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Deuxiéme étape : on trouve

Pl () {Cij=ai,}|= 2% = [ P(Ci;=ai)

I<i,gsn 1<i,jsn

car il y a exactement une matrice qui réalise ces n? égalités.
En conclusion, les variables aléatoires (z;y;C; ;); ; sont mutuellement indépendantes car z;y; n’est qu’une constante.
Par ailleurs C; ; et —C; ; ont méme loi d’oti le résultat.

5. Soit (X,Y) € ({—1,1}")>.
Utilisons la question 3) avec k =n? et Uy ~ Cy 1.

t2 3 t2
P (tXCY >t n3/2) < exp <_”> — exp (_”2)
n

Il vient comme (point cl¢) {M(C) = maxS(C) > tn®/?} = U {tXCY > tn3/%},
(X, Y)e({-1,1}3m)

i (M(C) >t n3/2) < S e (tXCY >t n3/2)
(XYV)e({—1.1}7)?

<12 t2
< 27" exp (_n2 ) = exp <— (2 —21112) n> .

t2
6. Soit € > 0. Posons ¢t = 2v/In2 + ¢ de sorte que bl >2In2

2
donc — (t2 - 21112) n < 0 donc P (M(C) > t-n®?) < 1.
Ainsi, P (M(C) < t-n3/2) # 0 donc {M(C) < t-n3/2} # 0.
Il existe w € {M(C) < t-n*?}. On dispose donc d'une matrice A = C(w) tel que M(A) < ¢ - n3/2

Donc M(n) = min  M(A) <t-n%? = (2\/ In2 -+ 5) n3/2.
Aem, ({1,1})

Cette inégalité étant vraie pour tout € > 0, on obtient en faisant tendre e vers 0, | M(n) < 2v/In 2n?/2

Partie Il

1. Fixons Y € {—1,1}"

Pour X € {—1,1}", {XAY = ) X; (AY), < ) _[(AY),| = ‘XAY
i=1 i=1
avec X tel que ()2) =1T; =sgn((AY),).

K2

n n n
Donc, le majorant étant atteint, ga(Y) = Z [(AY),| = Z Zai,jyj .
i=1 i=1 [j=1
2. Soit ¢ € [1,n] fixé.
Pour j € [1,n], posons Z; tel que Z; = a; 5 (223 — 1) de sorte que (i;) sont des v.a.i.i.d. de loi de Bernoulli
' 1<j<n

1 L .
de parameétre 3 (vues les hypotheéses sur Z). Ainsi ZZ; ~ PB(n,p). Ecrivons

Jj=1
E Zam-Zj =K Zam (2ai’jz§- — ai,j) =E 222; —n
j=1 j=1 j=1
"1 (n
=2 o ( k) |2k — n| par le théoréme de transfert
k=0
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En conclusion,

S
=)
>
S
||

n n n n
E E a; ;2| | = E E E a; ;75| | par linéarité de I’espérance
j=1 i=1 j=1

2";( > In — 2k|

3.3.a (n > 1 est fixé¢) Prouvons le résultat par récurrence sur m.

e Pour m =0, Z (n—2k) (}) =n=n(";"), OK.
k=0
e Soit m > 1. Supposons le résultat vrai au rang m — 1.

,é (n — 2k) (Z)

Il
M
L

8

|

o
=
PO
>~ 3
~—
_|_
£

|

N
2
N
3
N

Il
S
VRS
3 3
[
_
N———
_|_
=
|

[\}
z
7N
3

N———

I
VRS
3
3 |
N———
e
Q
=
3 +
N
3 3
I3
—_
N———
I
3
N
3 3
N———

1
3.b Remarquons que si n = 2k, 27(:) |2k — n| = 0 donc

" n n n
Z<k> n—2k = > <k> (n—2k)+ ) (k) In — 2k|.
k=0 2k<n 2k>n
De plus avec k' =n — k (donc n — 2k = 2k — n)

n n
> (k> In—2k= Y (k,> (n — 2k")
2k>n 2k'<n
Ainsi,
" n n
Z(k> In —2k| =2 Z(k> (n — 2k)
k=0 2k<n

n—1
= 2n< L n J ) grace a la question précédente
2

3

n 2

1
En conclusion, E [ga (Z 2—nk . ") In — 2k| = =T ([ J)
4. 4.a Remarquons que l'inégalité ga (Z) < M(A) est certaine, ce qui implique que E(ga(Z)) < M(A).
TL2 . TL2 n—1
Donc M(A) > T ([ J) donc M(n) = Aezmrgé?l,l})M(A) > F(L%J).

4.b Grace a Stirling, on sait que

2p
PR (v (B)) N
Distinguons suivant la parité de n.

_ p —
= (G - () = 0
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[N (2p)2 2p—1 1 3/2
D’ou 52p—T ( » ) ety 4 ;p
1
=2+1, (%) ~ 2% [ —
n p+ ) (p) p—rtoo o
. 2p+1)? 5, Ly
D’ou o (p) et 4 —p

Finalement, globalement,

Clat

A la question de la partie 6, la constante valait 2v/In2, on a bien 2v/In2 >

1

™

n

2

~
n—-+oo

(5)"

)

(enfin sans calculatrice, In2 ~ 0,7...)

1. Cours, une IPP donne I,, = n!

Partie IV

2. Trichons en partant du résultat pour rester naturel...

400 T
Posons J,, = / 14—

vn

(

vn

1°" changement de variable u =1+

Onaz=+n(u-—1)
+oo

On obtient J,, = e"\/ﬁ/ ue "du
0

2° changement de variable ¢ = nu

e"/n [t

=) the~tdt =
n

On obtient J,, =

d’ou le résultat.

Bien siir on aurait pu écrire directement x =

n
) e~ Vndg.

xT

Vn

-1

n
L,

2) vl

I

—+o0
NG \/n pour passer de /0 tre~tdt & J,.

2 Fx n—1
-1
3.3.a Lemme pour v €] — 1,0], In(1 + u) —u = —% + Ziu” par le critére spécial des séries alternées.
n
n=3
<0
Il vient pour = < 0,

1 2 2
t?1n (1 + f) —xt < —t2= (f) -z
t 2\t 2

3.b x > 0 est fixé. Suivons l'indication,

of B
a(t,x) =2tln (1 +
avec F(u) =2In(1 4+ u) — %
w2
On calcule F/'(u) = R <0.

i)

.(x>0ett>1,u:%>0).

Comme F’(0) = F(0) = 0, F est négative sur RT (et méme strictement négative sur 0, +o0|).

0
Donc a—{(t,m) <0 pourt>1donce f(t,z) < f(1,z) (t — f(t,x) est décroissante sur [1,+00[).

—+oo
14—

n

14—

avec gp 1 T — ( \/ﬁ

0 sinon

4. Ecrivons /
—Vn

) efm\/ﬁdx:/

n
) e~ V" pour z > —/n

—+oo
gn(z)dz

o0
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La suite de fonctions (g, )n>1 converge simplement sur R vers

g(z) = lim exp (nln (1+ w) _m\/ﬁ) — lim exp (F(vi2)) = exp (_9;2)

n—-+oo \/ﬁ n—+o00

Montrons que 'hypothése de domination est vérifiée (n > 1).
2
o Pour z € [—/n,0], 0 < g, (z) = exp (f(v/n,2)) <exp | — > (question 3)a))

o Pour z € [0, +o0], 0 < gn(z) = exp (f(y/n, 7)) < exp(f(1,7)) (question 3)b))
Dou 0 < gn(z) < (1+x)e ™.

En conclusion, pour tout n > 1,
2

e pour tout & < 0, 0 < g, () < exp (—a;) , intégrable sur | — oo, 0]

e pour tout x > 0, 0 < g,(x) < (14 x)e™?, intégrable sur [0, +00[
On applique alors le théoréme de convergence dominée sur chacun des intervalles | — 00, 0] et [0, +o0], ainsi,

400 T n 0 1‘2 +oo x2
lim (1 + ) e "Vl = / exp (—) dz —|—/ exp (—) dz
n—too J_ m vn oo 2 0 2
+0o 2
= / exp <—2> de = V2m

— 00

Avec I'égalité de la question 2), on retrouve I’équivalent de Stirling,
n\" Feo z \" n\"
nl=1, = (—) \/ﬁ/ 1+ =) e ™z ~ (7) 27
e —vn vn n—+oo \ e

Partie V

1. o Le vecteur Y est fixé.
Lemme (évident) soit (a,b) € Z? tel que |a| < n et |b| < n alors |a + b < n ou |a —b| < n.
Dit autrement, il existe des ¢; € {—1,1} tel que |e1a + 28] < n.
Par récurrence, si on a (z1,--- ,x,) € Z tel que pour tout ¢ € [1,p], |z;| < n alors il existe des ¢; € {—1,1} tel que
lerzr + -+ 4 epxp| < 1.
Pour tout ¢ € [1,n], |(AY);| < n. On dispose donc des ¢; tel que |e1(AY)1 + - - + €,(AY),| < n.
Posons X = (q,-+-,£,). On a ainsi ['XAY| < n.
On a donc montré que min {|'XAY| | X € {-1,1}"} < n.
e Comme S(A) est symétrique,

min(S(A) NN) =min (|s| | s € S(A))
D’ou

m(A) = min { min {|'XAY| | Xe{-1,1}"} | Ye{-1,1}" ) <n

<n

2
2. Soit £ > 0. Posons t = /2n1n(2n) + ¢ de sorte que 2n exp <2> <1
n

Introduisons une variable aléatoire uniforme Z comme a la question III.2).
Utilisons I'inégalité de Hoeffding établie a la question II)3), on a a i € [1,n] fixé,

n

n 2

t
P E ai7ij >t] < exp (—) ol Sn = E ai,ij
= 2n NI

—
J =U; de la partie II

n 2
t
De méme avec —S,,, P | — E a;;2; =2t | <exp <2n)’ donc, finalement,
j=1

2

” t
P Zlai’jzj 2 t < 26Xp (_Q’rl)
j=
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Il vient alors,
P 3 € [[17”] E aiJ’Zj 2 t g 2neXp (_2n) <1

j=1

Ainsi, P | Vi € [1,n] Zam-Zj <t | #0donc (Vi€ [1,n] Zai,jzj <ty #0.
j=1 j=1

Il existe w € ¢ Vi € [1,n] Zai,jzj <ty . On dispose de Y = Z(w) tel que Zai’ij <t
j=1 j=1

donc d’un vecteur X € {—1,1}" tel que ['XAY| < ¢ en reprenant I'idée du lemme de la question V.1 (on remplace le

majorant n par t).

Donc m(A) < t, cette inégalité étant vraie pour tout € > 0, on obtient en faisant tendre ¢ vers 0,

77

m(A) < v/2n1n(2n)




