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Centrale Maths 1 PC 2024 : corrigé

On distingue deux cas :

e Si aeN,alors Vk2>n+1,a, =0 . En particulier, pour tout réel, la suite (a,x"),., converge vers 0,

donc est bornée. Ainsi, R(z anx"j =+owosi aeN

e SiaegN,alors VneN,a, #0. On peut donc utiliser la régle de d’Alembert : pour n > o,

:|a—n|:n—a — 1. Donc R[Zanx”jzl si agN|
n+1 n+1 no+ -

a

n+l

| a

n

Pour xe]—R,R[, on sait que ianx" =(1+x)*

. On calcule

i)

1

2
EENS (2k-1) 1, (1

o o T e T e V) B

2n

[T
Donc @, =———— 1_ (- = 1_
2"(2n—-1)n! sz 2" (2n—-1n!

Soit x € |~1,1[ = ]—R,R[. On applique le résultat précédent pour o =

(_1)n+1 (2”')! — (_1)n+lbn .
n:

On conclut bien |[v1+x =Y (=1)""'b,x"
n=0

n—+o

On utilise la formule de Stirling : n! ~ 2n7 (nj .
e

| 2n 2n
Donc b, = — 1 (2n)! 211 Nanxr (2}1 Ej '
27" 2n=n! n! >==2"""p 2nx \ e n
D b ! ! >0
onc|b, ~ =
e dpdngr 20w

3 . 1
Comme —>1, z converge, donc an converge également (la suite | ————= esten
2 2n3/2 ’7[

1
32 ’
1 21 T n=0

effet a valeurs positives).

Des lors, Z(—l)””bn est absolument convergente, donc convergentel.

n=0

On prouve la convergence normale de la série de fonctions »_ (=1)""'b,x" sur [-11].

n=0

On note pour x € [—1,1] D f(0) =D X" Alors || £, =b

n

On a prouvé en Q4) que an converge.

n=0

Donc Z(— 1)""'h, x" converge normalement donc uniformément sur [—1, 1]

n=0




6)

7)

8)

9)

De plus, chaque £, est continue sur [~1,1]. Donc si on note S(x)= Y (-1)""b,x" pour x €[-1,1],

n=0
alors S est continue sur [~1,1]. Donc S(1) = lim S(x) = lim/1+x = V2

x<l1 x<l1

Donc |S(1) = i(—l)””bn -2

n=0

n +00
Avec le résultat de Q5), on sait que pour 7€ N, +/2 = Z(—l)k”bk +R, ,avec R = z Db, .
k=0 k=n+1
On cherche a utiliser la majoration du reste du théoréme spécial sur les séries alternées.

Pour ke N", on pose U, =(-1)"""b, . Pour ke N", b, >0, donc la suite ((—l)k”bk )k . est alternée.

OnavuenQ4)que b, ~ donc (b,) converge vers 0.

1
o 2n3/2\/; ?

Montrons que (b,),., est décroissante. On calcule pour 7 e N*

nzl

by _(2n+2)2n+1D)2n-1) _(2n-1) <1, donc b
b, ACn+D(n+1)?  2n+l) "

n

décroissante.

, donc la suite (b,),., = (

<lb

= |Zn+l

=b

n+l "

zﬁc (_ 1)k+1 bk

k=n+1

On a donc d’aprés le théoréme spécial sur les séries alternées : |Rn| =

. 1 .
Ainsi, |n3/2Rn| <n’?b,,.Or b, ~ ,donc n'’b,,, — et comme toute suite

e " st 2}’13/2 [ n—>+oo 2 [

. N 1
convergente est bornée, (nmRn) I’est aussi et |R, =v2 —Z(—l)k 'b, = O(Wj
n—+0n n

On montre par récurrence sur n € N H(n): « ¢, (a) est bien défini et ¢,(a) >0 ».
e H(0) est vraie.

e Soit n e Ntel que H(n)est vraie. Alors ¢,(a) #0, donc c,,,(a) est bien défini. De plus, comme

n+l

a
2 cn (a)

On a donc bien montré H(n) pour tout entier naturel 7.

¢,(a)>0,onabien ¢, (a)= l[cn (a)+ j >0.Donc H(n+1)est vraie.

2
Soit 7€ N. On calcule ¢, (a)’ —a= ( ; o (@ )]

Done ¢, (a)’ —a i[c (a)-2a+ : )J 4[0,,(61)—(:‘(;)) )

(cnz (a)— a)z .

Donc|c,,,(a)’ —a =

1
4c,’(a)

2
Donc pour n>1 ¢,(a)’ —a>0.0nadonc c,(a)’ 2(\/5) .

Comme c,(a)>0 et a e R, , onconclut que sin>1, alors

_ .2
On calcule pour n>1 : ¢,,,(a)—c,(a) = 1 —c,(a)+ a_ |- 1fazc (@ <0 puisque ¢, (a)* >a.
2 c,(a)) 2 ¢, (a)

Donc la suite (cn (a))n>1 est décroissante et minorée par Ja .

Donc (c,(a))est convergente et tend vers une limite ¢ > Ja.



R e 1 a a ., ..
En passant a la limite, il vient ¢ = 5 c+—|,donc ¢ =—, puis ¢~ =a et comme c est positive, on a
c c

nécessairement ¢ = \/; .

ne

Donc ‘(cn (a)) \ converge vers Ja ‘

10) On sait que ¢,(2) = %(1 + %J ,donc|c (2) = %

L
4c, 2(2)

De plus, si n e N, il vient avec Q8) : ¢,(2)’ =2 = (CHZ 2)- 2)2 .

n-1

2
On montre par récurrence sur ne N° H(n): « ¢,(2)* =2 < 8(%) N

1 8
e H(l)estvraiecar ¢ (2> —2=—<—.
@ (2) 1532

e Soit ne N tel que H(n) est vraie. Alors ¢,,,(2)° -2 =

Py (c;@-2) .

2!171
Avec Q8), on sait que ¢, (2) > V2 ,donc que 0<¢,(2)° -2< 8[%)

n-1

1 1 , > (1Y
Ainsi, ——<— et 0<(c,(2)-2) <8 —
4¢2(2) " 8 32

n

o
Donc ¢, (2)* -2 < S(é] et H(n+1)est vraie.

n-1

2
On a donc bien montré ¢, (2)* -2 < 8(3%) pour tout entier naturel n e N'|,

mel
Dés lors, il vient pour ne N : (Cn 2 —ﬁ)(cn 2)+ \/5) < 8(3%) , donc comme ¢, (2) > V2 ,ona

¢, (2)+V2>1 et OSCW(Z)—ﬁgg(%j

2”,|
Ainsi, (32)2”7I (cn 2) —\/5) est bornée, et on a bien |2 =6 2)+ O[(SLZJ ]

1 1 21 )
11) Onnote U, ==z et =(§j = exp(—(2" ~1)In(32)) . Donc

5—"” =n"" exp(-(2" -1)In(32)) = exp(—(2" ~1)In(32) +%ln(n)j =32exp (—2" (In(32) —% lnz(f)j .

n—+0o " 5

4 . e 4
Donc — — 0. |C’est donc la suite (V ): [( ! J ] qui converge le plus vite vers 0.

2”,|
12) Ona vu grice a Q10) que 0<¢,(2) -2< 8(3%) . On veut une valeur approchée de c,(2)a 107"

pres. 11 suffit pour cela d’avoir

2!171
8[%) <107 & In(2*) - 2" In(2°) < ~10(In5+1n2) < 5.2"" In(2) > 131n(2) +101In(5) .

Ceci équivaut a n >

1 1n{131n(2)+101n(5)J+1
In(2) 5In(2)



On peut donc écrire le programme suivant :

import math as math

n = math.floor
[ log(2) [ S5log(2)

1310g(2) +1010g(5)J+ 2]

c=1
for k in range (n) :
C:(I/Z)*(c+2/c)

return (c)

13) Les éléments de O(2) sont les matrices de rotations de la forme et les symétries

R = cos(@) —sin(0)
7 {sin(@) cos(0)

de la forme|S, :( L avec 0 €[0,27] (ou O eR).

cos(6) sin(H)
sin(@) —cos(6)

14) Soit O € [0, 27[] (ou @eR). Oncalcule S,” =1, (ce qui n’est pas surprenant pour une symétrie), et

cos(20) —sin(26) ) cos20 =1 0=0[r]
. .Donc R,)" =1, &< | = .
sin(20) cos(20) sin26 =0 0=0[x/2]

Donc R>=1,< R, =1, ouR, =—I,

R92 =R,R, =R, :(

cos(@) sin(6) ] DR
0 ¢

Les ¢éléments de O(2) qui sont racines carrées de /, sont/,,—/I,etles S, =| |
sin(€) —cos(6)

‘Il y a donc une infinité de racines carrées de /, dans O(2), donc a fortiori dans M, (R) |

15) Soit A€ S, (R). Alors :

[4e5;(R) & Sp(A) R,

16) Soit M e S (R) . Alors par théoréme spectral, elle est diagonalisable sur R et il existe une matrice
D = diag (d,,...d,), P € GL,(R) tellesque M =PDP" =PDP"
On sait alors que Sp(M)=Sp(D)cR, .
Donc on pose A = diag(JdT,..,@) et B=PAP" =PAP".
Ilvient B> =PA’P"' =M .
De plus, B = PAP" =B, donc B est symétrique réelle.
En outre, Sp(B) = {\/d_l,,\/Z} cR,,donc BeS, (R) .

On a bien prouvé existence de B e S (R)telle que B> =M |

17) Question nettement plus difficile et presque introuvable pour ceux qui ne 1’ont pas déja vue.
On suppose qu’il existe une autre matrice C € S (R) telle que C*> =M .

Alors CM = MC = C*. On note ¢, m canoniquement associées respectivement a Ceta M .
On a donc com =moc , donc les sous-espaces propres de m sont stables par c.
Or M est diagonalisable (car symétrique réelle), et . g—D( )Ed (m)=R".
eSp(m
Pour d € Sp(m), on note c, ’endomorphisme induit par ¢ sur E,(m) .

Comme CeS q* (R) , cest diagonalisable, donc ¢, I’est aussi, et sa matrice dans une certaine base de

E,(m) est C, =diag(a,,....a,), avec j=dim(E,(m)).



Comme C* =M , on sait que coc=m etpour x e E,(m), c, oc,(x) =m(x) = dx .

Donc C? =diag(a’,...a’)=d I, et a’ =..=a’ =d.

Comme C e S (R),avec Q15), Sp(C)cR, .

Orsi a € Sp(c,), il existe x =0, tel que ¢,(x) =ax, donc c(x)=axet aeSp(C)cR, .

Donc Sp(C,) =R, etcomme o’ =...=a;’ =d ,ilvient ¢, =...=a, =d .

Donc nécessairement, ¢, = c; (,,, =Vd 1d |

Des lors, si Sp(M)={d,,...d,}, et x=x +..+x, eéEdk (m)=R", avec pour k €[L¢], x, ek, (m),

alors nécessairement c(x) = 4/d, x, +...+,/d,x, .
c est donc déterminé de maniére unique, et C est nécessairement la matrice de ¢ dans la base canonique
de R“.|0On a donc bien I’unicité de C A (R) telle que C* =M ‘

18) On montre par récurrence sur n € N

H(n): « M, estbien définie et M, :Pdiag(cn(ﬂl),..,cn(/lq))PT».

e H(0) est vraie car diag(c, (ﬂl ),..,CO (ﬂq )) =1 ,et M,= PIqPT =1, car PeO(q).
e Soit neNtel que H(n)est vraie. Alors d’aprés Q7), V) €[L¢]c, (ﬂ.j) >0, donc
M, = Pdiag(cn (/1l ),..,cn (/Iq ))PT est inversible et M, est bien définie.

De plus, M”’1 = Pdiag [ﬁ,,ﬁ] P (avec P" = P'puisque P O(q))
Donc MM ' = Pdiag A . 4 P!
" c¢,(4) e (4,)

L 2 A -
DOHC Mn+1 :EPdlag[Cn (il)"'m’"’c" (1‘1)+T;QI)JP 1.

n

Donc M, :Pdiag(cm(ﬂl),..,cm(ﬂq ))PT et H(n+1)est vraie.

‘On a donc bien prouvé H(n) pour tout n e N ‘

19) L’application ¥ : N — P N P est linéaire en dimension finie, donc continue.
Onnote pour neN : D, =diag (cn (ll ),..,cn (ﬂq )) . Cette suite de matrices converge coefficient par
coefficient vers A = diag (\/Z,.., \/Z) d’apreés Q9.
Donc|M, = PD,P" =¥ (D,) - ¥(A)=PAP' = M

20) Comme f'est continue sur / et qu’elle ne s’annule pas, d’apres le théoréeme des valeurs intermédiaires,
ona Vxel, f'(x)>00u Vxel, f'(x)<0 (si f'prenaitune valeur positive et une valeur négative,

elle s’annulerait forcément par continuité).

Donc f est strictement monotone sur / eq f s’annule au plus une fois sur / ‘

21) |f '| et |f" | sont des fonctions continues sur le segment J, = [c— r,c+ r] . Par théoréme des bornes

atteintes, elles admettent toutes deux un minimum et un maximum sur J, .



22)

23)

24)

Donc s, = sup|f"| = m}ax|f"| eti = ir/1f|f'| = Ir}in|f'| existent bien|.

De plus, comme | f ‘| ne s’annule pas, son minimum sur J, = [c —-r,c+ r] est strictement positif.

On fixe 7, > 0tel que J, :[c—rg,c+r0]cl.
. _ " . . 1| .
On a alors pour r <7, : J, < J, ,donc s, —mjax|f |Ssr0 et i —n}1n|f|21,0.

Donc K, = ;f <K, .Donc 0<rK, <rK, .
i

»

Or rK, — 0, donc par définition de limite, pour » >0 assez petit, ona 0 <rK <rK, <1.
r—0

Donc ‘il existe r >0tel que 0<7K, < 1|

On applique P’inégalité de Taylor Lagrange a I’ordre n=1 entre a =c, et b=c . La fonction f est

effet de classe C>. On obtient |f(c) —f(c,)—(c—=c,)f'(c,)

1 2
<—s(c—c,))" .
2 r( 71)

Or ¢, =¢, —%,donc c=6py=c—c, +%et (c=¢,0) Fe) =(c=e,) e+ 1(6,).
Donc en remplacant, comme f(c) =0 : |(c —c,.)f'(c) < %sr (c-c,).
Donc |c—cn+1| Smsr(C’—C’j)z < ;—lfr(c—cn)2 .

2

c —c|SKV|c—cn

On a donc bien

n+l

<lr.

Cout —c| < (Kr |c—cn|)|c—cn

De¢s lors, comme ¢, € J, , il vient |c—cn| <r.Donc

Donc|c,,, €J, ={xeR,|x—c|S r}

On procede par récurrence sur n € N et on prouve

S(I(VCI<;CO|)ZH»'

»

Hm): «c,ed, et |c—cn

e  H(0)estvraie car ¢, €J, et |c—c0|£|c—co|.

. . (Ky C—CO|)2”
e Soit n e Ntel que H(n)est vraie. Alors ¢, € J, et |c—cn| < z
(K c—¢ |)2”’2 r
Donc avec Q23), c,,, € J, et |c,,, —¢| < K, ~— I —
znﬂ
K —
Donc |c,, —c|S( )
KV
Donc H(n +1) est vraie.
) (K, c—c0|)2”
On a donc bien prouvé |c - cn| < z pour tout n € N|.

Sic¢,eJ,,onadonc 0<K, |c—co| <K,r<1, donc par encadrement, c—c, — 0 et
n—>+0 n—+o



25)

26)

27)

28)

29)

On écrit la procédure demandeée :

def newton (c0, f,df) :
c=c0
for k in range (50) :
c= c—(f(c)/df(c))
if abs(f(c)) <10**(-10) :
return (¢)

return (' None')

Soit x € C une racine de P'. On procéde par I’absurde et on suppose que M — ul, n’est pas inversible.
Alors ueSp(M)= {21,...,ls} , donc u est aussi racine de P .

C’est absurde car toutes les racines de P sont de multiplicité 1, alors que comme P(u)=P'(u)=0, u

est racine d’ordre au moins 2 de P .
Donc ‘M —ul est inversible.‘

De plus, P(X):H(X—ll.):X*' +0,avec deg(Q)<s.Donc P(X)=sX""+Q'

i=1

s—1

On décompose P'en produit de facteurs irréductibles dans (C[X ] : P'= sH (X — ), ou les racines
i=1

.., 4., de P'ne sont nécessairement distinctes.

On utilise que si P,QeC [X ],PQ(M )= P(M)Q(M) que I’on généralise au produit de plusieurs

polyndmes (cela se prouverait par récurrence).

s—1
Alors |P'(M) = sH (M — 1) est inversible par produit de matrices inversibles,| avec s € N".

i=1

On sait que y,, = H(X —A,)% , avec pour i € l[l,s]] , 1< o, =mult(4,,P).

i=1

Comme deg(;(M):q, on sait que iai =gq ,donc Vieﬂl,s]],a, <gq

i=1

Dés lors, P* = [ (X = 2) " [](X =) = 2, [J(X = 2)" et
i=1

i=1 i=1

On a done (PM))' = P*(M) = 7, (M)] [ ~4,1,)

i=1

D’apres le théoréme de Cayley-Hamilton, on conclut (P(M))" =0.

Donc ‘P(M ) est nilpotente‘.

On admet qu’il existe B, € (C[M],P(Mn) = P(M)" B, .
Or (P(M))" =0avec Q27), etil existe peN,Vn>p,2" 2q.

Doncsi n>p, P(M,)=P(M)"P(M)" B, =0.
Onadoncpour n2p : M,,, =M, . ‘Donc (M) est stationnairel.

On procede par récurrence sur n € N et on prouve



Hn): « MM, =M M ».

e  H(0)estvraiecar M, =M

e Soit n e Ntel que H(n)est vraie.
Alors MM, = MM, —M P(M )P'(M,)”" et M,, M =M M —P(M,)P(M,)" M .
Il reste & montrer que M P(M,)P'(M,)" = P(M,)P'(M,)"' M .

P(Mn):li[(Mn A1) MM, =241)..(M, =41 )=M, -4 MM, -41)..(M,—Al1).

On obtient donc M P(M,)=P(M )M .

Enfin, M P'(M,)" =P'(M,)"'M < P'(M,)M =M P'(M,) en multipliant par P'(M,) des deux
cotés. Or on a bien P'(M )M =M P'(M,) (méme preuve que pour M P(M,)=P(M M ).
Donc on abien M P(M,)P'(M,)" = P(M,)P'(M,)"' M et MM,,, =M, M

Donc H(n +1) est vraie.

‘On a donc bien prouvé Vne N, MM, =M M |

30) Soit 4= lim M.
On sait d’apreés Q28) que (M) est stationnaire : il existe p e N,Vn> p,P(M,)=0.
Onaalorspour n>p : M, =M, , = A (les termes d’une suite stationnaire sont égaux a sa limite a

partir d’un certain rang). Donc P(4) =0 et P est scindé a racines simples.

Donc | 4 annule un polyndme scindé a racines simples et A est diagonalisablé.

31) Onnote N=M —A.Alors AN = AM — 4*.
Orpour ne N, d’aprés Q29), MM, = M M . En particulier, MM, =M,M, donc comme M,=4, il

vient AM = MA, donc

-l p-l p-1 ]
On calcule alors Y (M, —M,)==> P(M,)P'(M,)" ==> P(M)* B.P'(M,)".
k=0 k= k=0

p-l .
Il vientdonc A—M =M, —-M = P(M) —%P(M)z IB,(P'(Mk)lj, donc N =P(M)Q, avec

-l .
O=-) P(M)* 'B.P'(M,)" . Deplus, P(M)commute avec M , donc avec B, e C[M].

k=0
Enoutre, M P'(M,)"' =P'(M,)"'M < P'(M,)M =M P'(M,) , ce qui est vrai car d’aprés Q29), M
et M, commutent. Donc P(M') commute avec P'(M, ).
Dés lors, P(M)Q =QP(M), et N =(P(M)Q)" =(P(M))' (Q)" =0 d’aprés Q27).
|D0nc N?=0 et Nest nilpotente|.

9
32) On utilise I’indication : on sait que +1+x =, R ()+o (x") ,avec | R (x) = 2 a, x* len reprenant les
X k=0

k-1 l
notations du début du probléme, c’est-a-dire |a, = FH(E —1i j .

2g
Alors soit P=(1+X)-R*(X)=) ¢, X" eR[X].
k=0
Soit m = min{k € [[O,Zd]],ck # 0} (m existe car on n’a pas R (X)=0puisque X“ne divise pas 1+X .
2 m
Alors P(x)=(1+x)-R, (x) = c,x

De plus, P(x)=(1+x)-R>(x)= (\/1 +x—R, (x))(«/l Tx+R, (x)) .



Donc P(x) = o(x?) et m—>O.Or P ¢, x"*, donc m>gq.
x>0 x? x>0 x4 x>0 "

En particulier, P=(1+X)~R*(X)= X3 ¢, X* , donc |7 divise (1+X) - R *(X) |
k=1

gq-1
. . _ k
On aurait aussi pu prendre Rq (x)= ;akx .
=0

33) Soit Ne M, ((C) une matrice nilpotente, vérifiant N* =0 pour k € N". Alors Sp(N) = {O} (en effet, si
AeSp(M) et X #0,on doit avoir N*X = 1*X , donc nécessairement A =0, et y, est scindé dans
C [X ] , donc N posséde nécessairement une valeur propre au moins).
Donc avec Cayley-Hamilton, y, (N)=N?=0.
Des lors, 1, +N—R‘,(N)2 =N’S ,avec SeM, ((C) .
Comme N’ =0, R,,(N)z =[ +N.

Une racine carrée de I, + N est donc R (N) ‘

34) M est trigonalisable dans M (R) donc ses valeurs propres sont réelles et P(X) = H(X -A4)€ IR[X ] .

i=1

Des lors, on peut prouver par récurrence que pour tout entier naturel n, M, € M, (R).
En effet,si M, e M, (R), P(M,) eM, (R) et P'(Mn)qu (R) car P'e R[X].
Puis P'(M, ) est inversible dans M, (R)en reprenant le raisonnement de Q26).

Or on sait avec Q28) que A=M ,,avec Vn>p,M, =M,k =4.
Donc‘Aqu(R) et N:M—Aqu(R)‘

De plus, on a toujours P(4)=P(M,)=0,¢et Pe R[X] .

Donc A annule une polynéme scindé a racines simples dans ]R[X ] ‘ A est diagonalisable dans M (R)‘

35) On vient de prouver que P(4)=P(M,)=0,avec P(X)= H(X—/ll.).
i=1
Les valeurs propres de 4 sont alors parmi les racines de P, c’est-a-dire les valeurs propres de M .
Donc |Sp(A)  Sp(M) c R,

36) On sait que 4 est diagonalisable sur R et qu’il existe une matrice D = diag (d,,..,d,), P € GL, (R)
telles que 4=PDP™
On sait alors que Sp(A4) =Sp(D) = {dl,..,dq} cR.
Donc on pose A = diag(\/z,..,\/g) et A'=PAP".
Il vient (4"’ = PA> P™' = A. On a ainsi trouvé une racine carrée de 4 ( mais plus forcément la seule
ici).
Onpose alors 4, =1, etpour neN, 4, = %(Aﬂ + AA;‘) (méthode de Héron d’Alexandrie).
De méme qu’en Q18, on montre par récurrence sur n € N que 4, est bien définie et que pour tout

entier n, 4, = Pdiag(cn (dl),..,c” (dq ))P’1.|Alors (4,) converge vers A'|.

On sait que Sp(4) =R’ , donc A4 est inversible.
Alors M = A+N = A(Iq + A’IN) .Oravec Q31), AN =NA,donc A4'N=NA".



Donc (A’IN)q = (A’l )q (N)q =0 et 4A"'N est nilpotente et d’aprés Q33), R, (A7'N) est une racine
carrée de 1, + A'N

On pose Vérifions que C* =M .

Il suffit pour cela de justifier que A'et R, (4”'N) commutent.

Comme R, (A7'N) est un polynome en A~'N, il suffit de prouver que A'(A’IN) = (A’IN)A’ .

On a tout d’abord A4'= (A"’ = A'A, donc en multipliant & droite et & gauche par A", on a
directement A(4")"' =(4")"4.Donc A4'(4'N)=4"(4'N).

Il reste 2 montrer que A'N = NA'.

Onsaitque A=PDP™' etque A'=PAP™", o0 A= diag(\/d_l,..,\/Z) et D =diag(d,,...d,)

On note a,a',n canoniquement associés respectivement & 4, 4", N . On note B la base canonique de
R? et B, une base de vecteurs propres de a de R telle que P soit la matrice de passage de B a B,.
La matrice de a dans la base B, estalors D, et celle de a'estalors A.

Sid e Sp(D)c R’ ,etque E,(a)= Vect(e,,...e;), alors E (a") =Vect(e,,...e;) = E,(a)

Si u est un vecteur de B, , on prend d > 0tel que a(u)=duet a'(u) = Jdu

On sait d’apreés Q31) que AN = NA, donc aen=noa.

Donc les sous-espaces propres de a sont stables par n et comme u € E,(a), n(u)e E,(a)=E 7 (a")
Dés lors, a'on(u) = \/En(u) = n(\/gu) =noa'(u).

Donc a'on et noa'coincident sur la base B,, donc onabien 4'N =NA'.

Dés lors, A'etR (A N) commutent et C> = (A" (R (4" N)) = A(1, + 4" N)=M

Donc|C=A4'R, (A7'N) est une racine carrée de M ‘
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