Corrigé Centrale Math 1 2024 - PC

Corrigé Centrale Math 1 2024 - PC

I Quelques approximations de V2.

I.A- Via un développement en série entiére.

Q1. SiaelN ,alors Vnza+1,a,=0.]Donc R = +oo.

Sia¢IN ,alors VnelN, a, =0 et nsl _ a_;L.Donc lim

an n+ n—>+oo

Gp+1

=1. IAinsi R=1.

anp

+00
Q 2. [Vze]-R,R[, ) anz"=(1+x)"
n=0

1 +o00o
Q 3. D’aprés la question précédente avec o = 2’ Vit+ax= Z anx™ avec ag =1 et
n=0

—k)

[ I

n-1
1L
n!

T (<26 +1)
k=0

27n)!
(-1 T (2 - 1)(2k)

k=1

2npl 2n=1(n - 1)!
(-D)™ 1 (2n-2)!(2n-1)(2n)
2npl 2n=1(n-1)1(2n-1)(2n)

(1) (2n)!
22n (21 — 1) (n!)2

Et Vne N, a,

+00
Ainsi z €] - 1,1[, V1+a= > (-1)"""b,z™.
n=0

/272 2 2n 2n
Q 4. o D’aprés la formule de Stirling, b, ~ m2n (2n)""e . _
n—>+00 22"(2n _ 1)62n(. /27rn) n2n
1
Donc b, ~ ———p.
n—>+oo 2\/7_-( n§

3 1
o Or 3 > 1. Donc Z —3j5 converge. Et par critére de négligeabilité (b, > 0), Z b, converge.
nx1 n nx1
IAinsi la série Y. (=1)"*'b,, converge absolument.
nelN

Q 5. o Vae[-1,1], [(-1)""'bua™| < by. ou encore || B, |51 < by, ot By, s —> (=1)" b, 2".
Or la série Z b, converge et ne dépend pas de x.
n>1

IDonc Z By converge normalement donc uniformément sur [-1,1].
nelN

¢ Comme Vn € IN, 3, est une fonction continue sur [-1,1] et que Z Brn converge uniformément sur
n>1
[-1,1], la fonction )’ S, est continue sur [-1,1].

n>1

Or z —> V1 +z est continue sur [-1,1].
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+o00
Donc Vz e [-1,1], > (-1)""'b,a” = V1 + .
n=0

+o00
En particulier Y (-1)"*'b,, = V2.
n=0
n +00
Q 6. o Remarquons que vV2- > (-1)**1b, = 5 (~1)"p.
k=0 k=n+1
o e YnelN, b, >0. Donc la série Y. (-1)""'b,, est une série alternée.
n20
brs1 (2(n+1))! 227 (2n - 1)(n!)? 2(n+1)(2n+1)(2n-1) 2n-1
o VnelN, = = = .
b, 22(+1)(2(n+1)-1)((n+1)!)2 (2n)! 4(2n+1)(n+1)2 2(n+1)
Donc Vn e IV, et by, > 0. Donc la suite (by,)ns0 est décroissante.
D’apres 1 tion Q4, b ! D lim b, =0
. ~ =0.
aprés la question Q4, b, =~ NG onc lim by,
+o0
Ainsi d’aprés le critére des séries alternées, Vn € IV, Z (—l)k“b;C <bpat.
k=n+1

o D’aprés la question Q4, b, Donc la suite (n3/ 2b")n> , est bornée.

1
n;laa Qx/%n3ﬁy
+00
Donc la suite (n3/2 > (—1)k+1bk) est bornée.

k=n+1

0 1
B _ _1\k+1
s V3= S 0er 0 ()

I.B- Via la méthode de Héron d’Alexandrie.
Q 7. I Par définition co(a) = 1. Donc cg(a) est bien définie et cy(a) > 0.

H Soit n un entier naturel. Supposons que ¢, (a) est bien défini et que ¢,(a) > 0.

1
Par définition de la suite ¢,+1(a) = = | en(a) + a
2 cn(a)

Comme ¢, (a) >0 et que a 20, ¢pe1(a) > 0.
I Alinsi pour tout n € IN, ¢, (a) est bien défini et ¢, (a) > 0.

Q 8. ¢ Soit n un entier naturel.

cn+1(a)2 -a =

o Alors Yn e IN, c,.1(a)? —a >0 ou encore c,y1(a)? > a.
Par croissance de la fonction racine carrée sur IR, (cpi1(a) > 0), cay1(a) > Va.

(cn(a)® - a)2 et Vn>1, c,(a) > Va.

Ainsi Vn e IN, cpi1(a)’—a=

1
4c,(a)?

cn(a) 2¢n(a)
Or d’aprés la question précédente, ¢, (a)? —a > 0. Donc ¢,.1(a) - c,(a) <0.
Ainsi la suite (¢, (a))ns0 est décroissante.

Q 9. o Soit n un entier naturel. ¢,,1(a) - c,(a) = % ( a cn(a)) N (a- cn(a)z).

. Comme ¢, (a) # 0, cny1(a) est bien défini.

o D’aprés la question précédente la suite (¢,,(a))nso0 est minorée. Donc la suite (c,(a))ns0 converge.

Notons ¢ sa limite.
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1
o { vérifie £ = 3 (€+ %) ou encore 20 = (* + a. Donc £ = \/a (car £ > 0).

Ainsi (¢, (a))nen converge vers v/a.

2 3

Q 10. o 01(2):%(“]):5'

<

9 1 127 1 1\
(I)c1(2)2—2:1—2=1et8(§) :Z.Doncc1(2)2—2<8(§) .

1 271—1
(H) Soit n un entier naturel non nul. Supposons que ¢, (2)* -2 <8 (3—2) .

(cn(2)2 - 2)2 et ¢p(a) > V2.

D’aprés 1 tion 8, ¢ps1(2)?-2= ————
aprés la question 8, ¢,41(2) 10 (0

1 1Y 1oo( 1)
Donc ¢p,1(2)% -2< 5 |8 (—) ou encore ¢,,1(2)*-2< = 82 (—) .
42 32 8 \32

2n—1

1
| Ainsi par le principe de récurrence, Vn € IN*, ¢, (2)? -2<8 ( 32)

2%—1

8 1\ 1
o Alors Vne IN*, 0< cp(2 —ﬂgi(—) <4\/§(—) . car ¢, (2) > 0.
@ cn(2) +/2 \ 32 32 ()

Donc V2 = ¢,(2) +né’rw ((?)12)2"1).

I.C- Comparaison des différentes approximations de /2 : vitesses de convergence.

Q 11. »*? (312)2"1 = exp (g In(n) - 2" 111(32)) =exp (2"1 (21;52) - ln(32))).

1>
Donc lim nS/Z(—) =0.
n—+oo 32

1y . 1
La suite ((32) ) converge plus vite vers 0 que (W)

1 2n—1
Q 12. ¢,(2) est une valeur approchée de V2 a 1071° quand 4(5) <1070,

1y 201n(5) - 25In(2
Or 4\/5(*) <1070 = ot In(32) < _10111(10)_? In(2) < (n—-1)In(2) > In 0ln(5) - 251n(2) .
32 2 21n(32)
1 41 -5 In(2
Donc ¢,,(2) est une valeur approchée de v/2 a 107 quand n > 1 + In n(5) -5 In(2) i
In(2) 21n(2)

inport math as math
n=math.ceil (1/log(2)*log ((4*log(5)-5*xlog(2))/(2*x1log(2)))+2
c=1
for k in range (n):
c=1/2x(c+2/c)
print (c)

II Racine carrée d’une matrice symétrique positive.

II.A- Racines carrées de la matrice 5.

Q 13.
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Théoréme. 0.1:

Soit f e O(IR?).
Alors la matrice de f dans une base orthonormée de IR? est de I'une des formes suivantes :

(0) —sin(6) (6)  sin(0)
R(®) = (Z?§<a> cos(6) ) ou 5(9) = (:?s(e) —Scos(O))’ avec 0 € It

Q 14. Soit A une matrice de O(2) telle que A* = Is.

g i} _[cos(9) —sin(6) _[cos(8) sin(6)
Alors il existe un réel 0 tel que A = (sin(@) cos(0) ou A= sin(6) —cos(8)

Si A cos(f) —sin(9) alors A2 - cos?(0) —sin?(0)  —2sin(6) cos(h) _ [cos(20) -sin(20)
sin(f) cos(9) |’ 2sin(f) cos(0)  cos®(f) - sin*(0) sin(20)  cos(20) |’
Donc A% = I, si et seulement s'il existe un entier relatif & tel que 20 = 2kx; ou encore A? = I, si et
seulement s’il existe un entier relatif k£ tel que 6 = km ou encore A = I ou A =—1Is.

. 1 [cos(8) sin(0) alors A2 cos?(6) +sin®(0) 0 B
S‘A‘(Sin(e) —cos(e))’ lors A ‘( 0 c052(9)+sin2(9))_12'

Donc les racines carrées de I éléments de O(2) sont les matrices I, —I5 et les matrices de la forme

(cos(@) sin(0)

Salll) —as( 9)) Il ya donc une infinité de matrices racines de I5.

I1.B- Existence et unicité d’une racine carrée symétrique positive.

Q 15.

Théoréme. 0.2: Caractérisation spectrale

Soit M une matrice symétrique de ., (IR).
M €S, (R) si et seulement si Sp(M) c R,

Q 16. Soit M e/ (R).
Il existe alors une matrice P orthogonale et une matrice D diagonale telles que M = PDPT.
Notons D = diag(dy, -, dq).

Comme M est positive, Vi € [1,¢], d; > 0. Posons alors ¢; = \/d_z et A = diag(dy,+,d,) et enfin B = PAPT.
Alors B € #}(IR) et B* = PAPTPAP" = M.

Ainsi B = PAP" vérifie bien que B ¢ ., (RR) et B> = M

Q 17. Notons C une matrice de .%, (IR) telle que C?=M.
Notons Ag, -, As les valeurs propres deux a deux distinctes de C.

Alors Vi e [1,s], VX € Ker(C - \1,), C2X = A?X. Donc Vi € [1, 5], Ker(C - \;I,) c Ker(M - A\21,).

<

o Or C est symétrique réelle, donc diagonalisable. Alors g = Z dimKer(C - \; 1d).
i=1

Alors ¢ < Y dim Ker(M - X?1d).

s
i=1

<

Vie[1,s], A > 0. Donc {\?,---,A\?} contient s valeurs propres de M deux a deux distinctes.
Donc les sous-espaces propres Ker (M —)\?Iq) sont en somme directe, alors Z dim Ker(M - ?1d) < q.
i=1
Ainsi g = Z dimKer(M - A7 1d) et Vi € [1,s], Ker(C - \;1,) = Ker(M - \?1,).
i=1
Or d’aprés I'expression obtenue de B Vi € [1,s], Ker(M — \?1,) = Ker(B - \;1,).
Alors Vi e [1,s], Ker(C - X\;I,) = Ker(B - \;1,).
Or B et C sont diagonalisables. Donc B = C.

I Ainsi B est la seule racine carrée de M appartenant a Y;(R).

<
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I1.C- Une méthode de Héron d’Alexandrie matricielle.
Q 18. (I) My est bien définie et My =1, = P diag(co()\l), ---,co()\n))PT, car Ya € IR, co(a) = 1.

(H) Soit n un entier naturel. Supposons que M,, est bien définie et que M,, = P diag(cn()\l )yenns cn()\q))PT
Comme Ya € Ry, ¢,(a) >0, M, est inversible. Donc M,,,; est bien définie.

Et My, = %(P diag(cn (A1), -+ en(Ag))PT+ M (P diag(cn()\l),~--,cn()\q))PT)_1)
_ Yp . T ; P di LI T
= 2( dlag en(A),- ,cn()\q))P + P diag(A,+, A\g)P' P dlag(cn(/\l), ,cn()\q))P )
- Yp dia (cn(A1), cn(Ng))PT + P dia AL PT
2 (7R lean) " eh)

. (1 1
= P diag (2(cn()\1)+ n()\)) g

= P diag(cn+1(>\1), - cn+1()‘q))

Aq T
(Cn()\Q) ’ cn(Ag) )) r

I Ainsi pour tout n € IN, M,, est bien définie et M,, = P diag(cn()\l), .. .,cn()\q))PT

Q 19. Remarquons que nl_i)rfloodiag (en(A1)s- .- en(Ng)) = diag(V/ A1, ...,/ Ag)-
Or P ne dépend pas de n. Donc lim M, = P diag(\/)\l,...,\/)\q) PT =

n—+o00

I Ainsi la suite (M, )peny converge vers vV M.

III Méthode de Newton numérique.

II1.A- Convergence de la méthode de Newton.

Q 20. Comme f’ est continue sur I et que f’ ne s’annule pas sur I, f’ est de signe constant. Donc f est strictement
monotone sur /.
I Ainsi f s’annule au plus une fois sur 1.

Q 21. f7 est continue sur le segment .J,.. Donc f” est bornée sur .J, et atteint ses bornes. I Ainsi s, est bien définie.

f' est continue sur le segment .J,.. Donc f est bornée sur J,. et atteint ses bornes. I Ainsi 4, est bien définie.
Et il existe z, élément J,. tel que i, = |f'(x,)]. Or f' ne s’annule pas. I Donc i, > 0.

Q 22. o Soit (r,7) € R} tel que v’ < 7.
Comme J, ¢ J., 8,7 < 8y €t 4. < ipr. Done K,v < K.
Alors VO<r<1,0< K, < K;.
Donc VO<r<1,0<rK, <rKj.

1
Si K7 =0 alors 7K, =0 et si K7 >0, alors en prenant r < 7 rk, <1.
1

I Ainsi il existe un réel r strictement positif tel que , 0 < rK, < 1.

Q 23. f est de classe € sur 'intervalle de bornes ¢, et ¢, d’aprés I'inégalité de Taylor Lagrange,

70) f(en) = e fen] <20 up 1770

te[e,en]

Or ¢, €J, et ceJ,.. Donc sup |f"(t)] < s,

te[e,cn ]
_ ’ flen) |C_Cn|2 Sr
Or f(c)=0et |f (cn)| > 0. Donc _—f,(cn) —(c-cp)| € 2 1f'(en)
Or ¢pe1 =Cp — f(cn) et ! .

<=
f'(en) [f'(cn)l ~ ir

I Donc |cp41 — ¢ <en — c| K,.

Comme ¢, € Jy, |c, — | <7, alors |ep41 — ¢ < r’K,.
Or rK, < 1. Donc |cpe1 — ¢ < 7. IDonc Cns+1 € Jr.

Q 24. Procédons par récurrence sur n.
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(K,Jeo - o)

(K Jeo - o)
K, )

I C
(I) Comme K

Et Cp € JT.

=|co — ¢, alors |¢, — ¢| €

(K rleo - o))

(H) Soit n un entier naturel. Supposons que ¢, € J,. et que |c, — | < 7
T

D’aprés la question précédente, c,.1 € J,- €t |[cpy1 — | <en — c|2Kr.

ny\ 2
K,lco - c|)?
(K, |co - <)) )K

Et par hypothése de récurrence, |c,41 — ¢ < ( e
T

n 2 n+1
o [Urdeo=e)® )" o (Krleo—e)”
K, K,

(K rleo - o))

Ainsi par le principe de récurrence, Vn € IN, |¢, — ¢| < I
,

Comme ¢g € J,., |co —¢| <r. Donc 0 < K, |ep — ¢ < rK,. < 1.
. 2" .
Alors lim (K,|co—¢|])® =0.] Donc par encadrement lim ¢, =c.
n—+o0o

n—+oo

I11.B- Une implémentation en Python.

Q 25.
def newton(cO,f,df):
c=c0
for k in range (50):
c=c-f(c)/df (c)
if £(c)>=10%*x(-10)
return ’None’
return c

IV Décomposition de Jordan-Chevalley-Dunford et calcul de racine
carrée.

IV.A- Une méthode de Newton matricielle

[1(X-).

Alors Vi€ [1,s], P'(\;) = [T(Xi = A;) #0 ou encore Aq,..., As ne sont pas racine de P
j=1

Q 26. o P(X)-= ﬁ(X—)\i). Donc P'(X) = Z
k=1

=1

J#i

Soit p une racine complexe de P’, ¢ {\1,..., \s}. I Donc M — pl, est inversible.

o Notons fi1,-+, tts—1 les racines de P’

s—1
Alors il existe une constante C telle que P'(X) =C (X - ;).
i=1
s—1
Ainsi P'(M) =C [[(M - p; I,). Or Vie[1,s 1], M — ;14 est inversible.
i=1

I Alors P'(M) est inversible.

Q 27. o Rappelons que xp(X) =]J(X -X\;)" ou Vie[l,s],1<r;<qet Y r;=gq.
; i-1

=1
Donc Vie[1,s], (X —X;)"™ divise (X —\;)7.
Ainsi yy divise P2

o Or xps est un polynéme annulateur de M.
Donc P est un polynéme annulateur de M cest-a-dire P4(M) = 0. Or PY(M) = (P(M))%.
IAinsi P(M) est nilpotente.

Q 28. Par hypothése, Yn ¢ IN*, il existe B, € C[M] telle que P(M,) = (P(M)) B,.
Or il existe un entier ng tel que 2" > d.
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Q 29.

Q 30.

Q 31.

Donc Yn > ng, P(My,) =0.
Par définition de la suite (M), Yn > ng, Mp41 = M,.
I Ainsi la suite (M, )nen est stationnaire.

Procédons par récurrence sur n.
(I) My =M. Donc M et My commutent.

(H) Soit n un entier naturel. Supposons que M et M,, commutent.

Notons P(X) =), e XF.

k=0
Alors P(M,)M = Y ¢y MFM = Y ¢y MM} = MP(M,). Alors P(M,) et M commutent.
k=0 k=0

De méme P'(M,,)M = MP'(M,). Or P'(M,) est inversible. Donc P(M, )" et M.
Donc M,,,1 et M commutent.

I Ainsi par le principe de récurrence, pour tout n € IN, M et M, commutent.

D’aprés la question Q28, il existe un entier ng tel que P(M,,) = 0.

Or d’apres la question Q28, (M,,) est stationnaire ou encore il existe un entier ng tel que VYn > ng, M,, =
M, . Donc Vn > ng, M, = A. Alors P(A) =0.

Or P est un polynoéme scindé a racines simples et polynome annulateur de A.

I Donc A est diagonalisable.

o Comme M et M, commutent (Q29) et que la suite (M,,) est stationnaire (Q28), alors M et A com-
mutent.

Alors AN = A(M - A) =AM - A* = MA-A?=NA. | Donc A et N commutent.

o D’aprés la question Q28, (M,,)n>0 est stationnaire. Donc il existe un entier ny tel que Vn > nq, M,, = A.

’I’Llfl ’I’Llfl
Alors A= M = Y My - My ==Y P(M)P' (M)
k=0 k=0
Or par hypothése, il existe B,, € C[M] telle que P(M,,) = (P(M))2 B,,.
ni—1 k ni-1 k_
Done M- A=Y (P(M))* BP' (M) = P(M) Y (P(M))* ' By P'(M;,) ™"
k=0 k=0

Or M et M;, commutent. Donc M et P'(M;) commutent, donc M et P'(M;)™* commutent. Alors
P(M) et P'(M;)™' commutent.
Comme By, € C[M], alors P(M) et Bj, commutent.
’I’Ll—l k_ q
Alors (M - A)? = P(M)q( S (P(M))’ 1P’(ka)—l) :
k=0
Or P(M)?=0. Ainsi (M - A)? =0. IDonc N est nilpotente.

IV.B- Un calcul de racine carrée pour certaines matrices réelles symétriques.

Q 32.

Q 33.

q +o0 q
Rappelons que V1+z = > (=1)""b,2"+2% Y (=1)"" 1 b g2” = Y (-1)" b2 +a%e(z) ot liH(l) e(x)=0.
n=0 n=1 =

n=0

q 2 q
Alors 1+ = (Z (—1)"+1bn:c”) +ze(x) (xqs(:zr) +2) (—1)"+1bn:c”).
n=0 n=0

tea-(3 (—1)"+1bna:”)2

Donc lim =0 =0.
z—0 xrd
q
Par ailleurs, notons Ry (X) = > (-1)""'b, X"
n=0
d
Alors 1+ X - RE(X) est un polynome de C[X]. Donc 1+ X — RE(X) =3 e X®.

k=0
D’aprés la limite précédente, Vk € [0,q], c¢x = 0.

Donc X divise 1+ X - R2(X).

Comme N est nilpotente, Id + N - RS(N) =0.

a
Donc Ry(N) = > (~1)"*"'b,N™ est une racine de I, + N.
n=0
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Q 34.

Q 35.

Q 36.

o Par récurrence sur n, M, est une matrice a coefficients réels car P est aussi a coefficients réels.
| Donc A et N sont a coefficients réels.

¢ Comme P est un polynéme annulateur de A a coefficients réels, I A est diagonalisable dans .7, (IR).

Les valeurs propres de A sont incluses dans I’ensemble des racines de P.

Or par construction les racines de P sont exactement les valeurs propres de M.

Donc les valeurs propres de A sont des valeurs propres de M.

Or les valeurs propres de M sont des réels strictement positifs, I donc le spectre de A est inclus dans IR}.

o Le raisonnement de la question 18, s’applique ici en remplacant P par P~

¢ Remarquons que M = A(I, + ATIN) (A est inversible car 0 n’est pas une valeur propre de A.)
D’aprés la question Q33, il existe une matrice C' telle que C? = I, + A™IN et C est un polynome en
AT'N.
Donc M = AC?.

o Or A’ et A commutent. Donc A’ et A~ commutent.

o Par ailleurs A" est diagonalisable. I existe donc une base (V4,...,V;) de vecteurs propres de A’, notons
d01,...,04 les valeurs propres associées.
Soit i € [1,q], V; est aussi un vecteur propre de A associé a 07.
Or A et N commutent. Donc tous les sous-espace propres de A sont stables par N.
Donc NV; est un élément de 1’espace propre de A associé a 61-2 , mais aussi de ’espace propre de A’
associé a §;. Donc A'NV; =§;NV; = NA'V;.
Comme cette égalité est vraie pour tout entier ¢ de [1,¢], alors A’N et N A’ sont égales sur une base.
Ainsi A’/N = NA’.

o Donc A" et C' commutent car C' est un polynéme en I, + A~ N une matrice qui commute avec A’.
Alors M = (A'C)>.

I Ainsi A'R,(A™'N) est une racine de M.




